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Bevezetés

E tézisekben Tengely Szabolcs habilitacids értekezésének legfontosabb eredmé-
nyei vannak osszefoglalva. A habilitacids értekezésben tiz publikacid szerepel,
amelyek koziil nyolc Tengely Szabolcs PhD disszertacidjanak megvédése utan
sziiletett. Ezek a publikaciok a kovetkezéek: [1][22][48][49][57][62] [105] és
[106]. Az eredmények tartalmuk szerint néqgy fejezetben keriilnek bemutatasra.
A témakorokrdl, a kutatott problémak hétterérél, irodalmi bedgyazdsukrél rész-
letesebben a kapcsoldédo fejezetekben olvashatunk. Ezen feliil a tézisek végén
megtalalhaté Tengely Szabolcs publikdciods és hivatkozasi jegyzéke, konferencia-
eléadasainak listdja, oktatdi tevékenységének rovid leirasa, jelentésebb hazai és
nemzetkozi egylittmikodéseinek felsorolasa, tudomanyos kozéleti tevékenysége,
tudomanyos palyazatokban vald részvételei és szakmati onéletrajza.

Az elsé részben bizonyos exponencidlis egyenletek vizsgalataval kapcsola-
tos tételek szerepelnek. Az Ax?> + B = Cy" alak( diofantikus egyenletek iro-
dalma meglehetésen gazdag. Kilonboz6 végességi allitasok igazolasa mellett
sok esetben lehetdvé valt az egyenlet Gsszes megolddsainak meghatarozasa-
ra is. Az alkalmazott mddszerek kozott megtaldljuk az algebrai szamelmélet
mély eredményeit, a Baker-mddszer megfeleld valtozatainak az alkalmazasat és
ezen egyenletek esetében igen eredményesen alkalmazhatdnak bizonyult Bilu,
Hanrot és Voutier egy eredménye Lucas és Lehmer sorozatok primitiv osztdival
kapcsolatban. Abu Muriefahval, Lucaval és Siksekkel kozdsen Tengely vizsgal-
ta az x> + C = 2yP eqyenletet, ahol C eqy 4k + 1 alakii egész. Tételiikben
p-re gyakorlatban jol hasznalhatd korldtot igazoltak, amit tobb példan keresz-
tiil illusztraltak is. Példdul meghatdroztdk az x?> + 179 = 2yP egyenlet dsszes
(x,y, a, p) megoldasat. Lucaval és Togbéval kozosen az x> + C = 4yP eqyen-
let esetében értek el eredményeket. A publikacidkban Tengely tarsszerz6i Abu
Muriefah, Luca, Siksek és Togbé voltak.

A masodik részben szdmtani sorozatok elemeinek szorzataval dsszefiiggés-
ben végzett kutatdsok kapnak helyet. Az n(n + d)...(n + (k — 1)d) = by'
diofantikus egyenlet specialis eseteivel mar Euler is foglalkozott, igazolta, hogy
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6 Bevezetés

nem létezik megoldas, ha k = 4,1 = 2 és b = 1. Kés6bb is sokan vizsgaltak
a kiilonboz6 eseteket, csak néhany nevet emlitve, Erdés, Gydry, Hajdu, Oblath,
Rigge, Saradha, Shorey, Tijdeman ért el tobb fontos eredményt. A fejezetben
bemutatasra keriil Tengely egy eredménye, amelyben kiterjeszti Mukhopadhyay
és Shorey egy tételét az n(n + d)(n + 2d)(n + 3d)(n + 4d) = by? eqyenletre
vonatkozdan. Ugyanebben a dolgozataban Tengely megoldotta Hirata-Kohno,
Laishram, Shorey és Tijdeman eqy tételében szerepld kimaradd eseteket. Az
el6z6 probléma egy valtozatat vizsgélta Laishram, Shorey és Tengely a kozos
dolgozatukban. A szamtani sorozat egymast kovetd tagjai koziil néhanyat torliink
a szorzatbdl és tovabbra is olyan sorozatokat keresiink, amelyeknél ez a szorzat
kozel teljes négyzetszdmot eredményez. A publikdcidkban Tengely tarsszerzéi
Hajdu, Laishram, Shorey és Tijdeman voltak.

A harmadik fejezetben a csupa teljes hatvanybél felépiild szamtani soro-
zatokkal kapcsolatos eredmények taldlhatéak. A témakor kutatdsdban szamos
jol ismert matematikus vett részt. Mar Fermat megfogalmazta a sejtést, hogy
négy kilonbozé négyzetszam nem alkothat szdmtani sorozatot, ezt késébb Euler
be is bizonyitotta. Azonos hatvanyok esetében Mordell, Dirichlet és Lebesque
igazoltak eredményeket kis kitevGkre, késébb Dénes kiterjesztette a megoldast
magasabb kitevékre. Végil Darmon és Merel adott altalanos valaszt tetszéle-
ges kitevdkre, felhasznalva a Fermat-egyenlet esetében sikert jelenté modularis
technikat. Kiilonboz6 hatvanyokbal allé sorozatokat vizsgalt Bruin, Gydry, Haj-
du és Tengely. Tobbek kozott bebizonyitottdk, hogy négyzetszamokbdl és kib-
szdmokbdl csak trividlisan lehet szamtani sorozatot felépiteni. Késébb Hajdu
és Tengely megmutatta, hogy négyzetszamokbdl és azonos kitevds teljes hatva-
nyokbdl legfeljebb hat hosszi nem trividlis sorozat allithatd eld, kobszamokbal
és azonos kitevds teljes hatvanyokbdl pedig legfeljebb négy. A publikaciokban
Tengely tarsszerz6i Bruin, Gy6ry és Hajdu voltak.

Véqiil a negyedik rész algebrai gorbék egész- és racionalis pontjainak meg-
hatarozadsardl szél. Elészor Tengely egy haromszogekkel kapcsolat cikkét mu-
tatjuk be, amelyben olyan egész x, y értékeket hatarozott meg, amelyekre tel-
jesil, hogy ha egy dra kismutatéjanak hossza x, nagymutatdjaé pedig y, akkor
a két mutaté tdvolabbi végpontjainak tavolsaga (i) 2 érakkor és 3 drakkor ((ii)
2 orakkor és 4 ¢rakkor) is egész érték legyen. A mdésodik publikacié a feje-
zetben hiperelliptikus gorbék egész pontjainak meghatarozasaval foglalkozik. A
klasszikus témakorben Baker adott felsé korlatot a megoldasok méretére, ezt az
eredményt késébb tobben élesitették, altaldnositottak. A Bugeaudval, Mignot-
teval, Siksekkel és Stoll-lal kozos dolgozatban a Baker-mddszer eqgy valtozatat
felhasznalva felsd korldtot nyertek a megoldasokra, ez a korlat azonban tdl nagy,
hogy segitségével leszamolhatd legyen az 6sszes megoldas. Viszont a Mordell-
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Weil szitat felhaszndlva megmutathatd, hogy ha van nem ismert megoldas, akkor
annak mérete az elézé korlat felé esik. Igy tobb esetben az dsszes megoldés

meghatarozhaté, illusztracidként az y* — y = x°

— x egyenletet és az (§) = (%)
egyenletet oldottdk meg a cikkben. A publikacidkban Tengely térsszerzéi Bu-

geaud, Mignotte, Siksek és Stoll voltak.






Exponencialis diofantikus
egyenletek vizsgalata

Ebben a fejezetben a [104] dolgozatban szerepld, a [1] cikkben szerepld, Abu Mu-
riefahval, Lucaval és Siksekkel kdzésen nyert és a [62] publikdciéban megjelent,
Lucaval és Togbével kozosen igazolt eredmények keriilnek bemutatésra.

Az irodalomban jelent6s szamu eredmény talalhaté az

A’ + B=Cy"

diofantikus egyenlettel kapcsolathan, ahol A, B,C € Z,ABC #0ésn > 2,x,y
ismeretlen egészek. Lebesgue [58] 1850-ben igazolta, hogy a fenti egyenletnek
B =1 esetében csak az x = 0 valasztassal kaphatunk megoldast. Chao Ko [54]
1965-ben meghatérozta a fenti egyenlet dsszes megoldésat a B = —1 esetben.
J.H.E. Cohn [26] megoldotta az egyenletet a 1 < B < 100,C = 1 feltétel
mellett, kivéve néhany B értéket. A kimaradé esetek koziil Mignotte és De Weger
[65] oldott meg néhanyat. Bugeaud, Mignotte és Siksek [21] a Baker-mddszer
és a modularis-moédszer kombinaldséval meghatarozta a kimaradé esetekben a
megoldésokat.

Bilu, Hanrot és Voutier [12] a Lucas és Lehmer szamok primitiv osztdival
kapcsolatos elegéns eredménye egy jol alkalmazhatd eszkoz lett a fenti egyen-
let kezeléséhez, azokban az esetekben, amikor B = p? ~~p§S és C =1,2,4.
Néhany eredmény a témakorbél: [2], [3] [72], [73] [74], [4], [5], [20], [25], [27], [60],
[61], [64], [70], [71], [77].

Tengely a [104] cikkében az

X2+ g*" = 2yP, (2.1)

egyenletet vizsgalta, ahol x,y € N, (x,y) = 1,m € N és p, g paratlan primek.
A kovetkezd végesséqi allitds igaz az eqgyenlettel kapcsolatban.
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2.1. Tétel. Az (2.1) egyenletnek csak véges sok (x,y, m, g, p) megolddsa létezik,
ahol (x,y)=1,x,y € Nym € N, p > 3, q pdratlan primek és y nem dll el6, mint
két eqymdst kdvetd négyzetszdm dsszege.

Amikor y elGall két eqymast kovetd négyzetszam osszegeként, akkor léteznek
nagy megoldasok, ahogyan az alabbi példak is mutatjk.

y | p q

5 5 79

5 7 307

5 | 13 42641

5 | 29 1811852719

5 | 97 2299357537036323025594528471766399
13| 7 11003

13 | 13 13394159

13 | 101 | 224803637342655330236336909331037067112119583602184017999
25 | 1 69049993

25 | 47 378293055860522027254001604922967
41 | 31 4010333845016060415260441

A tétel bizonyitdsaban felhasznaljuk, hogy a Gauss-egészek korében fakto-
rizdlva a megoldasokra paraméteres egyenleteket tudunk nyerni:
x =R((1+ i)(u + iv)’) =: Fp(u, v),
q" = (1 + i)(u + iv)P) = Gy(u, v).
Ahol F, és G, kétvaltozés egész egyiitthatés homogén polinomok. Valamint igaz
a kovetkez6 oszthatdsagi tulajdonség:
(u—204v) | Fplu,v),
(u+04v) | Gp(u,v),
ahol
1Tifp=1 (mod 4),
—1itp=3 (mod4).

04 =

Az oszthatdsdgi tulajdonsagbol a kovetkezé egyenletrendszereket kapjuk:

u+ o4v = g, 5
ok (2.2)
Hplu,v) = g™,
vagy
u+ 04v = —qk,
Hy(u,v) = —q"F,

ahol Hp(u,v) = i‘j:g;vv). A végességi allitas igazolasahoz sziikség van egy felsé

korlatra a p kitevd esetében, ezt a Baker-mddszer segitségével kapjuk meg. Itt
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Mignotte [12, Theorem A.1.3] eredményét alkalmazzuk és a p < 3803 korlatot
nyerjiik. Véqil a problémat visszavezetjiik véges sok Thue-egyenletre:

Hylu,v) = =p,
és
Hp(u, v) = +1

alakban. Az ilyen egyenletek esetében Thue [108] igazolta, hogy csak véges sok
megoldas létezhet. A cikkben még taldlhatéak eredmények a rogzitett y és a
rogzitett g esetekkel kapcsolatban is. Igy példaul igazoldst nyer a kovetkezd
tétel.

2.2, Tétel. Az x> + 3°™ = 2uyP diofantikus egyenlet ésszes rela-
tiv prim (x,y) megolddsa az m > 0 és p prim feltételek mellett
(x,y,m,p)=1(13,5,2,3),(79,5,1,5), vagy (545,53, 3, 3).

Az Abu Muriefahval, Lucaval és Siksekkel [1] kozosen irt cikkben az x* +
C = 2y" vizsgalatéval kapcsolatos eredmények talalhatdak. Bizonyitast nyer a
kovetkez6 eredmény.

2.3. Tétel. Legyen C pozitiv egész, amelyre C =1 (mod 4), és C = cd?, ahol c
négyzetmentes. Teqyiik fel, hogy (x, y) megolddsa az

XX+C=2yP, x, yeZ", (xy =1, (2.3)
egyenletnek, ahol p > 5 prim. Ekkor a kovetkezd lehetdségek vannak
() x=y=C=1, vagy
(ii) p osztia a Q(/—c) szdmtest idedlosztaly szdmdt, vagy

(iii) p=56s(C,x,y)=(9,79,5), (125,19, 3), (125,183,7), (2125,21417, 47),
vagg

(iv) p | (g — (—c|q)), ahol q pdratlan prim és q | d de q 1 c. Itt (c|q) jeldli a
Legendre-szimbdélumot.

A fenti tétel seqgitségével a szerz6s meghataroztak az x? + C = 2y" eqgyenlet
osszes megoldasat C =1 (mod 4), 1 < C < 100 feltételek mellett.
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2.4. Tétel. Az x*> + C = 2y" eqgyenlet relativ prim x, y megolddsai az n > 3, és
C =1 (mod 4), 1< C <100 feltételek mellett a kivetkezéek

124+1=2-1", 79°+9=2.5, 524+20=2.33

1172 429=2-19%, 99324+29=2.79%, 112441 =2.3",
692 +41 =27, 1712 +41=2-11", 124+53=2.33,
252 +61=2-73, 512461=2-113, 372+89=2.9°

A tétel alkalmazhaté olyan esetekben is, amikor C primosztdi rogzitettek,
ennek illusztradlasara a cikkben meghataroztdk az

X2 4+ 179 =2y",
x* +57113% = 2y",
X7 4371117 = 24",

egyenletek osszes megoldasat is.
2.5. Tétel. Az
X2 4179 =2¢", a1 >0, gcd(x,y)=1, n>3,
egyenlet megolddsai a kévetkezdek
12417°=2-1", 2392 +17°=2.13%, 312+172=2.5"

Az
x> 4+5913%2 =2¢",  aq,0,>0, gcd(x,y)=1, n>3,

egyenlet 6sszes megolddsa:
1245%.139=2.1", 92459.132=2.53,
72+5".139=2.33, 992 4+52.130 =2.173,
192 +5%.13'=2.73, 791372 +52.13% = 2. 14633,
2532 +5%.13* =2.73%, 1880004972 + 58 - 13% = 2. 260473°,
2392 +5%.13% =2.13%

Az

X2 43911192 = 24", a;,a >0, gcad(x,y)=1, n>3,
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diofantikus egyenlet megolddsai:

1243%.119=2.1", 3512 4+3%.11* =2.413,
1324+3*.119=2.5%, 524+3".112=2.173,
276072 + 31112 =2.7253, 5452 +3°.119 = 2.533,
6792 +3%.112=2.65%, 1093%+3%.11% =2.365°,
4106392 + 3. 112 = 243853, 2392 +3°.11°=2.13%,
792 +32.119=2.5.

A Lucaval és Togbével kozos [62] publikdciéban az x* + C = 4y" diofantikus
egyenlettel kapcsolatos eredmények kaptak helyet.
2.6. Tétel. Az

X+C=4y", x,y>1, (x,y)=1, n>3, C=3 mod4, 1< C<100
(2.4)
diofantikus egyenlet (C, n, x, y) megolddsait a kovetkezd tdbldzat tartalmazza

3,n,1,1) (3,3,37,7) (7,3,5,2) (7,5,11,2)
(7,13,181,2) (11,5,31,3) (15,4,7,2) (19,7,559, 5)
(23,3,3,2) (23,3, 29, 6) (23,3, 45, 8) (23,3,83,12)
(23,3,7251,236) | (23,9,45,2) (31,3,1,2) (31,3,15, 4)
(31,3,63,10) | (31,3,3313,140) | (31,6,15,2) (35, 4,17, 3)
(39,4,5,2) (47,5,9,2) (55,4, 3,2) (59,3,7,3)
(59,3,21,5) (59,3,525,41) | (59,3,28735,591) |  (63,4,1,2)
(63, 4,31, 4) (63,8,31,2) (71,3,235, 24) (71,7,21,2)
(79,3, 265, 26) (79,5,7,2) (83,3,5,3) (83,3,3785, 153)
(87,3,13,4) | (87,3,1651,88) (87,6,13,2) (99, 4, 49, 5)

2.1. téblazat. Az x*> + C = 4y" eqyenlet megoldasai, ahol 1 < C < 100

Tovabba megoldottdk a C =79 - 110,79 .13b, esetekben is az adédé diofan-
tikus egyenleteket.

2.7. Tétel. o Az

X477 1M =4y", x,y>1, (x,y)=1, n>3, a,b>0  (25)
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egyenlet megolddsai:

524+71.110 = 4.23, M24+7V.119=4.25, 312470.111 =4.35,
572 +7"-112=4-4°, 1324+72-119=4.27, 5724+ 7V.112=4.210
1812 +71V.110 = 4. 213,

o Az
X2 +7913° =4y", x,y>1, gad(x,y)=1, n>3, a,b>0 (2.6)
diofantikus egyenlet megolddsai:

524+71.130 = 4. 23, 53716552 + 73132 =4.193223, 112+ 7'.130=4.25,
132473130 =4.27, 872+73.132=4.4,
1812 +71.130=4.213 8724+ 73.132 =4.2'%



Szamtani sorozat elemeinek
szorzataval kapcsolatos

diofantikus problémak

Ebben a fejezetben a [106] dolgozatban szerepls, a [57] cikkben szerepld, La-
ishrammal és Shoreyval kozosen igazolt és a [49] publikdcidban Hajduval és
Tijdemannal kozosen nyert eredmények keriilnek bemutatasra.

Az irodalomban rengeteg eredmény taldlhaté szamtani sorozatokkal kapcso-
latos diofantikus problémakrél. Ebben a fejezetben a

n(n+d)...(n+ (k—1)d) = by' (3.1)

egyenlettel foglalkozunk, ahol n,d, k, b, y,l pozitiv egészek, [ > 2, k > 3,
(n,d) =1, P(b) < k, itt u € Z és |u] > 1 esetén P(u) jeloli u legnagyobb
primosztojat és P(£1) = 1.

Néhany publikdciot emelnénk ki a témakorben: [15], [38], [41] [44], [50]
[55], [56], [63], [81], [83], [84], [85], [87], [90]. [91], [92], [93} [95], [96]. [97], [98],
[109], [110]. Tovdbbé néhdny eredményrél az aldbbiakban részletesen is emlitést
teszilink.

Tekintsiik elszor az [ = 2 esetet. Mar Euler igazolta ([33] 440 és 635 ol-
dalak), hogy a (3.1) egyenletnek nincs megoldasa, ha k = 4 és b = 1. Késdbb
Obléth [75] kiterjesztette az eredményt a k = 5 esetre. Erdés [34] és Rigge
[80] egymastdl fiiggetleniil belattdk, hogy a (3.1) egyenletnek nincs megolda-
sa, ha b = d = 1. Hirata-Kohno, Laishram, Shorey és Tijdeman [52] teljesen
megoldottak a (3.1) egyenletet, amikor 3 < k < 110 és b = 1. Tengely [107]
eredményével kombinalva a fenti probléma Gsszes megoldasat megkapjuk, ha
3< k<100, P(b) < k.

Tekintsiik most az [ > 3 esettel kapcsolatos eredményeket. Erdds és Sel-
fridge [35] igazolta, hogy a (3.1) egyenletnek nincs megoldésa, ha b = d = 1.
Altalanosabb esetben, amikor P(b) < k és d = 1 Saradha [82] bizonyitotta, hogy
k > 4 feltétel mellett az egyenletnek nincs olyan megoldasa, amelyre P(y) > k.

15
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Felhaszndlva Darmon és Merel [29] eredményét, Gybry [42] hasonld tételt iga-
zolt @ k = 2, 3 esetekben. Abban az esetben, amikor elhagyjuk a d-re vonatkozo
megszoritdst is, Gybry [43] beldtta, hogy k = 3, P(b) < 2 mellett nem létezik
megolddsa az eqgyenletnek. Tovabbi altaldnos eredményeket talalunk a [8], [45]
és a [46] dolgozatokban. Tobbek kozott igazoldst nyert, hogy a (3.1) egyenletnek
nincs megoldasa, ha b =1 és k < 35.

A [106] cikkben Tengely két kordbbi tétellel kapcsolatban igazolt allitasokat,
el6szor ezeket ismertetjiik.

Tétel (Mukhopadhyay, Shorey). Tegyliik fel, hogy n és d relativ prim egészek
ugy, hogy nd + 0. Ekkor az

n(n 4 d)(n + 2d)(n + 3d)(n + 4d) = by?

diofantikus egyenletnek nem létezik b, y, by + 0 és P(b) < 3 feltételek mellett
egész megolddsa.

Az eredményt Tengely kiterjesztette a P(b) = 5 esetre és igazlta a kovetkezd
tételt.

3.1. Tétel. Az

n(n + d)(n + 2d)(n + 3d)(n + 4d) = by’
egyenletnek d > 1,k =5 és P(b) = 5 feltételekkel a kovetkezé (n, d) pdrokkal
létezik megolddsa (n, d) € {(—12,7),(—4,3)}.

A fenti (3.1) egyenletet [ = 2 esetén vizsgélva azt kapjuk, hogy a szamtani
sorozat tagjai is "kozel" teljes négyzetszamok, azaz

n+id = a;x? minden 0 < i < k (3.2)
adadik, ahol az a; egészek mar négyzetmentesek és P(a;) < max(P(b), k—1). Az
egyenlet minden megolddsahoz tartozik eqy ilyen (ao, a1, ..., ax—1) eqyitthatd
lista. Eqy ilyen eqyiitthatd lista inverzén az (ax—1, ak—2, ..., ag) listat értjiik.

Tétel (Hirata-Kohno, Laishram, Shorey, Tijdeman). Tekintsiik a (3.1) egyenletet
[l =2,d >1,P(b) = k és7 < k < 100 feltételekkel. Ekkor a kévetkezd
egylitthatd listdk vagy azok inverzei esetében létezhetnek megolddsok.

k=7: (23.1,56,7,2),(3,1,5,6,7,2,1),(1,5,6,7,2,1,10),
k=13: (3,1,5,6,7,2,1,10,11,3,13,14,15),
(1,5,6,7,2,1,10,11,3,13,14,15,1),
=19: (1,5,6,7,2,1,10,11,3,13,14,15,1,17,2,19,5,21, 22),
=23: (5,6,7,2,1,10,11,3,13,14,15,1,17,2,19,5,21,22,23,6,1, 26, 3),

(6,7,2,1,10,11,3,13,14,15,1,17,2,19,5,21,22,23,6,1, 26, 3,7).
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Tengely megoldotta a kimaradd eseteket, igazolva a kovetkezg allitast.

3.2. Tétel. A (3.1) egyenletnek az | = 2,d > 1,P(b) = k és 7 < k < 100
feltételek mellett nincs megolddsa.

Az eredmények igazoldsahoz algebrai szamelméleti eszkozokre és az el-
liptikus Chabauty-mddszer [18][19] alkalmazasdra volt sziikség. Példaul az
(ap,aq, ..., as) = (1,5,6,7,2,1,10) egyiitthatd lista esetében a kovetkezé
egyenletrendszerre jutunk

xg + 4X§ = 25x12,
4x2 4 x5 = 107,

6x2 — x5 = 50xZ.

A Gauss egészek korében torténd faktorizacid segitségével szamtest feletti el-
liptikus gorbe specidlis pontjainak a meghatarozasara redukalédik a probléma.
Ebben az esetben a gorbék:

Cs: O(X+)X+4)3BX2=2)=VY2 (3.3)

ahol 0 € {3 +£i,—1+£3i,1+3i3 =+ i}. Megjegyezziik, hogy ha (X, Y) egy
megfeleld pont (X € Q és Y € Q(i)) a Cs gorbén, akkor (X, iY) egy megfeleld
pont a C_s gorbén. Igy elegendd a 6 € {1 —3i,1 +3i,3 —i,3 + i} eseteket
vizsgalni.

1. 0 =1 — 3i. Ekkor Cy_3; izomorf az
Eisi: y?=x>+ix* + (=170 — 23)x + (2291i + 1597)

elliptikus gorbével, amelynek a rangja nulla és nincs olyan pont, amelyre
X e Q.

2. 0 =14 3i. Szintén nulla rangu elliptikus gorbét kapunk és itt sem adédik
megolddshoz vezetd pont.

3. 0 =3 —i. Az elliptikus gorbe ekkor E3_; : y? = x> + x% + (=17i + 23)x +
(—1597i—2291), és a Mordell-Weil csoportra E3_;(Q(i)) ~ Z, ®7Z adddik.
Az elliptikus Chabauty-mddszert alkalmazva a p = 13 valasztéssal kapjuk,
hogy xs5/z = —3. Igy tehdt n =2 és d = 1.

4. 0 = 3+ i. Ekkor ismét egy rangu elliptikus gorbét kapunk és az elliptikus
Chabauty-mddszerrel x5/z = 3.
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Az el6z6 probléma egy véltozatat vizsgalta Laishram, Shorey és Tengely
a [57] dolgozatban. A szamtani sorozat egymast kévetd tagjai kézil néhdnyat
torliink a szorzatbél és tovabbra is olyan sorozatokat keresiink, amelyeknél ez a
szorzat kozel teljes négyzetszamot eredményez. Nézziik a probléma pontosabb
megfogalmazasat.

Legyen k > 4,t > k—2 és y1 < y» < --- < y; egészek, amelyekre
0 <vyi<kminden 1 < i <t esetén. Jelolje y a kK — t kiilonbséget, b legyen
egy négyzetmentes egész, amelyre P(b) < k. A probléma ekkor a kovetkezd
egyenletre vezet

A=A d k)= (n+yd) - (n+yd) = by’ (3.4)

Az egyenlettel foglalkozd kordbbi eredményekkel kapcsolatban itt a [86], [69] és
a [94] publikacidékat emlitenénk.
A [57] cikkben a kovetkez8 két allitas lett igazolva.

3.3. Tétel. Legyen ¢y = 1,k > 7 és d t n. Ekkor a (3.4) egyenletnek nincs
megolddsa, ha w(d) = 1, ahol w(d) jeloli d kiilonbozd primosztéinak a szdmdt.

A tétel alapjan konnyen adddik, hogy a fenti egyenletnek nincs megoldasa,
ha =0,k >7 d1n, Pb) < prr+1 és w(d) = 1. Amennyiben k > 11 a
P(b) < pr(k)+1 feltétel javithatd, ami a kovetkezé eredményre vezet.

3.4. Tétel. Legyen = 0,k > 11 és d 1 n. Tegyiik fel, hogy P(b) < p(k)+2-
Ekkor a (3.4) egyenletnek nincs megolddsa, ha w(d) = 1.

A fejezet hatralévé részében a (3.1) egyenlettel foglalkozunk az [ = 3 eset-
ben és bemutatjuk Hajdu, Tengely és Tijdeman [49] publikdciéban bizonyitott
eredményeit.

A vizsgalt diofantikus egyenlet a kdvetkez6
n(n+d)...(n+ (k—1)d) = by, (3.5)

ahol n,d, k,b,y € Zés k>3, d >0, (n,d) =1, Pb) <k, n#0,y#0. A
dolgozat egyik tétele az aldbbi.

3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy (n, d, k, b, y) megolddsa a (3.5) egyenletnek, amely-
rek < 32ésP(b) < k hak =3 vagy k > 13. Ekkor (n, d, k) a kovetkezd listdban
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szerepld elemek koziil keriilhet ki:

(n,1,k) ahol —30< n< —4vagy1<n<5,
(n,2,k) ahol —29 < n < -3,
(=10,3,7),(-8,3,7),(—8,3,5),(—4,3,5),(—4,3,3),(=2,3,3),
(—9,5,4),(-6,5,4),(-16,7,5),(=12,7,5).

Megjeqyezziik, hogy a tétel allitdsa k < 12 és P(b) < Py ahol P3 = 2,
Py = Ps =3, Po = P; = Pg = Pg = Pjgp = P11 = 5 esetekben kovetkezik
Bennett, Bruin, Gyéry és Hajdu [8] publikaciéban koz6lt eredményébél.

A b =1 specidlis esetben Hajdu, Tengely és Tijdeman belattdk a kovetkezd
allitast.

3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy (n, d, k, y) megolddsa a (3.5) egyenletnek, amelyre
b=16ésk <39. Ekkor

(n,d, k,y)=(-43,3,2).(-23,3,-2),(-9.5,4,6) vagy (—6,5, 4, 6).

A fenti eredmények igazoldséanal kihasznaljuk, hogy a sorozat tagjaira telje-
siil, hogy

n+id=ax? (i=01,...,k—1) (3.6)

ahol P(a;) < k és a; nem oszthatd primszam teljes kobével. A bizonyitashan

fel lettek hasznalva Selmer [89] eredményei bizonyos diofantikus egyenletekkel

kapcsolatban.

3.1. Lemma. A kdvetkezd diofantikus egyenleteknek nem létezik x, y,z, xyz # 0
egész megolddsa

X +yP=c, ce{1,2,4,5,10,25,645,60,100,150,225,300},
ax® + by =23, (a,b) € {(2,9),(4,9), (4, 25), (4, 45), (12, 25)}.

Ezen feliil kiilonféle kongruencia tesztek kombinatorikus alkalmazasa tette
lehetévé nagy szamu egqyiitthatd listdk elimindlasat, amelyeknél nem létezhet
megfelelé szdmtani sorozat. A kimaradé egyiitthatd listdkat kiilon meq kellett
vizsgalni és Selmer eredményeit vagy pedig az elliptikus Chabauty-mddszert
alkalmazva ki lehetett zarni vagy pedig a megoldasokat megadni. A nagyobb k
értékeknél a kongruencia tesztek segitségével sikeriilt indukciét is alkalmazni és
a kordbban igazolt eredmények segitségével egyiitthaté listakat kezelni. Igy a
kombinatorikus robbands kezelése elérhetévé valt nagyobb k értékek esetében
is. Tekintsiink néhany példat a fentiekre.
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Legyen k = 5. Ekkor kénnyen igazolhatd, hogy az
(00,01,02,03,04) = (1,1,1,10,1)

egylitthatod lista nem vezethet megoldashoz modulo 7. Szintén egyszertien ado-
dik, hogy az
(a0, a1,a2,a3,a4) = (1,1,15,1,1)

eqgylitthato lista kizarhaté modulo 9. Viszont az
(ap, a1, a2,a3,a4) =(2,3,4,5,6)

egyiitthato lista esetében sem modulo 7 sem modulo 9 nem kapunk ellentmon-
déast. Selmer eredményei itt segitenek, felhasznalva a 4(n + d) —3n = n + 4d
azonossagot kapjuk, hogy n = 2 és d = 1. Az el6z6 gondolatmenettel minden
eqgyiitthato lista kezelhetd kivéve az

(ap, a1, a2, a3,a4) =(2,9,2,5,12).
Ebben az esetben

Xg + X3 = 9x3 és xg — 23 = —6x;.
A Q(v/2) szamtestben dolgozva kapjuk, hogy

(xo — axz)(xg — xox2 + x3) = (—3a + 6)2°.

Ez szdmtest feletti elliptikus gorbére vezet. Ezen gorbén kell meghatérozni azon
pontokat, ahol az elsé koordinata raciondlis értéket vesz fel, ezt az elliptikus
Chabauty-maédszer segitségével tehetjilk meg.

3.2. Lemma. Legyen a = V2 és K = Q(a). Ekkor a
Ci: X—(a+ X2+ (a+ )X —a=(-3a+6)Y>

gdrbén csak az (X, Y) = (2,1) pont tesz eleget annak a feltételnek, hogy X € Q
és Y e K.



Szamtani sorozatot alkoto teljes
hatvanyok

Ebben a fejezetben a [17] dolgozatban szerepl8, Bruinnal, Gyéryvel és Hajduval
kozosen nyert és a [48] cikkben igazolt, Hajduval kozos eredmények keriilnek
bemutatdsra.

Mar Fermat megfogalmazta a sejtést, hogy négy kiilonb6z8 négyzetszam nem
alkothat szdmtani sorozatot, ezt késébb Euler be is bizonyitotta ([33] 440. és
635. oldal). Legyen n > 3 és X", Z", Y" eqgy szdmtani sorozat hdrom egymast
kovetd tagja. Ekkor a kévetkezd diofantikus egyenlethez jutunk:

X"+ y"h=27".

Az egyenlet megolddsa n = 3 esetben mar Mordell konyvében [68] megtalal-
haté. Az n = 5 eset vizsgdlata pedig Dirichlet és Lebesgue (lasd [33] 735.
és 738. oldal) eredményei alapjan kezelhets. Dénes [32] ért el késébb jelentds
eredményt megoldva az egyenletet az n < 31 esetekben. Végiil Darmon és Mer-
el [29], felhaszndlva a Fermat-egyenlet megoldasanal is alkalmazott modularis
modszert, megmutatta, hogy a trividlis esetektél eltekintve nem létezik harom
eleml szdmtani sorozat teljes hatvanyokbdl.
A homogén hatvanyokrél most térjiink 4t eqy még altaldnosabb esetre, te-
kintsiik az
aoxg’, a1x;', ..., ag—1 xS (4.1)

alakd szdmtani sorozatokat, ahol a;, x; € Z,n; > 2 és a; primosztdéi korlato-
sak, azaz P(a;) < P valamilyen P-re. Plusz feltételek nélkiil k értéke nem
korlatozhatd, ahogyan azt Hajdu [47] konstrukcidja is mutatja. Az n; kitevék és
(aoxo, a1x1) korlatozdsédval mar kezelhetébbé valik a probléma. Vegyes hatva-
nyok esetében az egyik alkalmazhaté mély eszkozt Darmon és Granville [28]
eredménye jelenti, amelyben az altaldnositott Fermat-egyenlettel foglalkoznak.
Ineffektiv formaban végességet biztositanak az

AXP +BY?=CZ", ABC+#0

21
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egyenlettel kapcsolatban, ha

1T 1 1
—+—+->1
p q r
A (4.1) alakd szamtani sorozatokkal kapcsolatban eldszor tekintsiik Hajdu

[47] eqy eredményét.

4.1. Tétel (Hajdu). Legyen L > 2 egy rogzitett egész. Ekkor bdarmely (4.1) alakd
szdamtani sorozat esetében, ahol n; < L, (i = 0,1,...,k —1), létezik csak L és
P értékétdl fiiggd C(L, P) konstans gy, hogy k < C(L, P).

A [17] dolgozatban Bruin, Gyéry, Hajdu és Tengely a kovetkez§ tételt iga-
zoltak.

4.2. Tétel. Legyen k > 4 és L > 2 eqy régzitett egész. Ekkor csak véges sok
(4.1) alakd szdmtani sorozat létezik, melyre n; < L,a; =1,(i=0,1,...,k—1)
és (xo, x1) = 1.

A tétel bizonyitasaban olyan mély eszkozok alkalmazasa volt sziikséges, mint
a korabban mar emlitett eredménye Darmonnak és Granvillenek és Faltings [36]
dolgozata a Mordell-sejtés bizonyitasardl.

Amennyiben n; € {2,3} még tobb bizonyithaté, ebben az esetben a [17]
dolgozatban az 6sszes megoldast megadta Bruin, Gyéry, Hajdu és Tengely.

4.3. Tétel. Legyen k > 4,(x0,x1) = 1,a; = 1,n; € {2,3} minden i =
0,1,...,k—1 esetén. Ekkor a (4.1) szamtani sorozat csak a trivialis 1,1,...,1
és —1,—1,...,—1 sorozatok egyike lehet.

Megjegyezziik, hogy a (xp, x1) = 1 feltétel sziikséges, ahogyan azt a kovet-
kez6 példak is igazoljak.

e lLegyen (ng, n1,n2,n3) =(2,2,2,3). Ekkor
(u? = 2uv — v f(u, v)2, ((u? + V) F(u, v))?, (0? + 2uv — v F(u, v))?, (f(u, v))?

egy szamtani sorozat négy egymast koveté tagja, ahol u,v € Z és
f(u,v) = u? +8u3v + 2u?v? — 8uv3 + V1.

e lLegyen (ng, n1,n2,n3) =(2,2,3,2). Ekkor
((u? =2uv =2v2)g(u, V), ((u® +2v2)g(u, V), (g(u, v)), ((u® +4uv = 2vP)g(u, v))?

szamtani sorozatot alkot, ahol u,v € Z és g(u, v) = ut + 403y + 8utv? —
8uv3 + 4v4.
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A tétel allitasanak igazoldsdhoz a mar ismert eredményeken felil a klasszikus
Chabauty-mddszer és az elliptikus Chabauty-mddszer keriilt alkalmazésra. Ezt
az eqgyik eset bemutatasaval illusztraljuk. Tekintsiik az xg,xf, X3, xg’ alakt soro-

zatot. Ekkor

23 — x5 = X3.

Az egyenlet parametrikus megoldasa

(x> +6xy?), x2 = £(3x%y + 2¢°)

X1

vagy
x1 = (x> + 6x%y + 6xy° + 4y>),  x2 = £(x> + 3x%y + 6xy? + 2¢°),

ahol x,y relativ prim egészek. Felhasznalva, hogy Xg = 2)(12 — X22 adodik a
kovetkez6 egyenlet:

x§ = 2x° +15x%y? + 60x?y* — 44°.

Ez az eqyenlet elliptikus gorbére vezet, amelynek nincs affin racionalis pontja.
A masodik parametrizaciéhol az

xg = x® +18x°y + 75x*y? + 120x°y> + 120x%y* + 72xy° + 284°

egyenlet adédik. Itt az y = 0 eset kdnnyen lathaté médon a trividlis 1,1,1,1
sorozatra vezet. Az y # 0 esetben leqyen Y = xo/y>, X = x/y. Igy az el6z6
egyenlet a

Ci: Y2 = X0 4+18X° +75X% +120X3 +120X? + 72X + 28

génusz kettes gorbét eredményezi. Itt a klasszikus Chabauty-mddszert [24] al-
kalmazzuk és az ezzel kapcsolatos algoritmusokat, amelyek Stolltdl [102] szér-
maznak és a MAGMA programcsomagban megtaldlhatéak. El8szor is sziiksé-
gink van a J(Q) Mordell-Weil csoportjaval kapcsolatos informacidkra. A tor-
zids részcsoport trividlis, ami egyszertien adddik abbdl, hogy a rendje osztja
a (#J(Fs), #J(F7)) = (21,52) = 1 értéket. A Mordell-Weil csoport rangja-
rol megmutathaté, hogy eggyel egyenld és D = [co™ — 00~ ] egy végtelen rendli
elem. A klasszikus Chabauty-médszert alkalmazva a p = 29 valasztassal kapjuk,
hogy legfeljebb két darab racionélis pont lehet a gorbén, ennyit pedig ismeriink
is, {gy tobb racionalis pont nem lehet a gorbén, azaz C1(Q) = {oo™, 007 }.

Most ratériink a Hajdu és Tengely altal [48] publikaciéban igazolt allita-
sok bemutatdséara. A cikkben olyan x"“,x{”, c. ,x,?f’f alaku szdmtani sorozatok
vizsgalataval talalkozunk, ahol (xo, x1) =1 és n; € {2,n},{2,5} vagy {3,n}. A
kiilonboz6 esetekre bizonyitott tételeket az aldbbiakban ismertetjiik.



24 Szamtani sorozatot alkotd teljes hatvanyok

nq

4.4. Tétel. Legyen n egy prim és x3°, x;", ..., x.*7

egy nem konstans szamtani
sorozat, amelyre (xo,x1) = 1,x; € Z,n; € {2,n} minden i = 0,1,..., k —1
értékre. Ekkor k < 5, tovabbd, ha k =5, akkor

(no,n1,n2,n3,n4,n5)=1(2,n,n,2,2,2),(2,2,2,n,n,2).

Az n =5 specidlis esetben élesebb allitds is igaz.

4.5. Tétel. Legyen x,°, x;", ..., x,*7 egy nem konstans szdmtani sorozat, amely-

re (xo,x1) = 1,x, € Z,n; € {2,5} minden i = 0,1,...,k — 1 értékre. Ekkor
k < 3, tovdbbd, ha k = 3, akkor

(no, n1,n2,n3) =1(2,2,2,5),(5.2,2,2).

Megjegyezziik, hogy a tételben szerepld két kivételes esetben Siksek és Stoll
[99] a kdzelmultban megmutattak, hogy csak a trividlis 1,1,1,1 sorozat létezik.
Visszavezették a problémat génusz 4 gorbék racionalis pontjainak vizsgélatara.
Tekintsiik most az n; € {3, n} esetre vonatkozd allitast.

4.6. Tétel. Legyen n egy prim és x;°, x;", ..., x5 egy nem konstans szdmtani
sorozat, amelyre (xo,x1) = 1,x; € Z,n; € {3,n} minden i = 0,1,...,k —1

értékre. Ekkor k < 3, tovdbbd, ha k = 3, akkor
(no, n1,n2,n3)=(3,3,n,n),(n,n,3,3),3,n,n,3),(n 33 n).

A bizonyitasban felhasznaljuk az aldbbi, moduléris médszer segitségével iga-
zolt tételeket.

Tétel. Legyen n eqy prim. Ekkor az
X"+ Y"=27% (n>5),
X"+ Y"=37% (n>5),
X"+ 4Y" =372 (n>7)
diofantikus egyenleteknek nem létezik pdronként relativ prim (X, Y, Z) megol-

ddsa, amelyre XY # £1.

A tételben szerepld éllitdsok Bennett és Skinner [9], illetve Bruin [16] ered-
ményeibdl kovetkeznek. Az X", Z3,Y" alakt szdmtani sorozatok esetében a
kovetkezd, Bennett, Vatsal és Yazdani [10] altal bizonyitott tétel igaz.

Tétel. Legyen n > 5 eqy prim. Ekkor az
X" Y" =277

diofantikus egyenletnek nem létezik relativ prim X,Y,Z megolddsa, amelyre
XYZ #0,+1.



Szamtani sorozatot alkotd teljes hatvanyok 25

Az X",Z",Y" alaku sorozatok esetében pedig a kordbban mar emlitett, Dar-
mon és Merel [29] dolgozatdban taldlhaté eredményt hasznalhatjuk.

Tétel. Legyen n > 3 eqy prim. Ekkor az
X"+ y"=27"
diofantikus egyenletnek nem létezik relativ prim X,Y,Z megolddsa, amelyre

XYZ #0,+1.

Az X3,Z", Y3 alaki szémtani sorozatokkal kapcsolatban Hajdu és Tengely
belatta a kovetkezo allitast.

4.7. Tétel. Legyen n > 3 egy prim. Ekkor az
X4y =27"
diofantikus egyenletnek nem létezik relativ prim X,Y,Z megolddsa, amelyre

XYZ #0,+1és342.

Az eléz6 eredmények hasznos segitséget jelentenek az n; € {2,n}, {3, n}
esetek vizsgalatakor. Az n; € {2,5} esetre vonatkozé tétel bizonyitasdhoz a
problémat bizonyos szamtest feletti elliptikus gorbe specidlis alakd pontjainak
meghatarozasara vezetjik vissza algebrai szdmelméleti modszerekkel. Az el-
liptikus Chabauty-mddszer segitségével pedig meghatarozzuk a racionalis elsd
koordinataval rendelkezé pontokat, amelyekbél vissza tudjuk fejtent az eredeti
probléma lehetséges megoldédsait. Az itt felhasznalt és bizonyitott allitasok a
kovetkezéek.

4.1. Lemma. Legyen a = V2 és K = Q(a). Ekkor a
CG: X'+ X+ Xt aX+1=(a—1)Y? (4.2)
és
G: X=X+ X —aX+ 1= -+ —a+1)Y? (43
algebrai gérbéken azon pontok, amelyekre X € Q, Y € K a kovetkezéek

4 3.2
X, V)=, 2@ *+ > +a® +a+1), _%'i3a +5a ga +3a+5

a C1 girbe esetében és (X, Y) = (1,£1) a G, gorbe esetében.
4.2. Lemma. Legyen B = (1 ++/5)/2 és L = Q(B). Ekkor a
G: X'+BB—=12)X>+(16B—=30)X>+ (8B —12)X +1=Y?  (4.4)

algebrai gérbén egyediil az (X, Y) = (0, 1) pontokra teljesiil, hogy X € Q és
Yel






Algebrai gorbék pontjaival
kapcsolatos eredmények

Ebben a fejezetben a [105] dolgozatban szerepld és a [22] cikkben megjelent,
Bugeaudval, Mignotteval, Siksekkel és Stoll-lal kozos eredmények keriilnek be-
mutatasra.

A fejezet els6 részében bemutatjuk a [105] publikdciéban taldlhaté eredmé-
nyeket, amelyek geometriat problémaval 6sszefiiggé diofantikus egyenletekkel
kapcsolatosak. Az irodalomban jelentds szamu geometriai hatter(i diofantikus
probléma talalhatd. Az egyik jol ismert a derékszogli haromszogek oldalaival
kapcsolatos Pitagorasz-tétel, azaz a derékszogli haromszdg oldalaira teljesiil,
hogy a? + b? = 2.

Mar egy régi arab kézirat is foglalkozott az (igynevezett kongruens szamok
problémajaval, azaz olyan derékszogli haromszogek megadédsédval, amelyeknek
az oldalaiknak hossza raciondlis szdm, a teriiletiik pedig egész. Példaul 6 kong-
ruens szam, mert a (3,4,5) hosszi oldalakkal rendelkez6 derékszogli haromszog
teriilete 6. Fibonacci fogalmazta meq azt az allitast, hogy 1 nem kongruens szam.
Az allitast késébb Fermat igazolta, a végtelen leszallds modszerének segitsé-
gével. A jelenleg ismert legpontosabb altaldnos eredményt Tunnell bizonyitotta
[111] a moduldris médszert felhasznélva.

Az egész oldalhosszisagu haromszdgek koziil azokat, amelyeknek a teriilete
is egész szam, Héron-féle haromszogeknek nevezziik. Az ilyen tipusi harom-
szogekkel kapcsolatban is tobb eredmény taldlhaté az irodalomban, példaul a
[51] és a [39] cikkekben, tovabbi informaciok és megoldatlan problémék a [40]
konyvben szerepelnek.

Petulante és Kaja [76] megadtak azon egész oldalii haromszogeknek a para-
metrizacidjat, amelyekben egy adott szog koszinusza racionalis, azaz meghata-
roztdk az u? — 2auv 4 v? = 1 gorbe raciondlis parametrizaciéjat, ahol o jeléli a
racionalis koszinusz értékét.

27
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Bertalan Zoltan olyan egész x, y értékeket keresett, amelyekre teljesiil, hogy
ha egy 6ra kismutatéjanak hossza x, nagymutatdjaé pedig y, akkor a két mutatd
tavolabbi végpontjainak tavolsaga (i) 2 drakkor és 3 drakkor ((ii) 2 drakkor és 4
orakkor) is egész érték legyen. Legyenek ¢ = cos(a) és ¢, = cos(B), ahol a, B
a két mutato altal bezart szogek a vizsgalt id6pontokban. Ekkor a koszinusz-tétel
alapjan

X2 = 2p1xy + y* = 72,

X2 = 2@xy + y? = Zé,

itt z, és zg jeloli az adott szoggel szemkozti oldal hosszat. A két egyenlet
Osszeszorzasa utan a kovetkezd algebrai gorbét kapjuk:

Cap i X' =2(p1 + 92)X° + (4192 + 2)X> = 2(p1 + @)X + 1= Y2,

ahol X = x/y és Y = z,zg/y?. Tengely a [105] dolgozatdban megoldotta
a Bertalan Zoltan altal felvetett problémakat. Példaul igazolta, hogy az (i)
esetben végtelen sok megoldéds létezik, mivel a kapcsolddé algebrai gorbe 1
rangU elliptikus gorbére vezet. Néhany megoldas:

X Y Zx/3 Zn|2
8 15 13 17
1768 2415 2993 3637
10130640 8109409 9286489 12976609
498993199440 | 136318711969 | 517278459169 | 579309170089

A fejezet hatralévé részében a [22] pulikécié eredményeit targyaljuk. Legyen
C:Y?=a,X"+--- 4 ap := f(X) egy hiperelliptikus gérbe, ahol a; € Z,n > 5
és az f polinom irreducibilis. Ilyen gorbék esetében Baker [7] igazolta, hogy a
gorbén talalhaté (X, Y) egész pontokra

max(|X], | Y]) < exp exp exp{(n'""H)""},

ahol H = max{|ao|, ..., |an|}. A korldtot késébb tébben élesitették, igy példaul
Sprindzuk [101], Brindza [13], Schmidt [88], Poulakis [79], Bilu [11], Bugeaud [23]
és Voutier [112]. A Baker-mddszer segitségével tehdt az egész pontok méreté-
re korlat adhato, ezt kombindlva a Mordell-Weil szitdval adott gérbe esetében
igazolhato, hogy az ismert egész pontokon felil nincs mas. Ez a moddszer ke-
rilt targyaldsra a dolgozatban, illusztracioként pedig két konkrét problémara
alkalmazték sikerrel.
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5.1. Tétel. Az
Y2—v=X>-X (5.1)

diofantikus egyenlet egész megolddsai:

(X,Y)=(-1,0), (=1,1), (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,-53),
(2,6), (3,—15), (3,16), (30, —4929), (30,4930).

2)- (3

diofantikus egyenlet egész megolddsai:

5.2. Tétel. Az

(X,Y)=1(0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,0), (2,1), (3,0), (3,1), (4.0), (4,1),
(5, =1), (5.2), (6,=3), (6,4), (7,=6), (7,7), (15,=77),
(15,78), (19,—-152), (19,153).
Az
YP—Yy =X7-X, 2<p<qg. (5.3)
egyenlettel kapcsolatban Mordell [67] igazolta, hogy ha p = 2, ¢ = 3, akkor
(X, Y)=1(0,0),(0,1),(£1,0), (£1,1),(2,3),(2,-2),(6,15), (6, —14).

Fielder és Alford [37] a kdvetkez6 X, Y > 1 megolddsokat adtak meg:

(p.q,X,Y)=(23,23),(23,6,15),(2,5,2,6), (2,5, 3,16),
(2,5,30,4930), (2,7,5, 280), (2,13,2,91),(3,7,3,13).

Mignotte és Pethd [66] igazolta, hogy adott p és g esetén, ahol 2 < p < g, csak
véges sok egész meqgoldas létezik. Tovdbba, ha feltessziik az abc-sejtést, akkor
az (5.3) egyenletnek csak véges sok egész X, Y > 1 megoldésa létezik.

Az (5.2) egyenlet specidlis esete az

(-2

diofantikus egyenletnek. A 2 < k < n/2 és 2 < | < m/2 kikotések mellett az
ismert megoldasok a kovetkezdek:

(3)-(5) 2]-12) (2)-)
3)-C5) 12)-(3) (9-0-)

(221) _ (17) (F2i+2F2i+3) _ (th+2F2[+3 1) fori=12,.
2 8/’ FiFoigs FaiF2iy3 +1
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ahol F,, Fibonacci szamok sorozata. Ismert a [31] dolgozatbdl, hogy nincs tobb
megoldas, ha (}) < 10%° vagy n < 1000. A végtelen megoldés csalad Lind [59]
és Singmaster [100] publikdcidiban lett kozdlve. Az (5.4) diofantikus egyenlet
0sszes megoldasa meghatarozasra keriilt, ha

(k, ) =1(2,3), (2,4), (2.6), (2.8), (3.4), (3,6), (4,6), (4,8).

Ezen esetekben a probléma visszavezetheté elliptikus gorbékre vagy Thue
egyenletekre. Avanesov 1966-ban [6] megoldotta az (5.4) egyenletet,
amikor (k,l) = (2,3). De Weger [30] és tdle fiiggetlentl Pintér [78] meg-
oldotta a (k,l) = (2,4) esetet. A (k,[) = (3,4) parndl az egyenlet az
Y(Y +1) = X(X + 1)(X + 2) gorbére vezet, amely megoldasait Mordell
[67] hatarozta meg. A fennmaradé (2,6),(2,8),(3,6),(4,6),(4,8) esetekben
a megoldasokat Stroeker és de Weger [103] adta meg. A (5.4) egyenlettel
kapcsolatban altaldnos végességi tételt nyert 1988-ban Kiss [53]. lgazolta,
hogy ha kK = 2 és [ adott paratlan prim, akkor csak véges sok pozitiv megoldas
létezik. Felhasznédlva a Baker-mddszert, Brindza [14] megmutatta, hogy az (5.4)
egyenletnek k = 2 és [ > 3 mellett csak véges sok pozitiv megoldasa van.
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o Kiilféldi tdrsszerzéi: F. S. Abu Muriefah, F. Beukers, N. Bruin, Y. Bugeaud,
P. Frisco, C. Henkel, S. Laishram, F. Luca, M. Mignotte, T. N. Shorey,
S. Siksek, M. Stoll, R. Tijdeman, A. Togbé

Az egytittm(ikodések eredményeib6l 8 publikacio sziiletett.
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Tudomanyos kozeleti tevekenyseg

Testiileti tagsagok, megbizatasok

A Magyary Zoltan Osztondijasok Tarsasdganak tagja (2006 6ta)

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat tagja (2006 6ta)

Az MTA koztestiiletének tagja (2007 6ta)

Tudomanyszervezés

Az absztrakt kotet szerkesztéje a XXI International Seminar on Stability
Problems for Stochastic Models konferencian (2000)

A Mathematical Reviews referaléja (2003 dta)

Citation Analysis 2004 titkara (2004)

A Schweitzer Mikléos Matematikai Emlékverseny szervez6titkdra (2005/6)

A Diofantikus és Kriptografiai Napok 2009 szervezdje (2009)

o A Matematikai Intézet és az Informatikai Kar k6zos szeminariumanak szer-
vezdje (2010 dta)
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Tudomanyos palyazatokban valo
részvetel

Jelentdsebb kutatasi palyazatok adatai

e Explicit médszerek a diofantikus szamelméletben, OTKA T48791 pélyazat,
témavezetd: Dr. Pintér Akos, 2005-2008.

o Number Theory NWO-OTKA nemzetkozi palyazat, témavezet6k: Dr. Ro-
bert Tijdeman és Dr. Gydry Kalman, 2001-2003.

e Maguyary Zoltan Posztdoktori Osztondij, eqyéni palyazat, 2006-2007.

o OTKA Posztdoktori kutatasi palyazat, OTKA PD75264, egyéni péalyazat,
2009-2012.

e Bolyai Janos Kutatasi Osztondij, MTA, eqyéni pélyazat, 2009-2012.
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Tudomanyos onéletrajz
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2008-2009
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1998
1998-1999
1999
1999
1999
2001-2005
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2006-2007
2009-2012
2009-2012
2009

2003-
2005

engely Szabolcs

4031 Debrecen
Diéta utca 38/B 1/4
¥ 30-573-0101
= 52—512—9()()/228()()

Tanulmanyok, munkahelyek
Altalanos iskola, Csépanyi Uti 4ltaldnos Miivelédesi Kézpont, Ozd.
Kozépiskola, Jozsef Attila Gimnazium, Ozd.

Egyetem, Kossuth Lajos Tudomanyegyetem, Debrecen.

= tengely@math.klte.hu

sziiletési hely, id6: Ozd, 1976. januar 13.

Debreceni Egyetem/MTA-DE Szamelméleti Kutatécsoport, tudomanyos segéd-

munkatars, szamitastechnikai munkatars.

Ph.D., Leideni Egyetem, Leiden, Hollandia.

Debreceni Egyetem, egyetemi tanarsegéd.

Debreceni Egyetem, Magyary Zoltin Posztdoktori Oszténdijas.

MTA-DE Szamelméleti Kutatécsoport, tudomanyos segédmunkatars.

Debreceni Egyetem, egyetemi adjunktus.
Debreceni Egyetem, OTKA Posztdoktor.

Osztondijak, tudomanyos dijak
Kereskedelmi Bank RT Universitas Alapitvany dija.
Koztarsasagi Osztondij.

Rényi Katé-emlékdij.

OTDK Kiilondij.

TTK Emlékérem.

PhD Osztondij, Leideni Egyetem, Hollandia.
Patai Alapitvany dija.

Magyary Zoltan Posztdoktori Osztondij.
OTKA Posztdoktor.

Bolyai Janos Kutatasi Osztondij.

Akadémiai Ifjasagi Dij.

Testuleti tagsagok, tudomanyszervezés

A Mathematical Reviews referalgja.

A Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékverseny szervezétitkara.



2006—
2006—
2007-

2009
2010-

magyar

angol

orosz

cim

témavezetok
révid
Osszefoglald

|
cim

témavezeto
révid
Osszefoglald

A Magyary Zoltan Osztondijasok Tarsasaganak tagja.
A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat tagja.

Az MTA koztestiiletének tagja.

A Diofantikus és Kriptografiai Napok 2009 szervezdje.

A Matematikai Intézet és az Informatikai Kar kozos szeminariumanak szer-
vezoje.

Nyelvtudas
anyanyelv

allami kozépfok Négy évig dolgoztam a Leideni Egyetemen Hollandidban, ahol angol

nyelven tartottam 6rakat, angolul irtam a disszertaciomat.

alapfok

Diplomamunka

A Di(apz? + a1z + as)? — Do(boy? + b1y + bs) = k diofantikus egyenlet effektiv és
numerikus vizsgalata

Prof.Dr. Gyéry Kalméan és Dr. Hajdu Lajos

Diplomamunkamban altalanos eljarast adtam a
Dy (apz?® + ayz + a)? — Do(boy® + biy + bo) = k

diofantikus egyenletcsaldd megoldasainak meghatarozasara. Az algoritmust a KANT mate-
matikai programcsomagban implementaltam. Ezen feliil meghataroztam az ésszes k,x2, y*
és k, 2%, y? tipusii szamtani sorozatot, ahol z, y 0-tél kiilonbozd egész szamok, k pedig adott
egész szam a |k| < 10 tulajdonsaggal.

Ph.D. disszertacio
Effective Methods for Diophantine Equations

Prof.Dr. Robert Tijdeman

A disszertacié négy fejezetbdl all. A bevezeté részben a disszertacidhoz kétodd irodalomrdl,
a szakteriilet problémairdl irok. Az elsé fejezetben Runge-tipusii egyenletekkel targyalok.
Sikerilt Grytczuk és Schinzel, tovabba Walsh elméleti eredményeit élesiteni, az

alaki egyenletek megoldasaira fels6 korlatot adtam, ahol F' és GG néhany altalanos feltételt
kielégité polinomok. Az elméleti eredményen kiviil algoritmust adtam, amelyet a MAGMA
matematikai programcsomagban implemetaltam. A masodik fejezetben az

x? 4 ¢*™ = 2yP

diofantikus egyenlettel foglalkoztam, ahol a paraméterek ismeretlen egészek. Bebizonyitot-
tam, hogy néhany természetes kivételektdl eltekintve a megoldasszam véges. A harmadik
fejezetben Euler egy klasszikus eredményét altalanositottam. Euler megmutatta, hogy négy
négyzetszam nem alkothat szdmtani sorozatot a trivialis esetektdl eltekintve. A disszertacié-
ban a négyzetszamokbdl és kobszamokbdl allé szamtani sorozatokat hataroztam meg.
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1997-1999

1999-2001

2001-2005

2004-2008

2005

2006-2007

2008-2009

2008-2009

Munkatapasztalat

Nyari gyakorlat, Kossuth Lajos Tudomanyegyetem, Debrecen.
A MATLAB programcsomag segitségével interaktiv programot készitettiink Kdsa Péterrel
kozosen a valdszinliségszamitas fontos alaptételeinek szemléltetéséhez.

Demonstrator, Kossuth Lajos Tudomanyegyetem, Debrecen.

Gyakorlatokat tartottam algebrabdl, diszkrét matematikabdl, linearis algebrabdl és szamel-
méletbdl.

Tudomanyos segédmunkatars, szamitastechnikai munkatars, Debreceni
Egyetem/MTA-DE Szamelméleti Kutatécsoport.

Hajdu Lajos és Robert Tijdeman diszkrét tomografiai algoritmusat programoztam le a MAT-
LAB matematikai programcsomagban, amit a cikkiikben fel is hasznaltak. Az absztrakt kotet
szerkeszt6je voltam a XXI International Seminar on Stability Problems for Stochastic Models
konferencian.

Ph.D. osztondijas, Leideni Egyetem, Leiden, Hollandia.

Diofantikus egyenletek effektiv elméletének kutatasaval foglalkoztam. Olyan F(z) = G(y)
tipust egyenletekkel, amelyek eleget tesznek az Ggynevezett Runge feltételeknek. Exponen-
cialis diofantikus egyenletekkel, példdul az 22 + ¢>™ = 2yP egyenlettel. Racionalis pontok
meghatarozasaval foglalkoztam, a Chabauty- és a Demjanenko-mddszerrel. Gyakorlatokat
tartottam analizisbdl és lineéris algebrabdl.

Egyetemi tanarsegéd, Debreceni Egyetem, Debrecen.

Kutatasokat folytattam elliptikus és hiperelliptikus gorbék racionalis pontjainak meghataroza-
saval kapcsolatban Chabauty médszerrel és véltozataival. Eléadasokat tartottam alkalmazott
algebrabdl, elliptikus gorbékrdl és a MAGMA matematikai programcsomagroél. Gyakorlatokat
vezettem diszkrét matematikabdl, elemi matematikabdl és kombinatorikabdl.

Titkar, Bolyai Janos Matematikai Tarsulat.

Az egyik titkara voltam a Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenynek.

Magyary Zoltan Posztdoktori Osztondijas, Debreceni Egyetem, Debrecen.
Kutatasi témam cime: Racionalis és egész pontok algebrai gorbéken. Az 6sztondij ideje alatt
tobb diofantikus problémat vizsgaltam. |. Exponencidlis diofantikus egyenletek vizsgalata.
Példaul x2 +q]" gy"? - - - ¢ = byP alakii egyenletek teljes megoldasa a paraméterek bizonyos
értékeire. 1. Az n(n +d)(n +2d)--- (n + (k — 1)d) = bx! egyenlet vizsgalata. Klasszikus
problémakoér, | = 2,3 esetében teljes megoldds meghatarozasa nem til nagy k értékekre.
lll. Az F(z,y) = 0 Runge-tipusi egyenletekre effektiv algoritmus implementéldsa Puiseux-
sorozatok felhasznalasa nélkill. Zaré szakmai és pénziigyi beszamolémat a Magyary Zoltan
Felsooktatasi Alapitvany Kuratériuma, a szakértéi vélemény alapjan, egyhangulag kivaléan
megfelelt minodsitéssel fogadta el.

Tudomanyos segédmunkatars, MTA-DE Szamelméleti Kutatécsoport.

Kutatasokat folytattam exponencialis diofantikus egyenletekkel kapcsolatban, bizonyos egyen-
let csalddok esetében teljes megoldashoz vezeté6 modszereket dolgoztam ki algebrai szamel-
méleti eszkdzok, multi-Frey gorbés technikak és elliptikus gorbék segitségével.

Egyetemi adjunktus, Debreceni Egyetem, Debrecen.

Kutatasokat folytattam magasabb génuszi gorbék racionélis és egész pontjainak meghataro-
zasaval kapcsolatban Chabauty médszerrel, Mordell-Weil szita alkalmazéasaval. El6adasokat
tartottam alkalmazott algebrabdl, elliptikus gorbékrol és a MAGMA matematikai programcso-
magrél. Gyakorlatokat vezettem algebrai algoritmusokbdl, biomatematikabdl, szdmelméleti
algoritmusokbdl.
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