Racionalis gorbék alakja

Altalanos alak

Q(x,y,2) = A1x? + Aoxy + Asxz + Asy? + Asyz + Asz>,

ahol A; € Q és x,y,z € Q.
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Racionalis gorbék alakja

Altalanos alak

Q(x,y,2) = A1x? + Aoxy + Asxz + Asy? + Asyz + Asz>,

ahol A; € Q és x,y,z € Q.

Megjegyzés: kvadratikus forma.
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Altalanos alak

Q(x,y,2) = A1x? + Aoxy + Asxz + Asy? + Asyz + Asz>,

ahol A; € Q és x,y,z € Q.

Megjegyzés: kvadratikus forma.

z=0 Alx2 + Aoxy + /4\4y2
2 2
240 Al(f) +A2(5) (Z)+A3<i)+A4(x) +A5(X)—|—A6
Z Z Z Z Z Z
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Altalanos alak

Q(x,y,2) = A1x? + Aoxy + Asxz + Asy? + Asyz + Asz>,

ahol A; € Q és x,y,z € Q.

Megjegyzés: kvadratikus forma.

z=0 Alx2 + Aoxy + /4\4y2
2 2
240 Al(f) +A2(5) (Z)+A3<i)+A4(x) +A5(X)—|—A6
Z Z Z Z Z Z

Megjegyzés: kipszeletek.

Racionalis gorbék



Racionalis gorbék alakja

Kanonikus alak
R(x,y,z) = Ax* + By? + Cz?,
ahol A,B,C € Qeésx,y,ze Q.
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Racionalis gorbék alakja

Kanonikus alak

R(x,y,z) = Ax* + By? + Cz?,
ahol A,B,C € Qeésx,y,ze Q.
Példa:

2x% — 3xy + 4xz — 5y® + 6yz — 7z°,

o (-3, 2) %9, 36,) 29,
e g \7' 7 49° 49

49 279
2X1 — g)ﬁz — Ezlzv
— _y2 — 62222
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Pitagoraszi szamharmasok

Derékszogii haromszog esetében
befogdk: a, b és atfogd ¢

3%+ b% = c°.
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Pitagoraszi szamharmasok

Derékszogii haromszog esetében
befogdk: a, b és atfogd ¢
a’ + b* = c°.

Ezaz A= B =1,C = —1 specialis esete az R(a, b,c) =0
egyenletnek. Néhany megoldas:

32 +4%2 =52 521122 =132
8% + 152 = 17°, 72 4 24° = 252,
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Egy ismerds példa

Egész megoldasok

X2 4 y2 = 22

Elegend§ vizsgalni az egyenletet a kovetkezé feltételekkel:
@ X,y és z pozitiv egészek,
o LNKO(x,y,z) =1, azaz primitiv megoldast keresiink,
@ x paratlan, y péaros.

Ekkor y? = 72 — x? = (z — x)(z + x). Mivel y paros és z — x és
Z 4+ x Is paros, igy

(y)2_ zZ— X z+x

2/ \ 2 2 )

Racionalis gorbék




Egy ismerds példa

Az el6z6 megoldasok esetében ez azt jelenti, hogy
2
4 _
9\ (5-3) (5+3) _, ,
2 2 2
12\* [13-5)\ (1345
_— p— _— p— 4 . 9’
2 2 2

17 + 1
7; 5>:1-16,

25+ 7
5;_ >:9-16.

N\ N
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Egy ismerds példa

Az el6z6 megoldasok esetében ez azt jelenti, hogy

4\ ° _

9\ (5-3) (5+3) _, ,

2 2 2
12\* /(13—
)= (250) (225) s
2
2

— 1

) (17 15>(7—|— 5>:1-16,
4N\? /25— 7
) = (57) (F27) -0

A példakban (25%) teljes négyzet és (£5X) is teljes négyzet.

N\ N\ /N
N N o
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Egy ismerds példa

de x és z relativ primek, igy d = 1.

Z—=X\
(557) -+
Z+ X 5

=t
SYEL

valamilyen s, t € N, LNKO(s, t) = 1 értékekre.
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Egy ismerds példa

lgazoltuk a kovetkezd tételt.

Pitagoraszi szamharmasok

Az x° + y? = z° egyenlet pozitiv, primitiv egész megoldasai
el6allnak a kovetkezé alakban

X:t2—52,
y = 2st,
z:t2—|—52,

ahol s és t relativ prim természetes szamok, amelyekre t > s és

t s (mod 2).
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Egy ismerds példa

Racionalis pontok az egységkoron

15

v (~1,0)

1.5
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Egy ismerds példa

Racionalis pontok az egységkoron

15

v (~1,0)
v (3/5,4/5)

1.5
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Egy ismerds példa

Racionalis pontok az egységkoron

15

v (_170)
v’ (3/5,4/5)
\/y:%er%

1.5
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Egy ismerds példa

Racionalis pontok az egységkoron

15

v (—1,0)

v’ (3/5,4/5)

V y=13x+3

v (—5/13,-12/13)

1.5
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Egy ismerds példa

Racionalis pontok az egységkoron

15

v (—1,0)

v’ (3/5,4/5)

V y=13x+3

v (—5/13,-12/13)

\/y:—%x—%

1.5
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Egy ismerds példa

Két adott ((x1,y1) és (x2,¥2)) ponton athalad6 egyenes egyenlete:
(v =y1)0e —x1) = (x = x1)(y2 = y1)-

ltt x; # xo esetén

y = ()/2 — )/1> ot yi(xe —x1) — x1(y2 — y1)

X2 — X1 X2 — X1
adddik.
Racionalis x1, x2, y1, y» esetén a meredekség, (%) is racionalis.

A (—1,0) ponton atmené egyenesek: y = mx + m, ahol m = ﬁ
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Egy ismerds példa

A kor és a (—1,0) pontokon atmené m meredekségii egyenes
metszéspontjai:

24y =1,

y=mx-+m
egyenletrendszerbdl adédnak. Azaz

(m?* + 1)x* +2m?x + m* = 1.
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Egy ismerds példa

A kor és a (—1,0) pontokon atmené m meredekségii egyenes
metszéspontjai:

egyenletrendszerbdl adédnak. Azaz

(m?* + 1)x* +2m?x + m* = 1.

Az egyik megoldas nyilvanvaldéan az x = —1. A masik megoldas:
2
X = ﬁ A két metszéspont:

(_170)7
1 — m? 2m
1+m2 14+ m?2)°
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Egy ismerds példa

Egységkor racionalis pontjai

Az x? + y? =1 egyenletii kor racionalis pontjainak a halmaza
1—-m*> 2m
:m € UJ1(—1,0)¢.

Feladat: az x% + y? = 2 egyenleti kor racionalis pontjainak
parametrikus elallitdsa a (—1,1) ponton athaladé egyenesek
segitségével.
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Altaldnos eset

Ax® + By? + Cz° =0,
ahol A,B,C € Qés x,y,z € Q.
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Altaldnos eset

Ax® + By? + Cz° =0,

ahol A,B,C € Qés x,y,z € Q.
Legyen A= 31/32, B = bl/bg, C = C1/C2, ekkor

(a]_b2C2)X2 + (32b1C2)y2 -+ (82b2C1)22 = 0.

Elegendd négyzetmentes egész A, B, C értékeket vizsgalnil
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Altaldnos eset

Ax® + By? + Cz° =0,

ahol A,B,C € Qés x,y,z € Q.
Legyen A= 31/32, B = bl/bg, C = C1/C2, ekkor

(a]_b2C2)X2 + (32b1C2)y2 -+ (82b2C1)22 = 0.

Elegendd négyzetmentes egész A, B, C értékeket vizsgalnil
Legyen x = x1 /X0,y = y1/y2,2z = 21/ 22, ekkor

A(X1y222)2 + B(X2y122)2 + C(X2y221)2 = 0.

Elegendé relativ prim egész x, y, z értékeket vizsgalni!
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Altaldnos eset

Ax® + By? + Cz° =0,
ahol A, B, C € Z négyzetmentesek és
x,y,z € Z,LNKO(x, y,z) = 1.
Olyan esetet lattunk (A= B =1, C = —1), ahol létezett megoldas,

ismertiink egy nem trivialis megoldast!
Ez nem mindig van igy...
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Altaldnos eset

Ax® + By? + Cz° =0,

ahol A, B, C € Z négyzetmentesek és

x,y,z € Z,LNKO(x, y,z) = 1.

Olyan esetet lattunk (A= B =1, C = —1), ahol létezett megoldas,
ismertiink egy nem trivialis megoldast!

Ez nem mindig van igy...

X +y*+2° =0,

csak a trivialis (x, y,z) = (0,0,0) megoldas létezik.

5+ (2 -

nincs megoldas a valés szamok korében.
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Altaldnos eset

x4+ y?—-322=0,
létezik valés megoldas, (x,y,z) = (1/3,0,1).
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Altaldnos eset

x4+ y?—-322=0,

létezik valés megoldas, (x,y,z) = (v/3,0,1). Nézziik meg mi
torténik modulé 3 redukalva az egyenletet!

x*+y*=0 (mod 3).
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Altaldnos eset

x4+ y?—-322=0,

létezik valés megoldas, (x,y,z) = (v/3,0,1). Nézziik meg mi
torténik modulé 3 redukalva az egyenletet!

x*+y*=0 (mod 3).

Ez csak Ggy lehet, ha x =0 (mod 3) és y =0 (mod 3).
Ellentmondas, mert feltettiik, hogy LNKO(x, y, z) = 1.
Megjegyzés: Hasse-féle elv, lokalis megoldhatdsag.
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Lagrange konstrukcid

Feltessziik, hogy létezik az (x,y, z) = (0,0, 0) trivialis megoldastdl
eltéré megoldas. Legyen (xp, yo, 20) egy ilyen megoldas, azaz

Ax§ + Byg + Cz = 0.

Innen
(—AC)x5 + (—=BC)ys = (Cz0)*.
Elegendd eljarast adnunk az
ux> + vy2 — 7°

alaki egyenletekre, ahol u, v négyzetmentes egészek.
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Lagrange konstrukcid

Feltehetjiik, hogy |u| < |v|. Trivialis esetek: |v| =1, ekkor (1,0, 1)
vagy (0,1,1) megoldas. Feltessziik, hogy |v| > 2.
Létezik triviadlistdl kiilonbozé megoldas = létezik megoldas modulé

vl.

u=r® (mod |v|),

ahol r?> = (z/x)? (mod |v|) és r valaszthaté agy, hogy
0<r<v]/2
Legyen r? — u = w'd?, ahol v/ négyzetmentes egész.
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Lagrange konstrukcid

Feltehetjiik, hogy |u| < |v|. Trivialis esetek: |v| =1, ekkor (1,0, 1)
vagy (0,1,1) megoldas. Feltessziik, hogy |v| > 2.

Létezik triviadlistdl kiilonbozé megoldas = létezik megoldas modulé
vl.

u=r® (mod |v|),

ahol r?> = (z/x)? (mod |v|) és r valaszthaté agy, hogy

0<r<|v|/2
Legyen r> — u = w'd?, ahol v/ négyzetmentes egész. Ekkor
2 2
, re—u re—u v|
— < —+4+1<|v].
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Lagrange konstrukcid

Tekintsiik a kovetkez6 helyettesitést:

X —Z
X = ——

r2—uy’
_Y
y_Vd’

—uX +rZ
z = .

r2—u
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Lagrange konstrukcid

Tekintsiik a kovetkez6 helyettesitést:

X — 2
X =

r2—u’
Y
y_Vd’

—uX +rZ
zZ = .

r2 —u

Visszahelyettesitve az ux? + vy? = z? egyenletbe:

X —Z7 2+ Y\ ? —uX + rZ\?
V4 e —
Y rZ — y vd rZ — y ’
2

)2
(ur®X? — 2urXZ + uZ?) + (r 2d2”) Y? = (uPX®—2urXZ + r*Z?),
4

uX? vy = 72
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Lagrange konstrukcid

A leszallas elve

Kiindultunk az

ux> + vy2 = 2?

egyenletbdl és eljutottunk az
uX? +Vv'Y? = Z?

egyenletig.
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Lagrange konstrukcid

A leszallas elve

Kiindultunk az

ux> + vy2 = 2?

egyenletbdl és eljutottunk az
uX? +V'Y? = Z°
egyenletig. Fontos:
Jul + |v| > [uf + |V'].

Az eljarast addig folytatjuk, amig trividlisan megoldhaté egyenletet
nem kapunk.
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Lagrange konstrukcid

Példa

Txi — 19y? = z7

7=rf (mod 19) = r, =8
82 —T7=r—u=vivid? =(-19)-(=3) - 1= v{ = -3
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Lagrange konstrukcid

Példa

Txi — 19y? = z7

7=rf (mod 19) = r, =8
82 —T7=r—u=vivid? =(-19)-(=3) - 1= v{ = -3

8X2 — 29
X1 =
57
y= 0
L (-19)
—7X2 + 822
Z1 = .
57

Az () egyenlet:

Txs — 3ys = z2.
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Lagrange konstrukcid

5 —3y; =273

—3=r> (mod 7)) = =2
22 (=3 =r—-—w=wWd;=7-1-1=>v,=1
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Lagrange konstrukcid

5 —3y; =273

—3=r> (mod 7)) = =2
22 (=3 =r—-—w=wWd;=7-1-1=>v,=1

X3
Xo = —
S
_ 2y3 — z3
Y2 = 7
3y3 + 2z3
2y — 7 .

Az 1) egyenlet:

X32 — 3_)/32 — 232 =4 (X37.y3723) — (1707 1)
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Lagrange konstrukcid

(X37y37 23) — (17 O? ]-)

X3 1
X = — — —
277 7
o 2y3—Z3 o —1
S A
3y3+223
2y — 7 :?

Innen kapjuk, hogy

1\° —1\? 2\ 2
712) -3 =(Z) =7-12-3.12 =22
7 7 7

Azaz

(X27y27 22) — (17 17 2)
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Lagrange konstrukcid

(X27y27 22) — (17 17 2)

X _8X2—22_£_3
L= 757 T 57 10

17 (C19) ~ 19
= Ixx+ 382 9] 3

Z1 = = — = —

57 57 19

Adodik a kovetkezé megoldas:

5\ 2 1\ 2 3\ 2
(=) —19(—=) =(=2 7-22-19-1% =32,
(19) 9(19) (19) = ) 3
Azaz

(Xla.)/1721) = (2, 1, 3)
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