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1. BEVEZETO

A mindennapi életiink soran nem telik el agy nap, hogy ne talalkoznank korrel, kor
alaku targgyal. Nem feltétleniil a matematika rejtelmeiben kell kutatnunk. Elég
csak egy egyszerii gytriire gondolnunk, vagy egy tanyérra, a haromszog alaku kis
sajtokat rejté dobozra, egy tortara, vagy emlithetjiik az 6rat is. Bizonyara nagy-
on sokan bamultdk mar nagyra nyilt szemekkel, csodalattal a porgettytit, amit a
gyerekek ma is nagyon szeretnek. Szélesebb korben pedig gondoljunk a gémbre,
életiink els pottyos labdajara, vagy a szerencsejaték sorsolasandl az urnara és a
szamokat rejt6 kis labdakra. Egyszerd kis targyak ezek, mégis mindegyikben ott
rejlik valahol a 7, ha egy kor keriiletét, teriiletét keressiik. Az ezekhez sziikséges
ismeretekkel az iskolaban talalkozunk elGszér. Akkor csodélkozunk ra elészor a
m-Te.

Bizonyara elgondolkodott mér rajta élete soran legalabb egyszer minden ember,
hogy vajon honnan johetett ez a szam, ez a jelolés.

Van valami kiilonds varazsa ennek a kiilonleges szamnak. A titok talan éppen ab-
ban rejlik, hogy kiilonleges, egyedi, és az ilyen tulajdonsaggal felruhazott dolgok
nagyon sok ember érdeklGdését felkeltik. Eppen emiatt esett a véalasztadsom erre
a témaéra.

Ismerkedjiink meg tehét ezzel a szammal kozelebbrdl!

A pi egy konstans, egy természeti allando, amely a benniinket koriilvevs vilag
fontos jellemzdgje; w-vel jeloljiik. Nagyon sok matematikai és fizikai egyenlet el-
maradhatatlan egyiitthatéja. Egy valos szdm, melyet egy d = 2r atmérsji kor K
keriiletének aranyaként értelmeziink:

s = 27“.

_K_K
d

A gbrog név, meprpepera, (periféria=kertilet) is erre utal. A Pi-t Arkhimédészi-
, vagy Ludolph-konstansnak (egy holland 7 - kutatd, Ludolph von Ceulen utén)
is nevezik.

A 7 értéke Gtven tizedesszamjegyig:
3,14159265358979323846264338327950288419716939937510 . ..
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Ez a pontossig elegendd a tudomanyos munkak soran, de a tizedesjegyek szé-
ma végtelen. A mai modern szamitastechnikai eszk6zokkel, modszerekkel mar
tobb mint egybilli6 tizedesjegyig kiszamitottak az értékét.

1.1. A Pi torténete

A Pi a kor keriiletének kiszamitdsakor jelent meg, mint probléma. A Biblia két
hivatkozast is tartalmaz, mely 7 -nek hdrom értéket ad. Meg kell emliteni, hogy
mindkét eset majdnem biztosan fizikai mérések eredményei.

Kiralyok I. konyve, 7.23: "Es csinala egy ontott tengert, melyek egyik szélétsl fog-
va a masik széléig tiz sing volt, koroskoriil kerek, és 6t sing magas, és a keriiletit
harmincz sing zsinér érte vala koriil.”

K _ 30 _
4= 10 =3

Ugyanez megtalalhato a II. Kronikdkban (4.2). Ezek szerint: m =
A babyloniak egy becslése: 3 + % =3,125.

Az egyiptomi Rhind papiruszon talalhat6 egy képlet, ami ennek a probléméanak a
megoldasaval foglalkozik. Mindez i.e. 1650 koriili id6kben. A képletet alkalmazva
kapjuk a g—i = 3,1605. .. értéket, ami abban az idében rendkiviili pontossdgnak
szamitott.

Nem kevesebb, mint 1500 év elteltével Arkhimédész (i.e. 287-212), akit az okor
legnagyobb és a vilag egyik legnagyobb matematikusaként tartanak szdmon, a
kor teriiletének kiszamitasakor a kovetkezd hatarértékeket allapitotta meg a kor
keriilete és atmérGje kdzotti aranyra:

30 <7 < 3L vagy 3,140 < 7 < 3,142.

Az antik vilag utols6 nagy matematika tudésanak Apolloniosz Pergiosznak (i.
e. 262-205) allitolag sikeriilt megallapitania a 7 els§ négy pontos tizedesét. Errdl
azonban semmi biztosat nem tudunk, mivel sok mitive elveszett.
Mezopotamiaban ugyanekkor 1ényegesen pontatlanabb kozelits értéket hasznal-
tak, de szinte minden tudéds kiilonb6z6 kozelitést talalt, és alkalmazott.
Kinadban a mértékegységek egységesitését rendelték el a Han-dinasztia idején.
Ekkor, a matematika torténetében egyediilalld esetként, torvény szabta meg a
Pi értékét, ami 3,1547 volt.
A hinduk, Ariabatha - az egyik legnagyobb indiai gondolkod6 és csillagasz - révén
a 3,1416 kozelits értékkel szamoltak 500 koriil. Az értékét a perzsak 16 tizedes-
jegyig szamitottak ki.

Az V. szazadban Tsu Csung Chih, a hires csillagasz, Ariabatha kortarsa, megal-
lapitja a 7 els6 hat pontos tizedesét, és kimutatja, hogy ez a szam a 3,1415926 és a
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3,1415927 kozott van. Ugyancsak neki tulajdonitanak egy mésik egész szémokbol
all6 aranyt is, amely hat tizedesig kozeliti meg: m = %

E nagyszert felfedezések utdn azonban a kinai és az indiai matematika hanyatlasnak
indul. Ez a korszak egybeesik a rabszolgatarté-rendszer dsszeomlasaval és a feu-

dalizmus megjelenésével.

Egészen az V. szazadig nem irtak egyetlen olyan konyvet sem Eurépéban, amely-
ben megemlitenék Arkhimédésznek a m-vel kapcsolatos valamelyik folfedezését.
Az okori gorogok ismerték az egyiptomiak és a babiloniak eredményeit. Azokban
az id6kben azonban minden tudoményos eredményt nagy titokban tartottak. En-
nek abban is latjuk karat, hogy nem maradt meg az utékor szaméara Apolléniosz
eredményeinek teljes egésze.

Nagyon sok év telt el, mig a probléma elérkezett Eurépaba. A kozépkor ata-
lakuldsainak szdzadai megviselték a gordg geometridt, mar csak arab kéziratok
6rizték. Amelyek aztan fokozatosan tiintek fel latin nyelvre forditva Europaban.
Az egyik ilyen arab kéziratban, melyet a harom Banu Musa testvér, Muhhamed,
Ahmed és al Hasszan forditott, a kor keriiletének és teriiletének megallapitasa-
val kapcsolatban a m-nek a kovetkezs értékeket tulajdonitottak: 7 = /10 vagy

— 22
= .

Leonardo Fibonacci (1170-1250) 1220-ban irt Practica geometriae cimi mivében
megemlit egy régota elfeledett igazsagot, nevezetesen, hogy a 7 értéke nem egészen
pontosan 3%, hanem csak megkdozelitleg annyi. Tovabba arra is rdmutat, hogy
a 7 értéke ugyancsak megkdzelitéleg a % arannyal is kifejezhets. Ez az érték
indiai eredett és Ariakhatéatol szarmazik; hogy Fibonacci megemliti a kdnyvében,
arra utal, hogy ismerte az indiai matematikusok mriveit is.

Leonardo azonban megnevez egy harmadik kozelits értéket is:
_ 864 _
T = g7 = 3,1418

melyet minden valdszintiség szerint maga Leonardo allapitott meg. A konyv tar-
talmabol egyértelmien latszik, hogy jol ismerte Arkhimédész azon eljarasit, a-
mellyel a korbe és a kor koré 96 oldala sokszoget szerkesztett.

Szamitésai szerint a 7 értéke a kovetkezs aranyok kozé esik:

1440 1448
1587 << i5g

1
5

melyeknek 3,1418 a megkozelits értéke. Tehat Fibonacci pontosan allapitotta
meg a 7 els§ harom tizedesét.

Nagyszert logikajaval és matematikai ismereteivel Fibonacci messze feliilmulta
kortarsait.
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Azt a tuddasszintet, amelyet Arkhimédész felfedezésével megteremtett, csak a
XVII. szézad matematikusainak sikeriilt feltilmilniuk.
A XVII. - XVIII. szazadban aztan oridsi érdeklédésnek érvendett a matematiku-

sok kdrében a 7 természetének megfejtése.

A XVIIL szazad vége fel Adrian Anthonisz (1527-1607) pontosan meghatéaroz-
ta a m értékének elsé hat tizedesét, m = 3,1415929..., amelyet a % arannyal
fejez ki. Ezt az ardnyt a kinaiak mér az V. szdzadban megallapitotték, az eurd-
paiak azonban ez iddig nem ismerték. Elképzelhets, hogy egy misszionarius hozta
magaval Kinabdl, de éppugy lehetséges az is, hogy Eurdépdban ujra felfedezték.
Azonban alig, hogy megéllapitotték ezt az 1j értéket, a matematikusok szerint ez

a hat tizedesjegy tul kevés a 7 szdm azonositasdhoz.

1579-ben Francois Viéte (1540-1604) a 7 elsé kilenc tizedesjegyét hatarozza meg.
Egy 393216 oldala sokszogre alkalmazta Arkhimédész eljarasat.

Nem telt el sok id6 Viéte felfedezése utan, Adrien van Roomen (1561-1615) egy
230 = 1073741824 oldalt sokszoget hasznélva 15 pontos tizedesét allapitotta meg
a m-nek.

1562-ben Ludolph van Ceulen (1540-1610), aki nem volt hivatasos matematikus,
Arkhimédész modszerét egy 32 milliard 512 millié oldala sokszogre alkalmazva, 7
elsé 20 pontos tizedesjegyét allapitotta meg. Azonban csak 1596-ban hozta
nyilvanossagra eredményét, holland nyelven irt De circulo cimd konyvében. Halala
utdn tovabbi 15 tizedesszamjegyet taldltak kézirataiban.

Ludolph halalos 4gyan meghagyta, hogy véssék sirkdvére ezeket a szdmokat, ahogy
annak idején Arkhimédész siremlékére a hengerbe szerkesztett gdmbot vésték.
Emlékét azzal tisztelték meg, hogy hosszu idén keresztill Ludolph-féle szamnak
nevezték a m-t.

1654-ben Huygens a De circuli magnitudine inventa cimid munkajaban megmutat-
ta, hogyan szerkeszthetSk olyan egyenes szakaszok, melyek elég jol megkozelitik
a korivet. Egy hatszogre alkalmazva formuldit, m 9 tizedesjegyét allapitotta meg.
Viéte-nek ehhez a kozelitéshez egy majdnem 400 ezer oldalu sokszogre volt sziik-
sége.

John Wallis, Euler, James Gregory, Leibniz, T. F. Lagny, Newton végtelen szorza-
tok segitségével kozlitették 7 értékét. A Newton altal megallapitott sor segitsé-
gével konnyen ki lehet szamolni az els6 14 tizedesjegyet.

A XVIII. szézad elején felélénkiilt a 7 tizedesszamjegyei utani hajsza.

Abraham Sharp (1651-1742) a

F=VEO gt gt
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sor tagjainak Osszegzésével a 7 72 tizedesjegyét hatarozta meg. Nem sokkal késébb
John Machin csillagasz 100 tizedesjegyig jutott. Utdna Lagny méar 148 tizedesig
szamitotta ki 7 értékét. Ezutan Euler talalt egy tjabb sort, amivel a Lagny &altal
megtalélt tizedesszamjegyeket 80 6ra alatt kiszamolta, és ekdzben felfedezte, hogy
Lagny tévedett a 113. szamjegynél egy egységet.

A XIX. szazadban is folytatodott az érdeklédés a 7 tizedesjegyei utan. Persze
hibak is akadtak béven a szadmitasokban, de mindig akadt valaki, aki ratalalt a
helyes irdnyra.

Vega 136 pontos tizedesjegyig jutott, William Rutherford 151, Z. Dase, a tehet-
séges hamburgi szamold, 200 tizedesjegyét mutatta ki. 1847-ben Thomas Clausen
248, mig 1853-ban Z. Dase 440 pontos tizedesjegyet szamolt ki, de ebben az évben
a rekord mégis William Shanks (1812-1888) nevéhez fiizédik, aki 607 tizdesjegyig
jutott. 1853-ban méar 707 tizedesszamjegyet hatarozott meg, de 1944-ben a szin-
tén angol Ferguson rajott, hogy az 528. tizedestdl hibas a szamitas.

1958-ban elektronikus szadmologépek segitségével a m-nek 10000 tizedesszamjegyét
allipitottak meg. Az elsé 3000 tizedesjegyet minddssze 10 perc alatt szamitottak
ki.

Egy japan szamitastechnikai tudés 2002-ben szamitogéppel 1,24 billio (1) jegy
pontossaggal szamolta ki a 7 értékét.

Mar a XVIIIL. szazadtol tudjuk, hogy a Pi irracionélis szam. Els6ként 1767-
ben Johannes Heinrich Lambert (1728-1777) mutatta ki. Adrien Marie Legendre
(1752-1833) 1794-ben megjelent Elements de géomirie cimi munkéajaban egy 1]
és pontosabb bizonyitast adott a 7 és 72 irracionalis voltara. Charles Hermite
(1822-1901) 1873-ban kozolt egy ujabb bizonyitast. A XX. szézadi matematiku-
sokat is foglalkoztatta ez a kérdés, ime néhany név: Nagell 1951; Niven 1956;
Struik 1969; Konigsberger 1990; Schréder 1993; Stevens 1999; Borwein és Bailey
2003.

Ferdinand Lindemann (1852-1939) fedezte 6l a 7 transzcendens voltat 1882-ben.
Lindemann bizonyitdsdnak Klein 1955-ben egy egyszertisitett, de mégis bonyolult

verzi6jat mutatta meg.

Ha a 7 szadm egy irraciondlis algebrai szam, akkor fel lehetne tételezni, hogy
létezhet olyan algebrai egyenletsorozat, amely 1épésrél 1épésre vald megoldas utjan
vezessen el egy irraciondlis egyiitthat6ju egyenlethez, és igy adja meg egy korzd-
vel és vonalzéval vald szerkesztés lehetGségét is. Csak 1844-ben mutatta ki Li-
ouville, hogy léteznek olyan irraciondlis szamok is, amelyek egyetlen racionélis
egyiitthatoju algebrai egyenletnek sem gyokei. O adta meg az els¢ példakat
is egyes ilyenfajta nem algebrai szdmok szerkesztésére, amelyeket transzcendens
szamoknak nevezett el. Ennek a felfedezésnek az alapjan a matematikusoknak
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lehetdségiik nyilt arra, hogy pontosabban fogalmazzék meg a 7w szdm természetére
vonatkozo kérdést: algebrai vagy transzcendens szam-e a w7 Az 6kori gorég prob-
léma, a kor négyszogesitésének a lehetetlensége csak akkor bizonyitott tény, ha ki
lehetne mutatni, hogy a 7 transzcendens szdm, vagyis hogy a m nem lehet gyoke
egyetlen racionélis egyiitthatdji algebrai egyenletnek sem.

Azt is tudjuk, hogy 7 nem Liouville-szam, melyet Mahler bizonyitott be 1953-
ben.

Joseph Liouville (1809-1882) megmutatta, hogy tobb transzcendens szam az 1+
% + % + % 4+ 4 nin—i— alakban irhat6, ahol n > 1 valés szam.

A 7 szimbo6lumot el6szor egy Welsh-i matematikus, William Jones hasznélta
1706-ban a Synopsis palmariorun matheseos cimi munkajaban. A m bett allando
hasznalataig kiilonbozs jeloléseket alkalmaztak, példaul: 7, ©. Aztan 1734-t6l
kezdve alkalmazta Euler, igaz nem kovetkezetesen. 1736-t6l ezt a jelolést hasznal-
ta a Goldbach és Bernoulli testvérekhez irott leveleiben, majd 1784-ben, az Intro-
ductiv in analysis infinitorum cimid konyvében. Azodta ezt a jeldlést véglegesnek

tekintették, és igy hasznalja az 0sszes matematikus.

1.2. Erdekessségek

Az 1988-ban Darren Aronofsky filmet forgatott a hires szamrol. A Pi cimd film
egy sotét, kiilonos és hiperkinetikus alkotéds, mely egy matematikusrodl szol, aki
lassan elmebeteggé valik egy, az Ertéktozsdéhez valo képlet keresése soran. Egy
Hasidic nevi titkos szekta és egy Wall Street-i cég is elsajatitja az 6 kutatdsat,
és megprobaljak magukhoz csabitani 6t. Sajnos, a film alapjaban véve a valodi
matematikaval egyaltalan nem foglalkozik.

314159, 7 els6 6 szamjegye. Ez a kombinécidja Carl Sagan: Kapcsolat cimd
regényében Ellie irodai széfjének. A regény végén olvashatunk egy kitalalt példat a
7 értékének nagyon-nagyon pontos kiszamitasara. Itt az okos radiocsillagész lany
keresi létezésiink, s6t vilagunk létezésének okait. A 7 kutatasdval probalkozik, és
igen meglepd eredményre jut, ami a regénybdl késziilt latvanyos filmbél sajnos
kimaradt.

A 7 eddig kiszamitott egymés utan kovetkezs szamjegyei kozott nem talaltak
semmilyen ismétlGdési mintat, el6fordul azonban egy érdekes részlet: egyszer sze-

repel a 271828182845, ami az e természeti allando.

A Willim Shanks altal talalt 707 tizedesszamjegyet megorokitették a parizsi Fel-
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fedezések Palotaja egyik frizén.
Ugyancsak a péarizsi Felfedezések Palotajaban, a matematika osztalyanak egyik
ajtaja folé van vésve Euler egyik hires relacioja:

e =cosx +isinx

A képletben, ha z felveszi a 7 értékét, az '™ = —1 Osszefiiggést kapjuk. Ami
azért is kiilonds, mert az e valdés szamot az ¢w imaginarius hatvianyra emelve, a
—1 valés szamot kapjuk eredményiil.

Leonardo da Vincit (1452-1519) is érdekelte a kor négyszogesitésének probléma-
ja. Azonban miiveltsége, vagy talan intitcioi arra késztették, hogy kételkedjen
a korzovel és vonalzoval valé megoldasban. A miivész ismerte Arkhimédésznek
a kor mérésére vonatkozd munkait is. Hatramaradt iradsaiban a kovetkezd meg-
jegyzéssel talalkozhatunk: “A kor négyszogesitése — jo az elnevezés, de rossz a
megfogalmazdsa. Az elnevezés azért jo, mert Arkhimédész szerint a kor teriilete
eqy, a kor keriiletébdl és féldtmérdjebol alkotott derékszdgi hdromszog teriletével
eqyenld; a megfogalmazds azonban helytelen, mert tulajdonképpen egy 96 oldali
soksz0g négyszogesitését dallapitja meg, olyanét, amelybdl hidnyzik a 96 oldal dltal
levdgott 96 szelet. Ez semmiképp sem nevezhetd a kor négyszogesitésének; nem
kevésbé igaz azonban, hogy lehetetlen ezt mdsképp csindlni.”

D. E. Smith a kovetkezSket irta: “Leonardo da Vincit jeles matematikusként em-
legetnék, ha mdsiranyi kivdlosdgai nem homdlyositandk el matematikusi hirnevét.”

Akadtak szélhamosok is, akik nagy pénzeket akartak keresni a kor négyszogesité-
sével. Tme egy példa: ket 1éhiits Gsszeallt, engedélyt valtott ki és » Négyszogesits
Irodat« nyitott. Prospektusukban ezt irtdk: "Midta vildg a vilag, létezik egy
Osszemérhetd és allandod ardny a kor és egy adott egyenesoldalii sokszog kozott.
Ez a pontos arany 9%—2&1 egyenls! Keresse fol rendeléseivel a »Négyszogesits

Irodat«”.

A henger térfogatanak képlete egy matematikai vicchez vezet: "Mekkora egy pizza
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térfogata, ha a vastagsiga a és sugara z?” A valasz: Pizza. Ez az eredmény 2.
pizza - tételként is ismert.

Marcius 14-e a pi napja, 1988 6ta iinnepeljiik. Tovabb is bonthaté ez a nap,
van tehat pi perc, s6t méasodperc is. Amit a tovabbi tizedesjegyek alapjan &l-
lapithatunk meg: 1 6ra 59 perc és 26 masodperc. Erre a rendkiviili napra egyre
tobb figyelem Osszpontosul. Ma mar lehet a 7 szimbolummal ellatott ereklyéket
vésarolni, a polon at a bogréig. S6t, még sokan tortaval kdszontik e jeles napot,
méghozza kor alaku tortaval, amin akir egy szimboélum is szerepelhet.

Véletleniil éppen a marcius 14-i pi napon sziiletett a zsenialis fizikus, Albert Ein-
stein.

Egy szoborral is megtisztelték ezt a kiilonleges szamot. Ez a szobor Seattle-ben,
Washington allamban talalhato.

A Briisszelben talalhatoé Eurépai Uni6 szimbolumaként ismert gémbokben is
ott rejlik a pi szam. A gémbok egyenld téavolsdgra vannak egymastol, és minde-
gyik gomb azonos méret.
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A mnemotechnikai verseknek egyik fajtajat az olyan versek (szovegek) képezik,
amelyek szamneveket nem is tartalmaznak, hanem a széveg minden egyes szava-
nak a betiii szdma adja a megjegyzésre szant szadmsorozatot. Ez utébbi versek
f6leg sokjegyi szam, illetSleg hosszu tizedes tort szamjegyeinek megjegyzésére al-
kalmasak, amennyiben a szdmjegyek k6zott nem szerepel nulla.

Minden id&k legjobb — a fenti kritériumoknak eleget tevé — magyar nyelvii pi-
versét Szasz Pal matematikus frta 1952-ben:

31 41 5 9
Nem a régi s durva kozelités,
2 6 5 3 9
Mi sz6t6l szoig igy kijon

8 9
Bettiiket szamlalva.
7 9 3
Ludolph eredménye mér,
2 3 8 4 6

Ha itt végezziik husz jegyen.

2 6 4 3 3 8

De rendre kijé még tiz pontosan,
3 2 7 9

Azt is bizvast igérhetem.

A matematikaban sok végtelen tort van, de a pi mindenkit megbabonaz. Mert
elbtivols, hogy egy rendkiviil bonyolult szdmban egy olyan végteleniil egyszeri
fogalom rejlik, mint a kor.






2. EREDMENYEK

2.1. Az egységnyi atmérojii kor keriilete

Bevezetésként az egyik legismertebb formula bizonyitasa kovetkezik.

Az r sugaru kor keriilete:
K =2rrm (2.1.1)

Egy kor koré rajzolt egyenl§oldald érintGsokszog, illetve a korbe rajzolt egyen-
l6oldala hirsokszog keriilete a sokszog oldalszaménak novelésével egyre kdzelebb
keriil a kor keriiletéhez, de nem éri el azt.

A sokszog felbonthato egyenl@szari, egybevagd haromszogekre. Az érintGsokszog
modszerével fogjuk 7-t kiszamitani.

Kysr = sokszog — T - @ (2.1.2)

Az abran egy egységnyi atmérdji kort lathatunk, amely koré egy érintsok-
szoget rajzoltunk.
Barmilyen n oldalszamu sokszdget vilasztunk, az mindig egybevigo egyenl@szari

13
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haromszogekbdl all; pontosan annyibdl, ahany oldala a sokszog.

A sokszog keriilete egyenls az egyenlGszariu haromszogek a alapjainak osszegével,
ami lathat6 az abrabol. Minél nagyobb a sokszog oldalainak szama anndl jobban
megkozeliti az Osszeg a kor keriiletét.

Ha tudjuk, hogy a sokszogiink hény oldali, akkor mar csak az a hossziisigot
kell kiszamolnunk. Majd a-t az oldalak n szaméval beszorozva kapjuk a kor
kertiletének kozelits értékét.

Az a hosszusagot az alabbi dbra alapjan hatarozhatjuk meg:

o et
ik m A& 2
2
1
L e
g
1 a
3
« szemkoztioldal § a1 a 2
tan*: - :T:7+7:77:a
2 melletti oldal 3 2 2 2 1

A kor koré rajzolt érintdsokszognek az egyik haromszogébdl indulunk ki. Az
abrabol kittnik, hogy az egyenlszara haromszog alaphoz tartozé magassaga pon-
tosan a kor sugara, azaz % Ez a magassidgvonal a haromszog szimmetriatengelye
is.

Szamitasainkat a haromszog szimmetriatengelyétsl jobbra es6 derékszdgd harom-
sz0gon végezziik el.

Az abrén a derékszogi haromszog hosszabbik befogoja ismert, 1/2. A haromszog
« szogét a kovetkezSképpen szamithatjuk ki: a kor teljes, 360°-0s szoge egyenld
aranyban oszlik meg a sokszoget alkotd haromszogek kozott. Azaz o = 360°/n,
ahol n a sokszog oldalainak szama.

Az a értékét a derékszdgl haromszogekre vonatkozo fliggvények segitségével kap-
hatjuk meg:
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a
o a
tan—- = 2
1
2 2
a
5 2
IR R
2
tan &
an— = a
2
a értékét behelyettesitve:
360°/n
a = tan .
2
Egyszertsités utan:
180°
a = tan .
n

Ez alapjan szadmithatjuk ki az érintGsokszog egyik oldalanak hosszat, aminek

felhasznalasaval a kor keriilete:

Kysr = mn-a

180°
Kysr = n-tan

T
Kysy = n-tan—

n

Barmilyen nagy oldalszamot is véilasztunk, az érint6sokszog keriilete mindig

valamivel nagyobb, mint a koré.
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2.2. Pi irracionalis

Ezt mar az okor legnagyobb gondolkodoja, Arisztotelész (i.e. 384-322) is sejtette,
amikor a kor sugararél és keriiletérsl azt allitotta, hogy nem Osszemérhetsk. Bar
nem volt matematikus, nagyon érdekelte ez a tudomanyég, amelyre szdmos utalas
esik mtiveiben.
Az els6 bizonyitast erre az alapvets tulajdonsagra Johannes Heinrich Lambert
adta 1766-ban.

Az alabbi bizonyitas 1947-bdl, Ivan Niventdl szarmazik. Rendkiviil elegans egy-
oldalalas bizonyitas, mely csak elemi analizist hasznéal.

Iwamoto és Koksma is megmutatta, hogy:

e 72 irracionalis (ez erdsebb allitas)
e ¢ irracinonélis minden r # 0 raciondlis szamra.

Niven médszerének gyokerei és el6zményei egészen 1873-ig, Charles Hermite
klasszikus cikkéig nytlnak vissza, melyben el§szér mutatta meg, hogy e transz-
cendens, vagyis hogy e semmilyen racionélis egyiitthatos polinomnak nem gyoke.

11 1 1
=14+-4+-+-+—+---=2,718281828... 2.2.1
e +1+2+6+24+ , 718281828 ( )

Mivel 72 irracionélis volta ergsebb allitas, ezért az alabbiakban ezt az allitast bi-
zonyitjuk.

2.2.1. Tétel. 72 irraciondlis.

2.2.1. Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy 72 = 7 a,b> 0 egészekre. Most az

F(z) = b"(x?" f(z) — 72" 2 f @ (2) + 7240 ()1 .. ) (2.2.2)
polinomot fogjuk haszndlni, mely kielégiti az
F'(2) := —m%F(x) + bnn®" T2 f () (2.2.3)
azonossagot.

2.2.1. Lemma. Valamely rogzitett n > 1-re legyen
fla) = 0"
n!
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(i) Az f(x) figguény f(z) = & Z?Zn c;x alaki polinom, ahol a c; egyiitthatdk

n!
egészek.

(i) 0 <z <1l-re és 0 < f(z) < L teljesiil.
(iii) Az f*#)(0) és az f®)(1) minden k > 0-ra egészek.

Bizonyitas:
Az (i) és (ii) nyilvanvalo. Az (iii)-hez vegyiik észre, hogy az f) k-adik de-
rivalt x = 0-ban elttinik, hacsaknem n < k < 2n, ebben a tartomanyban viszont
F®(0) = Koy egesz. Masrészt f(z) = f(1 — 2)-bsl fB)(z) = (=1)kf®)(1 - 2)
minden z-re, ezért f(*)(1) = f(*)(0), tehat szintén egész.

©

A lemma (iii) allitdsa miatt F'(0) és F'(1) egészek. Elemi derivélasi szabalyok
alapjan

% [F'(m) sintx — wF(x) cos wx} = (2.2.4)

= (F'(z)+ n°F(x))sinmz =

b2 f(x) sinmr =

= %" f(x)sinmx (2.2.5)
Igy ezt kaptuk:
1 1 1
N: = / a"f(z)sinredr = | —F'(z)sinte — F(x)cosmx| =
0 Q 0
= F(0)+F(1) (2.2.6)

ami egész. Tovabba N pozitiv, hiszen egy (a hatarokat leszamitva) pozitiv
fliggvény integraljaként definidltuk. Ha azonban m-et olyan nagynak valasztjuk,
hogy %n < 1legyen, a Lemma (ii) allitasabol

O<N<m7 fol a”f(x) sinTadr < %ﬂ < l-et kapunk, ami ellentmondas.

2.3. Buffon tiiproblémaja

Egy francia nemes, Georges Louis Leclerc, Buffon grofja (1707-1788) 1777-ben az
alabbi problémat vetette fel:
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Ha leejtiink eqy tit eqy vonalas lapra, mi a valdszinidsége annak, hogy a td ke-
resztezni fog eqy vonalat?

A valészintiség a lap vonalainak d tavolsagatol és a tii [ hosszatol fiigg, vagyis
inkédbb az [/d aranytol. A rovid td szamunkra [ < d hosszt fog jelenteni. Mésszo-
val, rovid td az, ami nem metsz tobb vonalat egyszerre (két vonalat nulla valdszi-
niiséggel érint). A vélasz Buffon kérdésére talan megleps: m-vel van Osszefliggés-
ben.

2.3.1. Tétel. (Buffon tiproblémdja):

Ha egy rovid, | hosszisdgi tit leejtink eqy egyenld, d > 1 tdvolsdgu kozokkel
vonalazott papirlapra, akkor annak a wvaldszindsége, hogy a ti keresztezni fogja
valamelyik vonalat, pontosan:

2 1
_Z. 2.3.1
= (2.3.1)
:
— :
I \
b

2.3.1. Bizonyitas (1)

Ebbdl az eredménybdl kozelits értéket kaphatunk w-re. Ugyanis, ha egy ttit N-

szer ejtiink le, és a tii P esetben metsz vonalat, akkor % megkozelitSleg % . é—vel

egyenld, ebbdl

2l N
TR — - —.
d P
A legalaposabb vizsgédlatot Lazzarini végezte 1901-ben.

Ha tetsz6leges hosszusagu tiit (hosszut vagy rovidet) ejtiink le, a metszéspontok
szaménak virhato értéke:

E=p +p+p3+...,

ahol
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e p; annak a valdszintisége, hogy a ti pontosan egy vonalat fog metszeni,
e 1o az a val6sziniiség, melyet pontosan 2 metszéspont esetén kapunk,
e p3 a hirom metszéspont valdszintisége, stb.

Annak a val6sziniisége, hogy legalabb egy metszéspont lesz (ezt kérdezi a Buf-
fon probléma):

p=p1+p2+p3+...

Megjegyzés. Azoknak az eseményeknek a valdszintsége, amikor a td pontosan a
vonalon fekszik, vagy egyik végpontja esik valamelyik vonalra: nulla. Ezért ezeket
az eseteket elhanyagolhatjuk a probléma targyalasakor.

Maésrészt annak a valoszintsége, hogy a tii egynél tobb vonalat metsz, ha révid:
nulla, po = p3 = ... =0, igy F = p-t kapunk, vagyis a keresett valdszintiség ép-
pen a keresztezések varhato értéke. Ez az atfogalmazéis nagyon hasznos, hiszen
kihasznélhatjuk a varhat6 érték linearitasat.

Egy [ hosszisagu egyenes td leejtésekor keletkezett metszéspontok varhato szama
legyen E(l). Ha ez a hossz: | =z +y, és a hossz x els6, illetve y masodik részét
kiilon vizsgéljuk,akkor az

E(x +y) = E(z) + E(y)

eredményt kapjuk. Hiszen mindig az elsé és a masodik rész Osszege lesz a kelet-
kezett metszéspontok szama.

A fiiggvényegyenletbdl, n szerinti indukcioval E(nx) = n- E(x)-et kapunk minden
n € N-re, és ekkor

mE <£x> =F (mﬁx) = E(nx) = nE(x),

m m

vagyis minden r € Q racionalis szamra E(rz) = rE(z) teljesiil. Tovabba E(x)
monoton, ha r > 0, amibdl
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E(z) = ¢ z-et kapunk minden z > 0-ra, ahol ¢ = E(1) valamilyen konstans.

Ezen konstans meghatarozasdhoz maéas alaku tiket hasznélunk. Ha leejtiink egy
egyenes darabokbol 4ll6 "tor6ttvonal” tiit, melynek teljes hossza [, akkor a kelet-
kezett metszéspontok szama (1 valoszintiséggel) az egyenes darabok metszéspont-

/)

Azaz a metszéspontok varhaté szaménak ugyancsak az F = c- [ értéket kaptuk a

jainak Osszege.

varhato érték linearitasa miatt.

Megjegyzés. Itt nem szamit, hogy az egyenes darabok rugalmasan vagy mereven
csatlakoznak.

_ PR
— P y
Pz "\\ { I‘\-g J
B < { "\.II ] ] . = ——i—
| | '-_ \‘\. .-/

Barbier megoldasanak kulcsa az, hogy egy tokéletes d atmérdji, x = d - m hosszi-
sagi, kor alaku tit vett. Ha egy vonalas papirlapra ilyen tit ejtiink, akkor az
minden alkalommal pontosan két metszéspontot eredményez.

A kort sokszogekkel lehet kozeliteni. Igy a kor alaka C tiivel a lapra ejtiink egy
P, beirt és egy P™ koréirt sokszoget is. Minden vonal, amely metszi P,-et, C-t is
metszeni fogja, és minden C-t metsz6 vonal P"-et is metszi majd. Azaz a met-

széspontok varhaté szama az

E(P,) < E(C) < E(P")

egynelétlenséget kielégiti. Mivel P, és P" is sokszogek, igy mindkét esetben
a metszéspontok szama "c-szer a hossz"’, mig C-re ez az érték 2, tehat
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cl(P,) < 2 < cl(P") (2.3.2)

P, és P" is kozeliti C-t, ha n — oo. Specidlisan

lim I(P,) = dr = lim I(P") (2.3.3)

n—oo n—oo

és igy n — oo-re (2.3.2)-bdl

cdm <2 < cdrm

kovetkezik, ami ¢ = % . é—t ad.

2.3.2. Bizonyitas (2)

Bizonyitas analizissel!

A tiiprobléma egy (egyszert) integral kiszamitasaval megoldhat6. Ehhez elGszor
a td meredekségét vizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy amikor leesik, o szbget zar be a
vizszintessel, ahol 0 < o < 7.

Megjegyzés. Elhanyagolhatjuk azt az esetet, amikor a td negativ szdget zar be a
vizszintessel. Ugyanis ez a pozitiv esettel szimmetrikus, igy ugyanazt a valdszi-

niiséget adja.

Az o szogben fekvd ti hossza [sin a, és annak a valoszintisége, hogy egy ilyen
tld az egymastol d tavolsdgban elhelyezked§ vizszintes vonalak valamelyikét met-
S7Zi:
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[sin «

Tehét a valoszintiséget a lehetséges szogek szerinti 4tlagolassal kapjuk:

2/”/2lsinad 2
p = = a =
T Jo d w-éfgr/Qsinada
2 1 <2 2 1
= ;-&[—cosa]o/ :;'g'(O—(—l)) (2.3.4)

Hosszu tiire is ugyanezt az lSiga valészintiséget kapjuk, ha [sina < d, vagyis

0<a< arcsin%.

A tid nagyobb « szdgekre azonban egy vonalat mindenképpen metsz, tehat a

valoszintseég 1. Igy | > d-re
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2 arcsin(d/l) 7 o /2
p = 2 </ [sina +/ 1da (2.3.5)
™ 0 d arcsin(d/l)
2 arcsin(d/1) -
p o= = (cll/ sinoH—[a]O/2
0
o 2 £ arcsin(d/l) | T . Q
po= - (d[ cos ], + 5 — arcsin
— g i 1— 1_i2 +E—arcsing
P m\d 12 2 !
2 (1 d? . d
p = 1+ p <d (1 —14/1— l2> — arcsin l) (2.3.6)

&

[ = d-re a formula %—t ad, [-ben szigorian ng, valamint 1-hez tart, ha [ — oo:

2
p = 1+=(1-v1-1)—arcsinl)
T

2 .
p = 1—1—;(1—arcsm1)
3
2 27
Tom 2
1
2
p = -
T

Ma méar nagyon sok weblapot taldlunk, amelyek matematikaval foglalkoznak.
Az egyik ilyen lapon* tesztet is futtathatunk arra vonatkozoélag, hogy a Buffon
tiiprobléma valéban a pi kozelit§ értékét adja eredményiil.

2.4. Az Euler-féle sor

Tudjuk, hogy a >, % sor divergens, st még a ) p %

Viszont a négyzetek reciprokosszege konvergens, és érdekes hatarértéket ad.

sor is.

2.4.1. Tétel. (Euler sor):

7T2

1
n>1

*http://www.angelfire.com/wa/hurben/buff.html
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Ez az allitds Euler egy kalsszikus, hires és fontos tétele 1734-bél. Egyik rend-
kiviil fontos kévetkezménye, hogy a Riemann-féle zéta fliggvény els6 nemtrivialis
értekét, ((2)-t adja meg. Ez az érték irracionélis.

Az eredményen kiviil a bizonyitasok sokszintisége is rendkiviil érdekes szinfoltja a
matematikatorténetnek.

2.4.1. Bizonyitas (1)

William J. LeVeque szamelmélet feladatgytijteményében jelent meg feladatként az
els6 bizonyitas, 1956-ban. Majd késébb Tom Apostol Gjra felfedezte. A bizonyitas

az

1 1 1
1 ::/ / dzdy
o Jo 1—uay

kettGs integral kétféle kiszamitéasan alapul. Az els6hoz az —L

1—zy~
fejtjiik, szorzatokra bontjuk az 6sszeadandokat, majd integralunk:

t mértani sorra

1,1 1 1
I = / / Z(xy)"da:dy: Z/ / ™y dxdy
0 JO 0 JO

n>0 n>0
1 1 1 1 1 1
S () anae) (f oran) =30 |z ],
1 1 1 1
- Z< 1_0>'< 1_0>:Z 1 1
o n + n —+ n20n+ n +
1 1
= > 3= 5 =2
nzo(n-i-l) =n

A szamitas azt is megmutatja, hogy a (pozitiv fiiggvényen vett, x = y = 1
polusu) kettds integral veges. Megfigyelhetjiik, hogy az elgbbi levezetés visszafelé
olvasva is egyszertd. ((2) kiértékelése tehat az I kettGs integral kiértékelésehez

vezet.
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H : ._."" s
e, — -

I masik kiszamitasdhoz megvaltoztatjuk a koordinatakat. Az aj kooordinatéakat
az

Ytz o4 Yy
u = 5 €S a v = 3

kifejezések adjak.
Az eredeti integralasi tartoméanybol ugy kapjuk az djat, hogy az eredeti ko-
ordinatarendszert 45°-kal elforgatjuk, majd v/2-ed részére kicsinyitjiik. Igy tehat
az 1j integrélasi tartomany egy %\@ oldala négyzet.
Behelyettesitve x = u — v-t és y = u + v-t

B 1
I—ay= 1—u?+v?
adodik.
Az integral atalakitasahoz dxdy-t 2dudv-vel helyettesitjiik hogy a koordinata-
transzforméacio miatti teriiletfelez6dést kompenzéaljuk (a transzformacié Jacobi
determinénsa 2, amire azért van sziikség, mert helyettesitéses integralast alkal-
maztunk). Az u tengelyre nézve az 1j integréalasi tartomany és az integralando
fliggvény szimmetrikusak, ezért a tartomany felss felében kétszer kell kiszamitani
az integrélt, melyet két részre vagunk.

b | =
] -

=
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1/2 u dv 1 1—u dv
4 - |d 4 —— | du.
e L M=

Felhasznalva, hogy [ % = Larctan £ + C:

= ——— arctan | —— —— arctan | —
0 1—u? V1i—-u?/] 12 [V1—wu? Vi—-u?/],

4/1/2 1 arcta < “ )d +4/1 ! arcta < 1 —u )d
= ——— arctan | —— | du ——— arctan | —— | du
o V1-—u? V1—u? 172 V1 —u? V1—u?

a kapott érték.

Az integralok meghatéarozasdhoz kozvetleniil kiszamitjuk, hogy a

u 1

g(u) := arctan (m) fiiggvény derivaltja ¢'(u) = st

mig a

h(u) = arctan (\/%) = arctan (“ﬁ) derivaltja h'(u) = —3 1£u2.

Tehéat hasznalhatjuk a kovetkezd formulét:

és igy

1

1/2
I = 4/0 g (u)g(u)du+4/1/2 o (u)h(u)du

= 2 [9(“)2]0 —4 [h(“)2]1/2
2

®

Az Euler sor értékét ebbdl a bizonyitasbol egy egyszerii koordinata-transzfor-
mécioval, integraldssal kaptuk. Hasonlo jellegii bizonyitést késébb Beukers, Ca-
labi és Kolk talalt, melyben egy trivialisnak egyéltalan nem nevezhets koordinéta-
transzforméciot hasznaltak. Bizonyitasuk kiindul6pontja az, hogy péaros és parat-
lan tagokra bontottak fel a > -, # sort.
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Az 5 + 5 + 6% +o = Y s @ péros tagok Osszege 1((2), tehdt a parat-
lan tagok:
1% + 3% + 5% =2 m a teljes ((2) érték 3/4-ét teszik ki.

Tehat az Euler sor a paratlan tagokra vonatkozo6 egyenlséggel ekvivalens:

2.4.2. Bizonyitas (2)

Az els6 bizonyitashoz hasonloan az Gsszeget egy kettds integrallal fejezziik ki,
mégpedig

1 1 1 1
/0 /0 1— 222 vy Z(2l~17—i-1)2 ( )

k>0

A J integralt kell kiszamolunk. Beukers, Calabi és Kolk javaslata alapjan a
bevezetett 4j koordinatak:

1— 22
U = arccos
1 — 2292
1 — g2
v 1= arccos { | ——=——
1 — 222

Nem vessziik figyelembe a kett@s integral kiszamitasakor az integraldsi tartomany
hatarat, 0 < x < 1, illetve 0 < y < 1 tartoményban vizsgaljuk z-et és y-t. Ekkor
azuésvazu>0,v>0,u+v < /2 hiromszogben fekszik.

A koordinata-transzformécéd explicit inverze a kdvetkezs helyettesitésre vezet:

sin u
Cos v

sin v

T = cosu”

sy =

=
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Ez a képlet bijektiv transzforméciot ad meg az S = {(z,y) : 0 < z,y < 1} egység-
négyzet belseje ésa T' = {(u,v) : u,v > 0,u + v < 7/2} haromszog belseje kozott.
A koordinata-transzforméci6é Jacobi determinansa ezutén

sin u;ln [ cosv 0052 u COS2 v
cos? u cosu

cosu sin u sin v 12 22
det< 050 T — ) —1_ SN~ u SIn”~ v -1 _:L‘2y2.

Ez azt jelenti, hogy a kiszdmitandé integral

w/2 pw/2—u
J = / / ldudv (2.4.3)
0 0

alakba irhatd, amely egyenld a 1" hdromszog % (%)2 = %2 teriilétével.

‘ u

2

E

S

®

Ugyanez a bizonyitasi modszer alkalmazhat6 ((2k) 2k-dimenzios integralokkal
torténs kiszamitasara is minden k& > 1-re.

2.5. Pi nem egyenl6 22/7-el

A 22/7 egy racionélis szam, mely széleskorben hasznélt kozelits értéke m-nek.

A kozelités az 6kor O0ta ismert. ElGszor Arkhimédész bizonyitotta, a Measurement
of a Circle cimi mivében egy 6 x 2" szoget egy korbe irva és a kor koré rajzolva,
meghatéarozta az els6 szigoru megkozelitést arra vonatkozoan, hogy a 22/7 felss
becslés. Az n = 4 -re a kovetkez6t kapta a kor keriilete és atmérdje kozotti

aranyra:

10 1
3+ﬁ<ﬂ-<3+?
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Fibonacci a Practica geomatriae cimi konyvében ramutat arra, hogy a 7 értéke
nem pontosan 3%, hanem csak kozelits értéke. Fibonacci ismerte Arkhimédész
eljarasat, ami nemcsak ebbdl a mitivébdsl, hanem egyéb munkaibol is megallapithato.
Akkoriban még nem sokat lehetett tudni a 7-rél, és nagyon sok matematikus sz-
erint ez az arany a pi pontos értéke. A XIV. szdzadban Dominicus Parisiensis
a Practica geometriae cimi mivében hangsilyozza, hogy a 3% a kor keriilete és
dtmérGje kozotti ardnynak csak megkozelits értéke.

Egy lényegretorsd, modern bizonyitas kovetkezik arrol, hogy a % > 7, mely csupan
alapvet6 matematikai modszereket igényel. A cél nem elsGsorban az, hogy meg-
gy6zzem az olvasdt arrél, hogy ez az 4allitds valoban igaz; létezik szisztematikus
eljaras m értékének kiszamitésara.

Az alapétlet

7 1+ 22
Vat(1 — o)t 22
0 L dr = 2.5.1
< /0 1122 -7 % ( )

Ebbdl kovetkezik, hogy 2 > .
Részletesebben:

Az a tény, hogy az integral pozitiv, abboél az allitasbol kovetkezik, hogy pozi-
tiv fliggyvény integrdlja is pozitiv. Jelen esetben az integralandé fiiggvényiink egy
tort, a szamlalo és a nevez§ is nemnegativ. Nemnegativ valos szdmok hatvanya-
nak Ossszege vagy szorzata szintén nemnegativ.

Mivel az integraland¢ fiiggvényiink tehéat pozitiv, az integral 0 és 1 kozott pozitiv,
mert az integralds als6 hatara kisebb mint az integral fels6 hatéra (0 < 1).
Megmutatjuk, hogy az integral valéban eleget tesz a kivant feltételnek:

A szamléaloban felbontjuk a zardjelet, majd az azonos tagokat dsszevonjuk. Ezutan
a szamlalot bévitjiik. Ugy rendezziik a szamlaloban 1évé kifejezést, hogy kiemelést
tudjunk alkalmazni, és igy a nevezében 1év6 kifejezéssel azonos értékeket is kapjunk,
hogy aztan egyszertisithessiink azokkal.
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1.4
(1 — )
0 2.5.2
< [ Hia (252
0 - /1m41—2x+x)(i—2m+x2)dw
0 l—i-x
Vad(1— 20 + 22 — 20 + 42% — 223 4+ 2% — 22°% + 2%)
0 < 3 dz
0 1+x
0 < /1x41—4x+6x 4x3+x4)d$
0 1+$2
Vgt — 42 4 628 — 427 + 28
0 < / dx
0 1+ZL‘2
0 < /1 —4x* + (42t + 2% + 52%) + (9064-:168)—1—(—4955—4957)dm
0 1+l'2
0 < /1 —4x* 4 (5ot + 520) + (x6+a:8)+(—4x5—4x7)dx
0 1+$2
0 < / —42* + 524(1 —1—332)+a:6(1+x2)—4:n5(1—|—3:2)dx
0 1+l’2
1 4 4 2 6 2 5 2
—4dz 5z*(1+ = z’(1+z —4z° (1 + =
oo [ 0 |
o \1+=z 1+ 1+ 1+

A kovetkezd egyenlet alkalmazhatd a szamlaloban, ezzel az integral értékén
nem valtoztatunk.

—Apt = —Ax* —4x? 42+ 44

A lehetséges egyszertisitéseket végrehajtjuk, majd elvégezziik az integralast.

1 4 2 2
—4x* — 4 4 4) —4
0 < (Z4z z) + (4" +4) + 52 + 2% —42° ) dz
14 22
0

1 2 2 2
—4z4(1 4(1 4
0 < / il +x)+ ( —i—a;)_ + 52t + 25 — 427 ) da
0 1+ 22 1+ 22 1+ 22

1
4
0 < /<:E6—4:E5+5:E4—4:E2+4— 2>dx
0 1+£L‘

4 1
0 < |2%—42®+52 —42®+4—
1+22],
7 26 43 1
0 < x——i—i-a:‘r’—i—i-lla:—élarctanm‘
7 3 3 0

Behelyettesitjiik x helyére 1-et (arctan(1) = 7/4) és 0-t, majd kivonjuk ket

(2.5.3)

egymésbol.
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Igy a kovetkezs eredményhez jutunk:

1 2 4
0 ——=—4+1—=4+4- 254
< - 3+ 3+ T ( )
1
0 < ?+3—7T
0 < 1+21
—4+—=-7
7 7
22
0 < 7—77
< 22
T i
7
22
- (2.5.5)

Tehét valoban 22/7 > 7.

&

Az integral becslése els§ izben 1968-ban jelent meg feladatként a Putnam

versenyen.

D. P. Dalzell 1944-ben mutatta meg, hogy ha z helyére a nevez&ben 1-et helyette-
sitlink, akkor az integral egy als6é becslését, mig ha 0-t helyettesitiink, akkor egy
fels hatarat kapjuk:

1 Lad(1 — 2?) 1
o T8 ) < 2.5.6
1260 * /0 1+22 " 630 (2.5.6)

Tehét

22 1 22 1

<< =—.
7 630 7 1260
Talan nem is létezik még egy ilyen szamitasi modszer m becslésére, amely kozel

(2.5.7)

3 tizedesjegyet ennyire gyorsan és egyszertien kiszamol. Dalzell is igy gondolta.

2.6. Wallis formula

John Wallis (1616-1703) nagy csodaloja volt a gordg matematikusoknak, kiadta
Arkhimédész, Eutociusz, Ptolemaiosz és Arisztarkhosz munkéinak egy részét.

2.6.1. A Wallis formula

A kovetkezs egyszerti bizonyitas, mely Johan Wastlund nevéhez fiiz6dik, nem
igényel semmilyen integralas vagy szogfiiggvény alkalmazasat.
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Az alabbi képlet bizonyitas nélkiil megtalalhato Wallis 1655-ben megjelent Arith-
metica infinitorum, siwve Nova Methodus... cimd kdnyvében, azzal a megjegyzés-
sel, hogy a képletet nem a szerzd allapitotta meg, hanem egyik baratja, William
Brouncker. Az elsé bizonyitast tobb mint 120 évvel késébb Euler adta meg.

2e 2t _T (2.6.1)

(2.6.1) kiilonb6z6 bizonyitésa a legtobb konyvben bizonyos hatérozott integral
becslésére tamaszkodik, hasonléan mint az

w/2
/ (sinz)"dx
0

parcidlis integralasanal. Ez a bizonyitasi modszer a matematikusok szaméara sem
egy alapfeladat.

A kovetkezd bizonyitéas célja, hogy megmutassuk, (2.6.1)-t az altalanos iskoldban
tanult matematika moédszerekkel is tudjuk igazolni, tigymint: alapvets algebrai
ismeretek, Pitagorasz tétele, az r sugart kor 7 - 2 teriiletképlete.

1951-ben Viggo Brun adott meg egy modszert Wallis formuldjanak kiszamitasara.
1953-ban Yaglom és Yaglom adott (2.6.1)-re egy gyonyori bizonyitast, mely nem
hasznal integralast, hanem néhany meglehetésen bonyolult trigonometriai azonos-
sagot.

2.6.2. Egy szamsorozat

A Wallis formulat a kévetkezd alakban adjuk meg:

2 (2.6.2)

(2.6.2)-t felirhatjuk 2 részsorozat szorzataként, ahol az egyik részsorozat ténye-

z61 paros szamok, melyek egy novekvd sorozatot adnak (2,2, 4,4, ...); mig a masik

111)

részsorotat tagjai paratlan szamok, és csdkkend sorozatot alkotnak (1, 3518 )

Legyen so = 0, s; = 1, és az n-edik tag:

3 5 2n —1
2 4 on—2

(2.6.2) paratlan szamokbol all6 részsorozata felirhato a kovetkezs formaban:

2 22.42...
il Cn)
2 1-3%2---(2n—1)?
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mig a paros szamokbol 4ll6 részsorozat:

2n—1 22.4%2...(2n — 2)?

= -2n—-1) < W.
52 T3 @3z b
Ebbdl kovetkezik, hogy
2n —1 2n
T <si<ﬁ7 (2.6.3)

Megmutatjuk a,-re az s,4+1 — s, kiilonbséget, és vegyiik észre, hogy

2n+1 Sn 1 3 2n —1
Qn = Sp+1 — Sn = Sp -1 = =53 )

2n

El6szor levezetjiik a kovetkezs azonossagot:

j41 i+1
a; = —————a;a; ———aji10;. 2.6.4
ity = G MG T i (2:64)
Bizonyitas:
A behelyettesitések utan
2i+1
Gi41 = ————a;
i+1 2(1+1) 7
és
2j+1

aj+1 = m]u
(2.6.4) jobb oldala megfelel:

2j+1  j+1 2i+ 1 i+1
G , _ -
U2 +1) i+l 206+1) i+ji+1 ©

®

Az a3-t6l indulva és (2.6.4)-et alkalmazva a kivetkezs azonossagot kapjuk:

1= ag = apaq + ai1ag = agas + a% + asag = - - - (2.6.5)
- =apan +aian—1 + -+ anaop.
Bizonyitas:

(2.6.4)-et minden tagra alkalmazva, az agan—1 + - - - + ap—1a¢ Osszeg megfelel:

1 n—1 2 1
apln + —a1ap—1 | + a1Gn—1 + —a20p—2 | +---+ | —ap—1a1 + anap | .
n n n n
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Az egynemii tagokat 6sszeadjuk, majd a lehetséges egyszeriisitéseket elvégezve
kapjuk: aga, + - - - + anap.

®

2.6.3. Egy geometriai értelmezés

Az x — y sik pozitiv negyedét téglalapokra osztjuk, mégpedig tgy, hogy egyenes
vonalakat rajzolunk = = s, és y = s, értékeknél, minden n-re.

Legyen adott az R;; téglalap a bal als6 sarkanak (s;,s;) koordinataival és a
jobb fels6 sarkanak (sj;1,s;41) koordinataival. Az R;; téglalap teriilete a; - a;.
Kovetkezésképpen a (2.6.5) azonossag felhasznalasaval az R; ; téglalap teriilete 1,
ahol i + j = n.

Legyen P, egy sokszogtartomény, amelyet az oOsszes R;; téglalap alkot, ahol
i+ j < n. Ennélfogva P, teriilete n (lasd az alabbi abrat).

35/16 f————————————p e B S e
Hos :

158 freeesommreeneeb g
Ros Ry :

3/2 f-oooeeiieeeiieeieee Ll Ll
Hoy R4 Ha gy

TR WU WS
Rap Rip Ha g Rag

0 ' ' '

0 1 3 L&

P, kiils6 sarokpontjai az (s;, s;) koordinataju pontok, melyre i +j = n + 1.
A Pitagorasz tétel miatt, egy ilyen pont origotol vald tavolsiga

/2 2
si—l—sj.

(2.6.3) miatt ez feliilrsl korlatos a kovetkezd alapjan

\/Q(iv—[if—j) _ \/z(nv;r o)
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Hasonlban, P, bels6 sarokpontjai az (s;+s;) koordinataju pontok, ahol i4j =
n. Egy ilyen pont orig6tdl valo tavolsaga alulrél korlatos a kovetkezs alapjan

Ezért P, tartalmaz egy /2(n —1)/W sugart negyedkort, ésP, benne van
egy v/2(n + 1)/W sugartu negyedkorben. Mivel egy r sugari negyedkor teriilete
7r? /4, a kovetkezd hatarokat kapjuk P, teriiletére:

m(n—1) e 7r(n—|—1)‘

2w 2w

Mivel ez minden n-re igaz, arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy valdéban:

m
W—g.

2.7. Osszegzés

A m-nek rengeteg formulaja létezik az egyszertitsl a rendkiviil komplikaltig, a-
hogyan azt lathattuk az eddigi példak alapjan is. Nem az volt a dolgozatom
célja, hogy bemutassam a m Osszes formuldjat, hanem, hogy néhény érdekes és
egyszeriibb formulaval részletesen foglalkozzunk.

Eletiink soran barmerre terelédik is a figyelmiink, mindig elénk keriil valamilyen
formaban a 7. Egy gumigyar gomb alaki butantarolo-tornyaiban (azért gomb
alaku, mert az Osszes azonos feliilletnagysagi testek koziil a gémbnek van a leg-
nagyobb térfogata) éppugy jelen van, mint egy egyszert kerékben, vagy a termelés
gépesitésére és automatizalasara szolgalo legbonyolultabb berendezésekben.
Mindennapjaink részévé valt tehat ez a kiilonleges szam, még akkor is, ha megfeled-
keziink rola.
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