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hozzajarult a szakdolgozatom létrejottéhez.






1. BEVEZETO

Szakdolgozatomban egy olyan szamelméleti problémat fogunk koriiljarni, amelyet
grafelméleti eszkozokkel lehet vizsgalni. A matematika ezen két szakteriilete kozel
all egymashoz, mégis ritkan szokott Osszekapcsolodni. A kovetkezs fejezetekben

bemutatunk néhény olyan esetet, ahol ez mégis megvalosult.

1.1. Célkitiizés

A példak listazasa elStt szeretném ismertetni eredeti célkittizésiinket és ered-
ményét. Kezdetben azon dolgoztunk, hogy a Briggs és tarsai altal irt cikkben [1]
1évG grafelméleti megkozelitésre vonatkozo eljarast implementaljuk. Az implemen-
tacio segitségével sikeriilt listazni a probléméhoz kapcsolodé megoldasokat, ame-
lyek az "Egész szdmok sorozatainak on-line enciklopédidjaban” szerepls A275234
(http://oeis.org/A275234) sorozat elemei. Viszont hamar kideriilt, hogy az al-

talunk meghatéarozott eredmények és az enciklopédiaban szereplék nem egyeznek.
Az elst 3, illetve 6t6dik elem azonos volt, viszont n = 4-re hidnyzott egy megoldas:

1+46=1-7

1+47=1-8 (A 2.2. fejezet végén talalhato tablazat
1+8=3-3 tartalmazza a t6bbi megoldas is)
3+3=1-6.

Az n-ek novekedésével egyre tobb megoldast nem talalt meg a Python kod.
Ezt a problémat jeleztiik az oeis.org szerkesztinek, tovabba csatoltuk az tjonnan
kidolgozott SageMath kodot is. Megvizsgalva az algoritmust, jovahagytak a ko-
dunkat és cserélték az enciklopédidban szerepl elsG 25 elemet. A Python kdédhoz
pedig elhelyeztek egy figyelmeztetést, miszerint a kod hibakat tartalmaz.



FEJEZET 1. BEVEZETO

The OEIS is supported by the many generous donors to the OEIS Foundation.

013627 THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
Q'RE% OF INTEGER SEQUENCES®

10221121

founded in 1964 by N. J. A. Sloane

| | | Search | Hints
(Greetings from The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences!)

A275234

Number of distinct positive solutions to the system of n Diophantine equations: x 1 +y 1=
X 2%y 2. x 2+y 2=x 3*y 3. ..x n+y n=x l*y 1

1, 2, 2, 4, 3, 6, 5, 18, 11, 17, 19, 36, 42, 78, 97, 155, 219, 351, 514, 815, 1228, 1918, 2937,
4614, 7111 (list; graph; refs; listen; story; text; internal format)

OFFSET 1,2
COMMENTS In any solution, interchanging x_i and y_i for any i yields a new solution. So does
a circular permutation of the solution. Two solutions are counted as distinct if
one cannot be obtained from the other by these transformations.
LINES Table of n, a(n) for n=1..25.
Christopher Briggs, Python script for generating n-th term [warning: this program
has errors]
Christopher Briggs, Y. Hirano, and H. Tsutsui, Positive Sclutions to Some Systems
of Diophantine Equations, Journal of Integer Sequences, 20816 Vol 19 #16.8.4.
Kinga Pdésén and Szabolcs Tengely, SageMath code
Kinga Pésén, Table of solutions for n =1..8
EXAMFLE For n = 1, the only positive solution to x + y = xy is x = y = 2.
For n = 2, the only distinct (see comments) positive solutions to x 1 + y_1 =
X 2% 2, x 2 +y 2=x1%y1are (x 1,y 1,x 2,y 2) = (2,2,2,2) and (1,5,2,3).
CROSSREFS Sequence in context: A341465 A3@ddesc A@53197 * A381768 AB88145 AR11754
Adjacent sequences: A275231 A275232 A275233 = A275235 A275236 A275237
KEYWOERD nonn,more, changed
AUTHOR Christopher Briggs, Jul 28 2816
EXTENSIONS Corrected by Kinga Pdésdn and Szabolcs Tengely, Mar 26 2822
STATUS

approved

The OEIS Community | Maintained by The OFIS Foundation Inc.

License Agreements, Terms of Use,_Privacy Policy. .

Last modified April 10 12:19 EDT 2022. Contains 352653 sequences. (Running on oeisd.)
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1.2. Grafelméleti problémara szamelméleti megoldas

A példakra attérve, els6ként Graham cikkébdl [5] kiindulva olyan szomszéd-
sagi matrixszal rendelkezd fagrafokat vizsgalunk, amelyek sajatértékei egészek.
Specialisan, kitértink a "dupla csillag"-ra, ami egy olyan Sy, , graf, amelynek egy
(m+1) és egy (n+ 1) foku cstcsa van, mig az 6sszes tobbi csicsa elsfoki. Eme
grafnak minden sajatértéke egész értékid lesz, akkor és csak akkor, ha az

22— (m+n+1Dz+mn

polinomnak négyzetszamok lesznek a gyokei, nevezetesen: a® és b2. Azaz, az
alabbi egyenletrendszernek csak egész megoldasai lehetnek:

m+n+1=a®+0b>

2

2 (1.2.1)

Az egyenletrendszert n-re és m-re megoldva kapott eredményben a kivetkezs
jeloléseket bevezetve:

A=b—a
(1.2.2)
B=b+a.

Azt kapjuk, hogy a fent emlitett (1.2.1) egyenletrendszer akkor és csak akkor
lesz megoldhato, ha az

(A2 -1)(B*-1)=C" (1.2.3)

megoldhato.

Ennek az egyenletnek (1.2.3) pedig az egész értéki gyokei, bizonyos Csebisev-
polinomok egész szamokra kiértékelt megoldasaibol szarmazik.

Az [5] cikk eredményeként azt kapjuk, hogy az eredeti grafelméleti prob-
léméaban ismertetett fagrafnak nem biztos, hogy csak egész sajatértéke lesz tet-
sz6leges atmérd esetén. Az S, dupla csillagnak 3 lesz az atmér§je minden
esetben, igy erre teljesiilni fog. Nézziink meg két példat erre:
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124+12—1=32+42 98 + 50 + 1 = 72 4+ 102

Egyenletrendszer 12.12 = 32 42 08.50 = 72. 102

Graf képe

Sajatértékek (3,4) (7,10)

Mig ez az eset konnyen kezelhets, ezzel szemben 10-nél nagyobb atmérére
sokdig nem ismertek megoldast. A 2000-es években viszont sikeriilt két olyan
feltételt meghatéarozni, amelyek teljesiilése mellett, képesek lesziink tetszGlegesen
nagy atmérsjd egészgrafot legyartani.

1. Els6 esetben paros atmérdji grafokat vizsgalunk [3]:

1.2.1. Tétel. Minden pozitiv egész szamokbdl dllo S véges halmazhoz létezik
olyan fagrdf, amelynek a pozitiv sajdtértékei pontosan az S elemei lesznek.
Ha az S halmaz nem az {1}, akkor a fa dtmérdje: 2|S| nagysdgi lesz.

2. Méasodik esetben megnézziik, hogy ellenkezd paritas esetén mi teljestil [4]:
Legyen 1,(T) a kovetkezSképpen definialva:

bo(T) = a?(2® —11)(2® = 1p) = r(a® —ro)(a? — 1) — 2?(2® — o),
ahol 79,71, ..., € Zy és max{ro,r1} <712 < .. <7y

1.2.2. Tétel. Legyen n pdratlan. Ekkor T egy (2n + 1) dtmérdji egészfa
lesz, akkor és csak akkor, ha ro,r1,...,ry teljes négyzetek, tovdbbd 1o (T)
0sszes sajdtértéke egész.

1.2.3. Tétel. Bdrmilyen pozitiv pdros n esetén, végtelen sok (2n + 1) dt-
mérdjii egészfa fog létezni.
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1.2.4. Tétel. Bdrmilyen pozitiv, pdaratlan n > 3 esetén, végtelen sok (2n+1)
atmérdji egészfa fog létezni.

Masodik példankban a biivos grafokkal fogunk foglalkozni a [7] cikket fel-
hasznalva.

1.2.1. Definicié. Egy G grafot biivosnek neveziink, ha létezik olyan csiicscimkézése,
egy k biivos konstanssal, amely egy [ bijekciot képez a csicsok és az {1,...,n}

halmaz ko6zott ugy, hogy barmely x cstcs esetén:

YENG ()

ahol Ng(,) olyan cstcsok halmaza, amelyek szomszédosak z-szel.

Az elnevezést és magat a probléméat a blivos négyzet inspiralta. Ez az objek-
tum egy 3 x 3-as négyzet, amelynek minden soraban, oszlopaban, illetve atlojaban
elhelyezkeds szamok Osszege azonos. Az egyik legismertebb példat fel is tiintet-
ném, itt ez az osszeg 15 lesz:

81116
3157
4192

A cimkézés élekkel is miikodik, de mi most a csicsokkal fogunk foglalkozni.
Vegyiink egy egyszert példat:
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A fenti 5 cstucsu grafra a kovetkezs egyenletrendszer irhato fel:

24+ x3+ 25 =k
xl4+zd+25=k
xl+axd+25=k
22+x3+25=k
zl+ 22+ 23+ 24 =k.

Amelyet egyszertisitve kapjuk:

24234+ 25=%k
rl+axd+ x5 =k
zl 4+ 22+ 23+ 24 = k.

Majd x5-re redukalva, azt kapjuk, hogy 2-25 = k. Ekkor, ha minden z-es tagot az
indexének megfelels szammal azonositjuk, akkor k = 10-re biivos grafot kapunk.

Egy bonyolultabb példa elSkészitéséhez tekintsiik az alabbi tételt:

1.2.5. Tétel. Legyen m,n pozitiv egészek, m < n. A Ky, ,, teljes pdros grdaf bivis
grdf lesz, akkor és csak akkor, ha

e m+n=0wvagy 3 (mod 4) és
e vagyn < [(1+v2)m — 1] vagy 2(2n + 1) — (2m +2n +1)? = 1.

Erre egy példa a kovetkezSképpen konstrualhat6. Vegyiik a K712 grafot. A
cstcsainak két particioja Vi és Va. Ekkor K7 12 egy lehetséges cimkézése:

Vi ={8,12,13,14,15,16,17}, Vo =1{1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,18,19}.

A graf képe:

Ekkor k = 95.
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1.3. Szamelméleti problémara grafelméleti megoldas

Harmadik példankban a jol ismert Pell-egyenletet fogjuk megvizsgalni a [6]

cikk alapjan.

Jelolje Zs a négyzetmentes pozitiv egészek halmazat. Tovabba legyen h(d) a
K = Q(\/d) valés kvadratikus test idealosztalyszama, d € Z,.
Vegyiik Gauss mai napig megoldatlan problémajat: végtelen sok olyan d € Zg
létezik, amelyre h(d) = 1.

Gauss probléméajat és a negativ Pell-egyenleteket Ossze tudjuk kapcsolni. Fz
utobbit pedig grafelméleti eszkozokkel tudjuk kozeliteni.

Jelolje P a primek halmazat, tovabba legyen:

D*:={l<deZs|pe PA hapld=p=1 (mod 4)}. (1.3.1)

Legyen D, C D*, n = w(d); p,q € P,Dy. Ekkor a [2| cikk segitségével, a
kovetkezG R relacié definidlhatéd kozottik, valamely x € Z esetén:

<p,q>€E RC Dy x D) <= p+#qés p># z*(mod ¢ ).
Legyen d € D,, és
d=p1-p2-... Pn, pr<p2<...<pp (p;€P,1<j<n).

Ekkor elkészitiink egy H(d) grafot, amely csucsainak halmaza: S, = {1,2,...,n},
tovabbé két cstcs (i és j) szomszédos akkor és csak akkor, ha < p;,p; >€ R
minden i # j-re.

Egy S, cstcshalmazzal rendelkezé G grafot péaratlan grafnak neveziink, ha
a kovetkezd tulajdonsaggal rendelkezik: barmely két Sy-et lefedd, nemiires, dis-
zjunkt,: X, Y halmazra val6 szétbontasa utén,

e vagy létezik olyan x € X, amely G-ben paratlan szami Y-beli csiiccsal lesz
Osszekotve,

e vagy létezik olyan y € Y, amely G-ben paratlan szamu X-beli csiicesal lesz
osszekotve.

1.3.1. Tétel. (Cremona-Odoni [2]:) Ha d € D, és H(d) egy pdratlan grdf,
akkor d negativ Pell-szam.

Megjegyzés. Ha az 2% — dy? = —1 diofantikus egyenletnek pozitiv =,y par esetén

van megoldéasa, akkor d-t negativ Pell-szamnak nevezik.
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1.3.2. Tétel. Legyen d € Zs, és w(d) > 2, ahol w d kiilonbézé primosztdi-
nak szdmdt adja meg. FEkkor, ha létezik egy < «, B,y > primitiv Pitagoraszi-
szdmhdrmas, és a,b pozitiv, eqymdshoz relativ prim, egészek ugy, hogy:

d=a*>+v*, |a-a—pF b =1,

akkor
h(d) > 1.

A fenti két tétel és a megjegyzés segitségével az alabbi kdvetkezményre jutunk.
1. Kovetkezmény. Ha d € D,, n > 2 és H(d) egy pdratlan grdf, akkor h(d)>1.

A szemléletesség kedvéért menjiink végig két példan. ElsGként a diofantikus
egyenlettel kell foglalkoznunk. Ehhez olyan primeket kell keresniink, amelyek 1-et
adnak maradékul modulo 4.

In [36]: A=[]
for i in range(150):
if is prime(i) and mod(i,4)==1:
A=A+[1];
pretty print(a)

[5,13,17,29,37,41, 53,61, 73,89, 97, 101, 109, 113, 137, 149)]

Ezutén kivalasztunk tetszéleges szdmu primet, és Osszeszorozzuk &ket. Ez
adja meg a d értékét. Majd a diofantikus egyenletet megoldva, ha nem kapunk
megoldast, akkor paros grafrol lesz szo, ha pedig lesz megoldasunk, akkor annak

szamossaga végtelen sok lesz.
A graf a kovetkezdképpen készithets el:

def PellGraph(L):
n=len (L)
Sn=[1..n]
G=Graph ()
G.add_vertices(Sn)
E=[(a,b) for a in Sn for b in Sn if not Integers(L[b—1]"3)(L[a
—1]73).is_square ()]
G.add edges(E)
return G

Két kidolgozott példa a kiilonboz6 paritasokat Osszehasonlitva a kdvetkezs

oldalon talalhaté.
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Primek [17,29,37,41,53, 61, 73]

d 176506646929

Diofantikus egyenlet x? — 176506646929y% = —1
Megoldas [

Feszitéfak szama(Paritas)

612 (paros)

Graph on 7 vertices

Gréaf képe
Primek [5,17,37,53,73,97,109]
d 128652316865

Diofantikus egyenlet

22 — 128652316865y% = —1

Megoldas

végtelen sok

Feszit6éfak szama(Paritas)

593 (paratlan)

Graf képe

Graph on 7 vertices







2. DIOFANTIKUS EGYENLETRENDSZER
ALTALANOSAN

2.1. A vizsgalt diofantikus egyenletrendszer bemutatasa

A diofantikus egyenletek megoldasa a szamelmélettel foglalkozd kutatok régodta
fennélld célja. Sokan, koztiik Briggs és tarsai is, vizsgaltak a pozitiv megoldasok
szaméat egy véges diofantikus egyenletrendszerben. A szakdolgozat elején emlitett
cikket [1] felhasznalva az alabbiakban ismertetni fogom az altalunk vizsgalt prob-
léma alapjat.

Tekintsiik a nemlinearis diofantikus egyenletek egy specialis rendszerét, amely
a kovetkezSképpen konstrualhato:

a1+ ai2 =ay a2 (2.1.1)

az1+ a2 =ai1-ai2.

A (2.1.1) egyenletrendszernek véges szamu pozitiv megoldésa kell, hogy legyen.

A kérdés az, hogy a pozitiv megoldasok szdma akkor is véges maradna, ha
az egyenletek szamat novelnék. Azaz, hogy az alabbi nemlineéris diofantikus
egyenletrendszernek véges sok pozitiv megoldasa van-e?

a1 tai2 =az1 a2
az1 + a2 = as-as?

)

(2.1.2)

an—1,1 + Gn—12 = Qp,1 - An2

Qp,1 +an2 =a11-a12.

A valasz pedig az lesz, hogy igen. A fontosabb kérdést, az veti fel, hogy a
megoldasok tényleges szdméat, hogyan talalhatjuk meg adott n esetén.

13
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2.2. Megoldasok szamanak keresési médszerei

2.2.1. Grafelméleti megkdozelités
Szomszédsagi matrix

Tekintsiik a kovetkez6 végtelen iranyitott gréafot:

Gomo

A csiicsok lesznek a pozitiv egészek, tovabbé él fut m-bdl n-be, ha létezik olyan
a, b pozitiv egész parok, hogy a-b=m és a+b=n.

Példaul van egy él 5 és 6 kozott, mert 5-1 =5és 5+ 1 = 6. Fut egy él a 6-bol
az 5-be, mert 2-3=6és2+3 =5.

Az élek szama, amelyek kiinduldépontja egy n csomopontbdl kiindulo élek sza-
ma az n azon osztoinak szdma, amelyek kisebbek vagy egyenlGek /n-nél, és az
n csomopontban végzdds élek szdma egyenld n also egészrészével. Az éleket m-
t6l (m — k)-ig tartd (k > 0) (k hosszisagt) csiuszdanak nevezziik (a Chutes and
Ladders tarsasjaték analogiajara). A k hossztsagu csuszdak szdma megegyezik
a (k4 1) osztok szamaval, amelyek kisebbek vagy egyenlGek /n + 1-nél. A graf
jelentGsége az, hogy minden n hosszusagu zart séta megoldast jelent a (2.1.2)
egyenletekre.

Példdul n = 5 esetén a 6 - 7 — 8 - 6 — 5 — 6 zart séta, a kovetkez§
megoldasnak lesz a megfeleltetése:

6+1="7-1
T+1=2-4
24+4=2-3 (2.2.1)
2+3=1-5
1+5=1-6

Tekintsiik a grafhoz tartozo végtelen szomszédsagi matrixot (a matrixot jelolje:
A). A matrix ritka abban az értelemben, hogy véges sok kivétellel,a soraiban és
oszlopaiban szerepl6 értékek 0-k lesznek. Az AF matrix n-edik 4tloja tartalmazni
fogja az m-edik cstucsbol induld zéart sétak szamét. Az n-edik csicsboél indulo
k hosszusaga zart séték kiszamitasdhoz elegendd a bal fels6 négyzetes alméatrix
k-adik hatvanyat megkeresni, amely egy (2k + 4) dimenzi6ju matrix lesz.
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Viszont az igy megszamlalt sétdk nem feltétlentil lesznek kiilonbozéek. A
(2.1.2) egyenletek kiilonallo megoldasainak szaméra az altalunk felhasznalt cikk
[1] ir6i egyeldre csak egy felss hatart tudtak megallapitani.

2.2.2. Kidolgozott médszer

Némi kutatas utan képesek voltunk kidolgozni egy algoritmust a SageMath keretein
beliil, amellyel lehetséges nagyszama megoldasokat meghatarozni a (2.1.1) egyen-
letrendszerre. Szimmetriatorést alkalmazva az ekvivalens megoldasokat ki lehet

szdrni.
A SageMath kod a kévetkezd:
def Gmn(m,n):
S=[k for k in [t.rhs() for t in solve(x*(n—=x)=—m,x) if t.rhs() in
77 if k>0]

if len(S)>0:
return True,S
else:
return False ,S

def eqsys(L):
x=var(’x’)
MO=[];
for i in [0..len(L) —1]:
if (i+1l)<len(L)—1:
a=L[1i+1];
b=L[i];
sol=solve (xx(a—x)—b,x)
if len(sol)==2:
MO. append (sol)
else:
MO. append ([sol [0] ,sol [0]])
else:
a=L[0];
b=L[i];
if al=b:
sol=solve (x*(a—x)—b,x)
if len(sol)==2:
MO. append (sol)
else:
MO. append ([ sol [0] ,sol [0]])
Mil=[sorted ([(MO[i][0]) .rhs() ,(MO[i][1]) .rhs()]) for i in [O0..len(
Mo) —1]]
return Ml

def is EQ(L1,L2):
n=len (L1)
LO=[[L1[(k+t)%n] for k in [0..n—1]|] for t in [1..n—1]]
return L2 in LO
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def GGraph(k):
G=DiGraph(multiedges=True, loops=True)
for u in [1..2xk+4]:
for v in [1..2xk+4]:
IH ,MO=Gmmn(u, v)
if IH:
for s in MO:
t=u//ZZ(s)
w=str (sorted ([s,t]))
if not (u,v,w) in G.edges()
G.add edge((u,v,w))
Kall = G.all cycles iterator(starting vertices=[4..2xk+4],
max_length=k+1)

Kjo=[t for t in Kall if len(t)=—k+1]|
KjoEQ=]]

for t in Kjo:

if Set(t)—Set ([4]):

KjoEQ. append ([[2 ,2]

for w in
else:

[1..len(t) —1]])

KjoEQ . append (eqsys (t))
return KjoEQ

W=GGraph (k)
SOL=W[0]]
for t in [1..len(W)—1]:

if not True in [is EQ(s,W[t]) for s in SOL]:
SOL. append (W[t ])
for s in [0..len(SOL) —1]:
M=SOL| s |

pretty print(s+1,".

megoldas: ")
for i in [0..len(M) —1]:
if (i+1)<k:
pretty print(M[i][1], "+", M[i][O0], "=" , M[i+1][1], "«"
CM[i +1][0])
else:

pretty print (M[i][1], "+", M[i][O0], "=" , M[O][1], "«"
M[O][0])
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Kis n-ekre a megoldasokat egy tablazatban szemléltetném:
242=2-2
n=1
[1,1]
llIi] IZ?S]
' /
1 3]\ /[1‘ 4]
&
_, |2t2=22 5+1=2-3
"T% let2=2.2 24+3=5-1
[1,1] [1,1]
® ®
1,2] L7 1, 2] [1,7]
[2,4] { 2, 4]
[1‘3] 1, 6] .
4
o p
242=2-2 64+1=7-1
n=3 [2+2=2-2 - T+1=4-2 D
9492=2.2 A 4142=6-1 s
2] [1,9] [1,2] [1,9]
{ A ¢ ;
[1,3] [2.517 [1.8] [1,3] [2,517 [1,8]
.
) A 8 4
==l g L5 =4
[2‘417,
RN T
242=2-2 5+1=3-2
, | 2t2=2:2 D 3+2=5-1 L@

n = o . o X
2+2:22 Ez]}9 [1,11] 5+1:32 22]/® [1,11]
2942=2.2| ¢ B |3+2=5.1| ¢ 3

1, 3] [1,10] [1,3] 1, 10]
v
i s s
t";i 3.3 e ?z"ifé e ot
DrAdS DreMe
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6+1=7-1 7T+1=8-1
. T+1=8-1 8+1=9-1
"= 8+1=3-3 9+1=5-2
3+3=6-1 542=7-1
2492=2-2 541=6-1
2+2:22 . 5 ®';m] 6+1:71 M/@MN ®‘;“,
n=>5 242=2-2 9‘ \Q 7T+1=4-2 59‘ @
242=2.2 5 oy 44+42=3-2 é“ "
242=2.2 @] Lo 8 |1 3+2=5-1] % 1,
©
8+1=9-1
9+1=10-1
n=5 |[10+1=11-1 ¢” ‘‘‘‘
1141=6-2 ;’

6+2=8-1




3. ALGORITMUSOK OSSZEHASONLITASA

3.1. Python kéd

A Briggs és tarsai altal irt cikkben [1] legyartottak egy Python kodot, amely
elegendd id§ és szamitasi teljesitmény esetén megtalalja a felhasznalé szaméra a
sorozat barmely kivant tagjat.

A felhasznalt Python kod:

import math
import sys
k=int (raw_input(’Specify n (number of equations): ’))
sols =[]
temp =[]
a={}
b={}
c={}
d={}
def check(k,level):
if level<k:
if a[level —1]+b[level —1]==a[level|xb[level |:
return True
else:
return False
if level=k:
if a[level —1]+b[level —1]==a[level|xb[level] and a[level]+b]
level]==a[l]*b[1]:
return True
else:
return False

def assign_the c(lev):
t=int (math. floor (math.sqrt (a[lev|xb[lev])))+1
return t
def assign the d(level):
t=int (math. floor ((a[level —1]+b[level —1])/a[level]))+1
return t
def is rotation of(listl ,list2):
lengthl=len (list1)
for i in range(len(listl)):
if list2=—list1l[i:lengthl]+1list1 [0:1i]:
return True
return False

19
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def add to list(k,a,b,sols):
t=ll
for i in range(k):
t+=[la]i+1],b[1+1]]]
for item in sols:
if is_rotation of(t,item): return sols
return sols+[t]
def loop attempt(k,lev,a,b,c,d,sols):

if lev==1:
n=2xk+3
for il in range(1,2):
a[l]=i1

for b[1] in range(l,n):
c[l]=assign_the c(1)
for a[2] in range(l,c[1l]):
d[2]=assign the d(2)
sols=loop attempt(k,2,a,b,c,d,sols)
return sols
elif lev=k:
for b[lev] in range(a[lev],d[lev]):
if check(k,lev):
sols=add to_ list(k,a,b,sols)
return sols
else:
for b[lev] in range(a[lev],d[lev]):
if check(k,lev):
c[lev]=assign the c(lev)
for a[lev+1] in range(l,c|[lev]):
d[lev+1]=assign the d(lev+1)
sols=loop attempt(k,lev+1l,a,b,c,d,sols)
return sols
trivsol =[]

for i in range(k):

trivsol.append ([2,2])
sols .append(trivsol)
details=raw _input(’\nView (n)umber of solutions or (d)etails? )
sols=loop attempt(k,1,a,b,c,d,sols)
if details='n"’:

print len(sols)
if details='d’:

for item in sols:

print item
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A futasi id6 mellett, més probléma is akad az algoritmussal. A kimenetet
vizsgalva, méar kis n értéknél sem adnak megfelel eredményt.

Ha megnézziik az n = 3, és n = 5 eseteket akkor a kovetkezsket kapjuk:

Specify n (number of equations): 3

View (n)umber of solutions or (d)etails? d
[[27 2]’ [2’ 2]7 [27 2]]

[[17 6]7 [17 7]7 [27 4”

>>>

Specify n (number of equations): 5

View (n)umber of solutions or (d)etails? d
[z, 21, (2, 2], [2, 2], [2, 2], [2, 2]]
({1, 5], [t, 6], [1, 7], [2, 4], [2, 3]]
(fr, 8, [1, 9], [1, 10], [1, 11], [2, 6]]

A tablazatban kigytijtott megoldasokkal Gsszevetve lathato, hogy ebben a két
esetben jol futott a program, és megkaptuk az Gsszes lehetséges megoldést.

Vizsgaljuk meg n = 6-ot illetGen milyen eredményeket kapunk:

Specify n (number of equations): 6
View (n)umber of solutions or (d)etails? d

(2, 2J, [2, 2], [2, 2], [2, 2], [2, 2], [2, 2]];
({1, sf, [2, 3], [1, 5], [2, 3], [L, 5], [2, 3]];
({1, 6], [1, 7], [2, 4], [1, 6], [L, 7], [2, 4]];
((r, 7}, [t, 8], [t, 9], [1, 10], [1, 11], [3, 4]];
[fx, 9y, [1, 10], [1, 11], [1, 12], [1, 13], [2, 7]];

Kimenetként 5 darab nem ekvivalens megoldast kaptunk, viszont, ha 6sszeha-
sonlitjuk az altalunk futtatott SageMath algoritmus eredményével, akkor észreve-
hetd, hogy egy megoldas hianyozni fog.
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24+2=2.2 5+1=3.2
242=2.2 34+2=5-1

S 242=2.2 5+1=3-2
242=2-2 3+2=5-1
242=2-2 54+1=3-2
242=2.2 34+2=5-1

6+1=7-1
7T+1=4-2
442=6-1
6+1="7-1
T+1=4-2
442=6-1
7+1=8-1 9+1=10-1
8+1=9-1 10+1=11-1

L | 9FLI=10-1 11+1=12-1
10+1=11-1 124+1=13-1
11+1=4-3 1341=7-2
443=7-1 8+2=9-1

Tovabbi Osszehasonlitasokat végezhetiink, azzal, hogy listazzuk a Briggs [1]
altal meghatarozott megoldasok szamat, az altalunk legyartottakkal.

Z;; ; ; n =14 37 70
o - . n=15 a7 97
- = . n—16 72 155

— . : n=17 93 219
122:6 . - n—18 145 351
n - . n=19 198 514
t - = n =20 303 815
o = o n=21 427 1228
— v = n =22 637 1918
T 5 5 n =23 917 2937
D o o n—=24| 1383 4614
E = 5 n=25] 2008 7111

A téablazatbol egyértelmien leolvashato, hogy Briggs [1] algoritmusa az n-ek

novekedésével, egyre tobb megoldast nem talal meg.



3.2. NAGYOBB N-RE VIZSGALAT

3.2. Nagyobb n-re vizsgalat

23

A SageMath program n = 17 esetén még jol tudja kezeli az algoritmust, azaz

viszonylag kevés id6 alatt eredményt ad.

Ekkor 219 kiilénb6z6 megoldast fogunk kapni, amit hosszt lenne listazni, igy

csak két megoldést tiintetnék fel:

Miésodik példa

Els6 példa
5+1=3-2
342=5-1
54+41=6-1
64+41="7-1
T+1=8-1
84+41=9-1
9+1=10-1
10+1=11-1
114+1=6-2

U
8§4+41=9-1
9+1=5-2
542="7-1
T+1=8-1
84+1=3-3
343=3.2
342=5-1

5+1=6-1
6+1=7-1
T+1=8-1
8+1=9-1
9+1=5-2
5+2=7-1
T+1=8-1
8+1=3-3
3+3=6-1
6+1=7-1
7T+1=8-1
8+1=9-1
9+1=5-2
O+2=7-1
T+1=4-2
4+2=3-2
3+2=5-1

@R\ 49

[1,10] =

(o) -“‘mwﬂ

ol [3,5] ¢

B0 eg,
e

4

- 8]
[3.11] [2,19]
[2, 18]

[3.12]

[« [3.10] [2 17]

=3

732

[T 31

[1.30]

(30)
e

[1, 28]






4. SZAMTANI SOROZATOKKAL VALO
KAPCSOLAT

Szakdolgozatom masodik részében attérnénk a megoldasok egy specialis esetének
vizsgalatara. Eddig a természetes szamok korében mozogtunk, most viszont
kvadratikus testekben is vizsgadlodunk. Tegyiik fel, hogy az x1, xs, . .., x, valtozok
egy szamtani sorozatot alkotnak tetsz6leges sorrendben. Célunk meghatarozni,
hogy adott n esetén hany megoldasa lehet az egyenletrendszernek. Illetve, ha
feltételiinket modositjuk, és csak az x-ek egy kollektiv csoportjanak kell szamtani
sorozatot alkotnia, akkor héany tag utan fog bekdvetkezni az, hogy a trivialis csupa
nulla és csupa kettesen kiviil nem fogunk més megoldéast kapni.

4.1. Rezultans mddszer

Szamitasaink megkonnyitéséhez bevezetjiik a rezultans fogalmat. A rezultédns
képes meghatérozni két polinom kozos gyokeit. Tobbvaltozos esetben fogjuk
hasznélni, ami annyit tesz, hogy 1épésenként eliminaljuk a valtozokat, addig amig
egyvaltozos polinomra nem redukaljuk egyenletrendszeriinket.

4.1.1. Definici6. Legyenek f és g polinomok az R[z] polinomgytiri elemei; jelolje
f fokat m, g fokat n. Az R gytiriirél feltessziik, hogy kommutativ és egységelemes.
f=fot+ iX+...+ fu X" és g=go+t g X +...+g X"

Ekkor a két polinom rezultansa a Sylvester-méatrix determinénsa:

Im  fm—1 o
f’m fm—l e fO
fm fm—l to fO
Res(f,g) = det
(f g) gn In—-1 e g0
In In—1 9o
In  YGn-1 - Go

25
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A métrix m sorban tartalmazza f egyiitthatoit, és n sorban g egyiitthatoéit, a
t6bbi koordindtaja nulla. Tehat a Sylvester-méatrix négyzetes, m + n sorral és
oszloppal.

4.2. Négy ismeretlenes eset

4.2.1. Gyokkeresés

Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:

T+ Ty =T3- T4

T3+ x4 = 21 - To. (4.2.1)

Tegyiik fel, hogy x1,xs, 23,24 szamtani sorozatot alkot. Ekkor a tovabbi két
egyenlettel bévithetjiik egyenletrendszeriinket:

T1 + x3 = 229
T + x4 = 223. (4.2.2)

SageMath-ban is 1étrehozzuk egyenleteinket:

P.<x1,x2,x3,x4>=QQ[]
f1=x14x2—x3xx4
f2=x3+x4—x1%xx2
f3=x1+x3—2%x2
f4=x2+x4—2%x3

Majd elkezdjiik a rezultdns alkalmazéséaval eliminalni a valtozdkat. ElGszor
x1-et tintetjik el

gl=f1l.resultant (f2 ,x1)
g2=f1.resultant (f3 ,x1)
g3=fl.resultant (f4 ,x1)

Ekkor:

gl = —29-23 24+ 23+ 23+ 24
g2 =x3-x4 — 322 + T3

g3 = x2 — 213 + T4.

x9-vel folytatva:

hl=gl.resultant (g2,x2)
h2=gl.resultant (g3,x2)

hl = —2x3 - x5 — 23 - x4 + 23 + 923 + 924

h2:—230%~:1:4+x3-mi+4m§—4x3-x4+xi+$3+m4.
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Végiil a hl egyenletbdl kifejezziik x4-et. Ekkor egy negyedfoku, egyvéltozos poli-
nomot kapunk eredménytil:

42§ — 62 + 902§ — 25625 + 5162 — 216025 + 280027.
Ezt faktorizalva:
223 - (x4 — 2)% - (23 + 224 + 10) - (223 + x4 + 35)

megkapjuk a 0-t és 2-t megoldasul, tovabba két masodfoki polinomot, amelyek
gyOkeit az aldbbiakban vizsgaljuk.

A 222 + x4 + 35 polinom vizsgélataval kezdenénk. Az alabbi négy tablazat-
bol latszik, hogy ez a polinom nem fog megoldast adni az egyenletrendszertinkre
hiszen mar az w3, x4 értékek kozil sem kapunk olyan part, amely kozos gyoke
lenne a megadott polinomoknak. Ez a tablazatok utols6 soraibdl kdvetkezteth-
et6, ugyanis, ha a h2-t kiértékeljiik, az x3, x4 helyeken, akkor 0-t kellene kapnunk,
ha ko6z6s gyokok lennének. Nullatol kiilonbozé értékeket kaptunk, igy megallunk

ennek a polinomnak a vizsgalataval, és attériink a masikra.

5. v2(i V6245 12)
3, /63v3 + 3L /3l -

h2(x3,x4) | — 885

L\/5(—2'\/_2+5\/_)
h2(x3,24) | & V62V3IV2 + 220 v/62v2 — 330 1/31 — 33

3iv31—1 1—16x/_('\/_—7f)
h2(z3,a) | & V62V31V2 — 33iv62V2 4+ 350 /31 — 35

%i\/3_—l \/5(—“/_24-5\/_)
h2(x3,4) \/_\/_\/_—I— 290v62v2 — 2i/31 — 2
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Az 23 4 224+ 10 polinom két megoldas ad vissza. Az egyiknek a differenciaja
—2i, a méasiknak 2i lesz. Tehat mindkét megoldasunk a Q(7)-bol szarmazik.

Polinom z3 + 224 + 10
x4 —3i—1 3t—1
h2(z3,mq) | Bi— 2 — 35— 50
Z2
92(x2, 23, x4)
1 3t —1 —3i—1
1 =3i—1 1 =—-31—1
. $2:i—1 Z‘QZ—i—l
Megoldasok . )
r3=—1—1 r3=1—1
1 =-3—1 1 =31—1

4.2.2. Permutacié az 6sszes megoldas elballitasara

Az z;-k sorrendjének megvalasztasa négyvaltozos esetben 4!, azaz 24-féleképpen
torténhet. Ezek listdzasa nem igényel nagy idSbefektetést a SageMath segitségév-
el.

P.<x1,x2,x3,x4>=QQ[]

g=P.gens ()
G=[k for k in g]
PG=Permutations (Q)

S4=[]

MO=/]

I1=[x1+x2-—x3%x4 ,x3+x4—x1%x2]
for t in PG:

I2=[t[0]+t[2] =2t [1] ,t[1]+t[3] —2*t[2]]

I=ideal (I1+12)

Igb=I.groebner basis()

pretty print(t)

pretty print(Igb)

pretty print(ideal(Igb).variety (ring=QQbar))

S4-=84+[Igb |

MO-MO+[ideal (Igh) . variety (ring=QQbar) |

Elgszor megkeressiik a generdtorelemeket, majd segitségiikkel elkészitjiik az

elemek Osszes permutécidjat. Ezutdn végigmegyiink az egyes permutacidkon, és
idealfaktorizacioval, illetve Groebner-bazis kereséssel probaljuk csokkenteni az is-
meretlenek szamat. A ciklus lefutdsa utan kapunk 24 listat, amely 5-5 egyenletet
tartalmazni. Végiil a rezultans-moédszert alkalmazva soronként, kapunk 1-1 olyan
negyedfokid polinomot, amely mar csak egyetlen ismeretlent fog tartalmazni. Ezt
faktorizédlva, pedig megkapjuk minden esetben megoldésként a nullét illetve a ket-
t6t. A két trivialis megoldas mellett megjelenhet legfeljebb két polinom, amelyek
gyokei mar a Q(i) testbdl fognak kikeriilni, azaz Gauss-egészeket kapunk.
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Az algoritmus lefutdsa utéan az els6 négy permutéciéra az alabbi kimentet
kapjuk:

[x1, x2, x3, x4]
-

, . P 10 . . -
ay — 4wy + 3lay, ay + .—;.i."‘ Gy + TJ'.LJ.‘:H‘.‘, bag + g, xy — 3w + 2y, a0 — 223 + 2y

{x4: 0, x3: 0, x2: 0, x1: O}, {x4: 2, x3: 2, x2: 2, x1: 2},

{x4: -1 - 3*I, x3: -1 - 1*I, x2: -1 + 1*%T, x1: -1 + 3#TF {xd: -1 + 3*T, x3: -1 + 1*I, x2: -1 - 1%I, x1: -1 - 3%I}

[x1, x2, x4, x3]

2 2 « « q ¥
.4‘ 3wy — by + Ty, xy + 3wy + 10wg — 18xy, gy + Jig — Sy, vy + 2 — 3y, e + 23 — 2y

[{x4: 0, x3: 0, x2: 0, x1: O}, {x4: 2, x3: 2, x2: 2, x1: 2},

{x4d: -1 - 1*I, x3: -1 - 3*I, x2: -1 + 1*I, =1: -1 + 3*I},{x4: -1 + 1%I, x3: -1 + 3*I, x2: -1 - 1*xI, xi1: -1 - 3*I}

> s 1 4 3 1 1 1
Ao Rt - St Dl e V. e e s 'y
x 2z Ly, ¥ Ly, 3Ly Ty, &y Ly, L @ @
4 4 — Oy, Ly 3 4 3 4 (RS 9 9 2 i 9 L

[{x4: 0, x3: 0, x2: 0, x1: O} {x4: 2, x3: 2, x2: 2, xl: 2},

{x4: 2, x3: -2, x2: 0, xt: -4}, {x4: -4, x3: 0, x2: -2, x1: 2}

[x1, =3, =4, x2]
02 5 5 . . .
oy — day + k3 + 2,25 + 2y — 203 — 22y, 2324 — B3 — Ly, 01 — 283 + Xa, T2+ 23 — 24

[{x4: 0, x3: 0, x2: 0, x1: O}, {x4: 2, x3: 2, x2: 2, x1: 2}:

A harmadik esetben, ha az x;-ket {x1,x3,x2, 24} sorrendben vélasztjuk meg,
akkor bejon egy olyan megoldas, ahol negativak is megjelennek, nevezetesen a
{—4,-2,0,2} sorozat, ami a kezdeti feltételnek, miszerint pozitiv megoldasokat
keresiink, nem fog megfelelni.
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4.3. Hat ismeretlenes eset

4.3.1. Gyokkeresés

A hat ismeretlenre val6 bévités, nem fog nagy nehézséget okozni, hasonléan tudjuk
majd kezelni, mint a négy ismeretlenes egyenletrendszeriinket.

Vizsgaljuk tehéat az alabbi egyenletrendszert:

T+ To = T3 T4

T3+ x4 = Ts5 - T

s+ Tg = T1 - To

T + T3 = 2x9 (4.3.1)
To + x4 = 273

T3+ x5 = 214

T4 + x5 = 275.

Az algoritmusunk a kovetkezs:

P.<x1,x2,x3,x4,x5,x6>=QQ[]
g=P.gens ()
G=[k for k in g]
PG=Permutations (G)
S6=(]
I1=[x14+x2—x3*x4 , x34+x4—x5*x6 , x5+x6—x1*%x2 |
for t in PG:
I2=[t[0]+t[2] =2t [1] ,t[1]+t[3]—2xt[2],t[2]+t[4]—2*t[3],t[3]+¢
[5]—2xt [4]]
I=ideal (11+12)
Igb=I.groebner basis ()
print (t,ideal (Igb).variety (ring=QQbar))
S6=S6+[Igb |

Mivel hat ismeretlentink van, és hét egyenletiink, igy a rendszer tilhatarozott.
Tovabba, jelen esetben ez azt is maga utan vonja, hogy az idealok 0 dimenzidsak
lesznek, igy a rezultdnsos modszert alkalmazva, olyan egyvaltozos egyenleteket
kapunk, amelyekbél az adott valtozo Gsszes lehetséges megoldéasat visszakapjuk.
Viszont jelen esetben, csak a trividlis megoldasokat fogjuk 6!, azaz 720 soron
keresztiil kimenetként latni.

[x6, x5, x4, x3, x2, x1],

{x6: 0, x5: 0, x4: 0, x3: 0, x2: 0, x1: 0},
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4.4. Osszegzés

Az altalunk vizsgalt diofantikus egyenletrendszernek, ha barmely eleme nulla lesz,
akkor az egész egyenletrendszer nullakboél fog felépiilni, igy ezzel az esettel nem
foglalkozunk, ugyanis az eredeti célkitiizésben is csak a pozitiv megoldasokat vet-
tiik figyelembe.

Ha az egyenletrendszer els6 négy tagja szamtani sorozatot alkot, akkor nem
kapunk semmilyen specidlis esetet, ugyanis a Gauss-egészek kozott talalhatunk
nem trivialis megoldasokat. Ezzel szemben, ha ez legalabb hat tagra fog teljesiilni,
akkor feltehets hogy, a csupa kettes megoldason kiviil nem fogunk mast talalni.
Viszont ezt egyel6re nem sikeriilt bizonyitani.
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