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1. BEVEZETES

A Geogebra egy altalanos céla dinamikus matematikai segédprogram, amit
matematikai abrazolas céljabol fejlesztettek ki. Kiemelkedik a tobbi hasonlé pro-
gram kozil kénnyd kezelhetségével, és sokoldalusagaval. Ezen kiviil elényei a
szabad hozzéaférhetsség és hasznalat, a platform fiiggetlenség (operacios rendszer
fiiggetlen) és az, hogy van magyar nyelvii valtozata.

Ez a szakdolgozat a Geogebra program néhany gyakorlati alkalmazasat muta-
tja be. Segitséget jelenthet az dltaldanos vagy kozépiskoldban matematikat tanito
tandroknak, a didkjaiknak, vagy barkinek akit érdekel a program abban, hogy
megismerkedhessenek annak hasznalati modjaval. Segitségével a tanarok szine-
sebbé tehetik a matematika 6rakat, rugalmasabban és pontosabban szerkeszthet-
nek vagy szemléltethetnek. Igy a didkok érdekesebb matematika érdkon vehetnek
részt, ezeken konnyebben kovethetik a szerkesztéseket, maguk is megtanulhatjak
a program hasznalatat, szert téve nemcsak matematikai, hanem informatikai is-
meretekre is. Igy a program hasznélata motivacioként is hasznos lehet.

Ezen kivil a Geogebra azoknak is segitséget nyujthat, akik valamilyen ok
miatt nem tudnak papir alapt szerkesztéseket elvégezni. Lehetévé teszi a pon-
tos szerkesztést és az utélagos modositasokat, elkeriilve az Gjraszerkesztés sziik-
ségességét. Végig lehet futtatni gombnyomasra a szerkesztés 1épéseit. Van benne
nyomvonal kovetési lehetdség, ami hasznos a mértani helyek meghatarozésaban,
animicié készitési lehetdség, valamint makréd segitségével ) eszkozoket is lehet
létrehozni.

Az els6 témakorben a Geogebra programot mutatom be. A mésodikban az
egyenletek témakorében hasznalhato alkalmazést ismertetem. A harmadik té-
makdrben a Geogebra egy geometriai alkalmazasa kovetkezik. Ebben a fejezetben
bizonyitis szemléltetésére is haszndlom a programot. A negyedik fejezetben az
analizis témakdrében az integral egy latvanyos szemléltetési modjaval folytatom.
Az utolsé részben szintén analizis témakorben a program lehet&ségeit vazolom fel
egy fliggvényvizsgalat esetén. Minden alkalmazas esetén, az elméleti rész utéan,
részletesen leirom annak készitési modjat gy, hogy azt barki végig tudja vin-
ni. Kzzel szandékszom azokat az olvasokat segiteni, akik nem rendelkeznek sok
szamitégépes gyakorlattal. Ezek a példédk nem fedik le az egyes témakorok min-
den részét, de elég altalanosak ahhoz, hogy sok teriileten alkalmazhassuk &ket.
Altaldban ehhez csak kisebb modositasok sziikségesek.



2. A Geogebra PROGRAM

A Geogebra egy kozépiskolai matematika oktatasi segédprogramnak szant szoft-
ver, melynek kitalaloja és készitGje Markus Hohenwarter. Az altalam hasznélt
verzid a 2007. augusztus 9.-én megjelent 3.0 verzi6. A program szabad-hozzaférésd.
Mikodéséhez Java futtatd kornyezet sziikséges, amit szintén dijmentesen letolt-
hetiink az internetrél. Ez biztositja a program szaméra a platform fiiggetlenséget.

A dinamikus matematikai szoftvereknek, amelyek kozé a targyalt program is
tartozik, néhany jellemz6 szolgaltatasat sorolom fel:

» [nteraktivitds - az abrazolt pontok kozott logikai kapcsolat van, azaz van
olyan pont amit mi tesziink a rajzlapra, ezeket bézis pontoknak szoktuk
nevezni, és olyanok amiket ezekb6l szdrmaztatunk; a bazispontok helyének
véltoztatasaval a tobbi pont ami ezektdl fligg is elmozdul,;

» Szerkesztés lépéseinek visszajdtszdsa - a program megjegyzi a szerkesztés
lépéseit, és igy utdlag barmikor visszanézhetjiik, vagy levetithetjiik az elére
elkészitett szerkesztést;

» Animdcid készités - altalaban azt jelenti, hogy a bazispontot végig vezeti
egy alakzaton és mindig a megfelel§ abra jelenik meg;

» Nyomwonal megjelenités - a bazispont végig fut egy alakzaton és a tdéle
fligeg pont vonalat hiiz maga utan, igy nyomvonal jelenik meg; ezt altalaban
mértani hely meghatarozasanal lehet j6l hasznalni;

» Makré készités - A program képes 1j eszkozt létrehozni, megjegyez egy
miiveletsort, amit gombnyomésra elvégez barmikor.

Fontos megemliteni, hogy a Geogebra fel van szerelve a makrd készités le-
hetgségével, ami 0] eszkoz0k létrehozasara ad lehet&séget, Ggy hogy a program
megjegyez tobb 1épésbdl allé miveletsort, amit e gomb segitségével barmikor egy
kattintasra elvégezhetiink.

A Geogebra ablakanak felépitése:

> Mendisor - a program egyéb funkci6it, bedllitdsait lehet itt elvégezni, az
eszkozoket innen nem lehet elérni, azokat az eszkdztarbdl lehet kivalasztani;
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2.1. abra.

Eszkiztar - itt elérhet6 minden szerkesztési eszkoz vizudlisan gombokkal,
de ha ravissziik az egér mutatojat, akkor szovegesen is megjelenik az eszkoz
neve;

Parancssor - itt lehet beirni adatokat szdvegesen, algebrai alakban; amikor
egy ilyen sort befrunk, megjelenik a megfelel alakban, az algebrai ablakban
és a megfelel§ rajz a geometriai ablakban; ennek szintaktikija részletezve
van a sugoéban;

Algebrai ablak - ebben az objektumok jelennek meg képlettel, van szabad
alakzat, fiiggs alakzat és segéd alakzat; a szabad alakzat példaul pont esetén
a béazispont, tehat amit mozgatni lehet; a fiiggs alakzat az, ami egyiitt
mozog az elmozditott szabad alakzattal; a segéd alakzat pedig olyan, amit
mi jel6lhetiink, annak Tulajdonsdgok meniijében és késébb amikor akarjuk
eltiintethets a rajzlaprol;

Geometria ablak (rajzlap) - ez a program rajzold része, itt jelennek meg
az alakzatok sikba rajzolva; ha ezen az ablakon ravissziikk az egeret egy
alakzatra, akkor megjelenik egy leirdsa; ha kétszer rakattintunk az egér bal
gombjaval egy objektumra, akkor megjelenik a Tulajdonsdgok parbeszéd-
ablak, ahol egyébként jobb oldalon a t6bbi alakzat is fel van sorolva;



FEJEZET 2. A GEOGEBRA PROGRAM 5

> Navigdcids eszkéztdr - arra szolgél, hogy a szerkesztés 1épései kozott 1épeges-
siink; a Lejdtszds gombbal automatikusan lejatssza a program a szerkesztés
lépéseit; a Szerkesztd Protokol gombbal pedig egy tablazatban jeleniti meg a
lépéseket, a definicidkat, a megfelels parancsokat, és itt lehet téréspontokat
létrehozni.

A programnak nagyon j6 magyar nyelvi sugdja van, ezért nem sorolom fel
a parancsokat, és alakzat eszkoztarbol vald létrehozédsdnak modjat. Ezekkel a
kés6bbiekben az alkalmazéisok készitésének leirasaban foglalkozom.

A szamok esetében a tizedesvesszl jele a pont és a programot be lehet allitani,
hogy hany tizedes jeggyel szamoljon a Bedllitdsok menii Tizedes Hely meniipon-
tjaban.

Nagyon hasznos, hogy a parancssorban van stigé, a Parancs gomb megnyoma-
séval a rajzlaprol, vagy az algebra ablakbol vilaszthatunk objektumot. Lista van
matematikai jelekkel, operatorokkal és az 6sszes paranccsal, amit egy kattintéssal
beilleszt a program a parancssor adatbeviteli mez§jébe.



3. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK
MEGOLDASA Geogebrdval

3.1. Az egyenlet, egyenlGtlenség

Az egyenletet, illetve egyenlGtlenséget tobbféleképpen megkozelithetjiik. Ha
az altaldnos iskoldban is hasznalt megkozelitést hasznaljuk, akkor az egyenletrsl
azt mondjuk, hogy olyan nyitott (hidnyos) mondat, amely gy irhato le, hogy ket
kifejezés kozé az egyenlGség jelét tessziik. A tovabbiakban alaphalmazként a valos
szamok halmazat hasznaljuk.

Példa:

3z —2=2z+2,
20° + 5y + 3 =5y — 1.

Egyenldtlenség esetén ez a jel lehet: < (kisebb), < (kisebb egyenls), > (na-
gyobb), > (nagyobb egyenld), vagy a # (nem egyenls) jel.
Példa:

3r —2 < 2z + 2,
203 + 5> +3> 5y —T.

Az egyenletet, egyenlStlenséget tekinthetjiik, olyan nyitott mondatnak, ame-
lyet egy olyan logikai fiiggvényként (igaz, hamis) értelmezziik, melynek két oldalan
fiiggvények vannak.

Példa:

axr+b=cr+d,
a;r2+bw+c§dx+g.

Az egyenlet, egyenlGtlenség lehet algebrai vagy transzcendens egyenlet, asze-
rint, hogy a kifejezések algebrai kifejezések vagy nem (trigonometrikus, exponen-
cialis, logaritmikus).

Az alaphalmaz az a halmaz ahonnan valaszthatjuk a valtozo6 értékét. Azt az
értéket, amelyre az egyenlet vagy egyenlétlenség igaz, megoldasnak vagy gytknek
nevezziik. A megoldasok halmazat igazsaghalmaznak nevezziik. Ha az egyenlet,

6
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egyenl6tlenség minden adott értékre igaz akkor azonossagnak illetve azonos egyen-
I6tlenségnek nevezziik. Az egyenlet, egyenlGtlenség hatarozott, ha véges szami
értékre igaz, ellenkez§ esetben hatarozatlan.

Egyenletet és egyenl6tlenséget megoldani annyit jelent, mint meghatérozni az
igazsdghalmazat.

3.2. A masodfokl egyenlet

Az ax®+bx+c = 0 egyenletet, ahol a,b, ¢ € R és a # 0 masodfokn egyenletnek
nevezzik. A kiovetkezd masodfoku egyenleteket hidnyos méasodfoki egyenleteknek
nevezziik:

-haa#0,b#0,c=0 ,akkor az?® + bx = 0,
-haa#0,b=0,c#0 ,akkor az®+c=0.
A masodfoku egyenlet altaldnos megoldésa:
az?® +bx + ¢ = 0.
Els6 1épésként kiemeliink minden tagbdl a-t, és a kovetkez6t kapjuk:
a<x2+bx+c> =0.
a a

Megproébaljuk a kifejezést tgy atalakitani, hogy a zaréjelben két tag négyze-
tének a kiilonbségét kapjuk. Ehhez el6bb teljes négyzetté alakitunk:

( b)2 b? — dac
allz+-—) -2 =0
2a

Amennyiben b2 — 4ac > 0:
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Felhasznalva az (a® — b%) = (a + b) (a — b) azonosségot szorzatta alakitunk:

“ 2a 2a

b VE—1
x++“]

2a

Vb% — 4ac] _0

Egy szorzat akkor 0, ha valamely tényezGje 0. Igy a kovetkezéket irhatjuk:

@ x+%+ 2a
b+ Vb2 —4ac
T Y

b+ Vb? — dac

=TT,
—b— Vb%2 —4dac
Tl = )

2a

b \/b2—4ac] b
— | =0, T4+ — —

Tr9 — —

VbZ — 4ac] _0

2a 2a

b—Vb? —dac

T =0,

2a

b— Vb2 —4ac
2a ’

b+ V% — 4ac
- 2a ’

Ha b% — 4ac < 0, akkor a kovetkezd atalakitasokkat végezziik:

. b\? b2 — 4dac 0
€T _— _———m =
2a 4a? ’

2 b\’ 2
40" | v+ — | =b° —4ac.
2a
Most bevissziik a 4a?-t bevissziik a zarojelbe és egyszeriisitiink:
(2az + b)* = b? — 4ac.

A fenti egyenlet és a b — 4ac < 0 feltételekt dsszevetve a kovetkezd eredmeényt

kapjuk:
(202 + b)* <0,

ami valés szamok esetén lehetetlen, tehat ebben az esetben nincs valdés megoldas.
A masodfoku egyenlet megolddképlete:

—b+ Vb? — 4dac
2a '
A masodfokn egyenlet megoldasainak szama a diszkrimindnstél fiigg, amely-

T1,T2 =

nek képlete: D = b% — 4ac. A diszkriminans érteketdl fiiggden:
- ha D > 0, akkor két kiilénbo6z8 valés gyok van, x és xo,
- ha D =0, akkor egy(két egyenls) valos gyok van, z; = xo,

- ha D < 0, akkor nincs valés gycke az egyenletnek.
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3.3. A Geogebra alkalmazasa

A Geogebrdban mas matematikai programokkal ellentétben, amelyek csak meg-
adjak az egyenlet megoldasét, esetleg a megoldashoz vezet§ lépéseket, grafikus
iiton oldjuk meg ezeket. Ezért kapcsolatot teremt a fiiggvények, amelyeket gyakran
szoktunk abrazolni, és az ily médon mostmar szintén abrazolt egyenletek kozdtt.
Itt az egyenlet két oldalat abrazolandé fiiggvényeknek tekintjiik és a metszéspon-
tok a megoldasok. Az egyenlGtlenségek esetén szinten leolvashatéd a grafikonokbol
a megoldas.

A Geogebrdval nagyon sokféle egyenlet és egyenlGtlenség oldhaté meg, abra-
zolhaté.

Ebben a fejezetben az:

ar’ +br+c=d® +ex+ f (<,>)

alaku egyenletek, egyenlGtlenségek Geogebrdval valdé megoldésat targyalom.

Tehat egyismeretlenes, legfeljebb masodfoku algebrai egyenlet, vagy egyen-
16tlenség megoldésa a cél.

Azért van az egyenlet mindkét oldalan egy-egy masodfoku kifejezés, hogy a Ge-
ogebrdval valo megoldasa latvanyosabb legyen. Igy a megoldas nem egy parabola
(egyenes) és az x-tengely metszéspontjai lesznek, hanem a két parabola (egyenes)
metszéspontjai.

Fontos megjegyeznem, hogy a program az egyenletmegoldasokat, és altalaban
a kiszamitott értékeket, alapértelmezésként két tizedes jegyes pontossaggal, kere-
kitve szamitja és jeleniti meg. Ezt az opciét allitani lehet 0-tél 5 tizedesjegyig,
tehat szazezredekre kerekitett értékig.

Ez a Geogebrdval készitett alkalmazas hasznélhaté az altaldnos iskoldban és
a kozépiskolaban is az egyenletek, egyenl6tlenségek tanitasdhoz. Alkalmas bar-
milyen valés egylitthatos mésodfoki egyenlet vagy egyenltlenség megoldasara.
Az egyiitthatok értékének valtoztatasaval egyidejileg valtozik a megfelel§ oldal
grafikonja és igy a megoldas is. Ezaltal azon kiviil, hogy a tanuléknak integral-
tan is tanithatjuk a fiiggvényeket, illetve egyenleteket, a dinamikus valtoztatas
lehet@sége mas szemszogbe hozza ezeket a fogalmakat.

Az a,b,c,d, e, f egyiitthato értékeinek megfelelGen a kovetkezd érdekes esetek
fordulhatnak elé:

-ha a = d = 0 akkor bx + ¢ = ex + f els6foku egyenlethez jutunk (3.1. abra),

-haa =d =e = f =0, akkor az bx + ¢ = 0 alaku egyenletet kapunk (3.2.
abra),

-ha a vagy d nem nulla akkor masodfoki egyenletrsl van sz6 (3.3. ébra).

-ha valamelyik oldalon minden egyiitthaté nulla, példaul ha d = e = f = 0,
akkor a hagyoményos az? + bz + ¢ = 0 alaki egyenlet megoldasat latjuk (3.4.
abra)
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fx)=ax’+bx+ c=0%x*-3x+86

a=0

Az egyenlet
0)F-3x+6=0x+1x+1
1()=g(x) megoldasai:

x,~1.25

10

S -14 -12 -10

0% -3x+ 605 +1x+1
fix)=a(x) megoldasai:
1.25<x

0% -3x+ 60+ 1x+1

f(x)<g(x) megoldasai:
1.25>x

fix)=ax+bx+ c=0x-3X+6

Az egyenlet:

0x%-3x+6=0%+0x+0
fi)=0(x) megoldasai

x,=2

3.1. abra.

g -8 -14 12 1o

0¥ -3x+6=0x+0x+0
f()=g(x) megoldasai
2<x

0%-3x+6<0x+0x+0
10)<0() megoldasai:
2>x

3.2. abra.

Az els@ esetben a megoldas a két egyenes metszéspontja, vagyis az x =

—c
b—e"

A misodik esetben a bx + c¢ fiiggvény grafikonja és az z-tengely metszéspont-
ja a megoldas. A harmadik eset megoldasai a két oldal megfelel6 paraboldinak
metszéspontjai. Az utolsod esetben a parabola és az z-tengely metszéspontjai az

egyenlet megoldasai.

A Geogebra minden esetben kiszamolja a valds megoldasokat és ezek értéke
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f
fix)=ax*+bx+ c=1x-6x+5 o

a=1
—

b=-6

gix)=dx*+ex+j=-x>+4 x+1
d=-1 E
—_——
e=4
——

=

—_——————

Az egyenlet:
10 Bx+ 5=+ 4x+ 1
fi)=0(x) megoldasai

x,=0.44 X,=4.56

-18 14 1z 10 5 T

16-Bx+ 8=+ 4x+1
f()=g(x) megoldasai
0.44<x <456

1%-6x+ 5+ dx+1
10)<0() megoldasai:

0.44>x ésx>4.56

3.3. abra.

L
fix)=ax*+bx+ c=1x*-6x+5 ho
a=1

giX)=dx*+ex+j=0x*+0x+0 \
d=0
——————
e=0

i=0

—_—————

Az egyenlet:
1%-6x+5=0,C+0x+0
1(9=g(9) megoldasai

®,=1 X,=5

g -8 £ T2 E T -

156X+ 620%+0X+0
fe)>a(x) megoldasai:
1<x <5

13- Bx+5<0F +0x+0
f()<g () megoldasai:

1>x  ésx>5

3.4. 4bra.

dinamikusan valtoznak az egyenlet és az egyenlethez tartozo grafikonok valtoz-
tatasaval egyidejtileg.

Az egyenlétlenségek megoldasanak abrazoldsahoz két esetet tettem be a mun-
kalapba, a kisebb és a nagyobb relacijeles egyenltlenséget.
A kévetkezokben leirom részletesen, hogyan késziilt ez a Geogebra alkalmazas.

A Geogebra inditdsa utan sziikség van a tengelyek megjelenitésére, ehhez a
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Nézet meniiben be kell kapcsolni a tengelyek meniipontot. FEzen kiviil a Nézet
meni Algebra ablak meniipontot is be kell kapcsolnunk, amit elérhetiink a CTRL+
SHIFT+A billentytikombinacidval is. Ezutan bevezetiink hat egyiitthatot, amit
kés6bb hasznélni fogunk, és ezeknek alapértéket adunk. Ehhez a parancssorba
beirjuk a kdvetkezs sorokat:

a=-—1
b=

=6
d=1
e =
j=-5

Ezutan befrjuk a két fiiggvényt, amelyek az egyenlet két oldalat adjak:

flx)=axzAN24+bxx+c
g(x)=exx A2+ fxx+ 7.

Ekkor kirajzolodik a két fiiggvény grafikonja és az eszkdztarban talalhaté rajz-
lap mozgatdsa eszkozzel (3.5. &bra), a munkalap kényelmes helyzetbe mozgatha-
t6, ugy hogy a grafikonok jol lathaté helyzetbe keriiljenek, illetve ugyanennél az
eszkoznél legorditve az eszkozlistat, kivilaszthatjuk a nagyitas vagy kicsinyités
eszkozoket a megfelels latvany eléréséhez.

3.5. dbra.

A kovetkezs 1épés az, hogy az egyiitthatokat, amelyek a szabad alakzatok
résznél vannak, egyesével megjelenitjiik a munkalapon dgy, hogy kiilén-kiilon min-
degyikre ramegyiink az egérrel, jobb gombot nyomunk és kivalasztjuk az alakzat
megjelenitése opciot (3.6. abra). Az egyiitthatokhoz tartozo kiiszobértékeket és a
beosztas nagysidgat a munkaablakban a csuszkira kattintva jobb gombbal, Tulaj-
donsdgok menil, Csuszka fiil kivalasztasaval tehetjiik meg. Itt a parbeszédablak
jobb oldaldn kénnyen valtoztathatjuk az objektum tulajdonsagait.

A tovabbiakban az eszkéztar szoveg beszirdsa (3.7. dbra) eszkozével az "f(x)=
g(z) megolddsai:" szoveget illesztjiik be a megfelels helyre.

Ezutan a kdvetkez6 két parancesal, amit a parancssorba beirunk, megjelenitjiik
a két grafikon metszéspontjat:

Metszéspont|f,g,1]
Metszeéspont|f,g,2].
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a=-1
P
bh=0
—

Tulajdonsagok 2 .F

Plakzatok
4-Fliggvény
; f Intervallurm

Basic | Méw| Cstszka Szin | Style | Position | Algehra | Advanced

min: |-5 max: |5 Bensztas: |01
N Jc Csiszka

----- se fic [vizszintes [=| Szslesség: [100

3.6. abra.

ABC

3.7. dbra.

Ezt megtehetjiik agy is, hogy az eszkoztarban kivélasztjuk az ij pont (3.8.
abra) eszkozt, legorditjiik a listdjat, innen kivalasztjuk a két alakzat metszéspontja
(3.9. abra) eszkozt és rakattintunk a két pontra.

A
L ]

3.8. 4dbra.

S
3.9. 4dbra.

Atnevezziik az igy kapott pontokat ugy, hogy a tulajdonsdgok meniipont ki-
valasztasaval a névhez beirjuk X 1 és X 2. Ugyanitt, a tulajdonsdgok parbeszéd-
ablak, szdveg meniipontjdban a tizedes hely gordithetd listabodl lehet kivalasztani
hény tizedesjegyes kerekitést hasznéljon a program az értékek megjelenitéséhez.

Ezt kovetGen néhany dinamikus szovegrész kovetkezik, amit a széveg beillesztés
eszkozzel készithetiink el a kovetkezs szovegekkel:

"x 1="+ (x(X_1))

"x 2=" + (x(X_ 2))
"f(z) =ax? +br+c=" +f
"g(x) =da? +exr+j="+¢g

f4=" 4 g
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A tovabbiakban merélegeseket szerkesztiink az x-tengelyre a metszéspontokon
keresztiil. Ehhez az eszkoztarbol kivalasztjuk a merdleges (3.10. abra) eszkozt,
rékattintunk a pontra és azutan az z-tengelyre. Az igy készitett egyenes stilusat
szaggatotvonalasra valtoztatjuk a Tulajdonsdgok parbeszédablak Style fiilére kat-
tintva és kivalasztva a megfelel§ tipust, vonalvastagsagot.

3.10. abra.

A fentieknek megfelelen a készitett merGlegesek és az x-tengely metszéspon-
tjait kijeloljiik.

Most kovetkezik az egyenlétlenségek (<, >) abrazolasa a Geogebraval. Az
egyenlGtlenségek megoldasait az x-tengelyen legutébb kijelolt két pont altal hata-
rolt szakasz és félegyenesek adjak. Ehhez készitiink egy szakaszt amely 6sszekoti
a legutobb készitett két pontot. Kzt gy tehetjik meg, hogy az eszkdztarban
kivalasztjuk az egyenes két ponton keresztil (3.11. abra) eszkozt és utana a listabol
a szakasz (3.12. &bra) eszkozt, majd a két pontra kattintunk.

3.11. abra.

e

3.12. abra.

A készitett szakasz két oldalabol készitiink két félegyenest tgy, hogy mindkét
oldalon taldlomra kijeloliink egy-egy pontot, aztan az eszkoztarbol az egyenes két
ponton keresztil (3.11. abra) eszkozt legorditve kivalasztjuk a félegyenes (3.13.
abra) eszkozt és rékattintunk a megfelel§ pontokra.

./

3.13. abra.

Az alkalmazas, a jelenlegi helyzetében, ha az egyenletnek nincs megoldasa,
vagy csak egy megoldasa van, akkor a nem létez§ megoldashoz azt irja ki nem
definidlt. Ennek elkeriilésének céljabol, a megoldasok megjelenitését feltételhez
kotjlik dgy, hogy rakattintunk az xo-t tartalmazo szovegre az egér jobb gomb-
javal, kivalasztjuk a Tulajdonsdgok meniipontot, a megjelend parbeszédablakban
rakattintunk az Advanced fiilre és beirjuk azt, hogy k > 0. Ezt azért kell igy
megoldani, mert a k az a két megoldas kozotti szakaszt jelenti az z-tengelyen és
ha nincs csak egy megoldés, akkor nincs szakasz sem.
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Ahhoz, hogy a masik szoveg az x1-et tartalmaz6 szoveg is eltiinjon ha nincs
értéke, egy szakaszt kell szerkeszteni az x1-el jelolt pont és a rajta athaladd z-
tengelyre meréleges egyenes és az x-tengely metszéspontja kozott a szakasz (3.12.
abra) eszkoz segitségével. Erre a szakaszra csak a feltétel miatt van sziikségiink,
ezért letiltjuk a megjelenését és a nevének a megjelenését. Az xi-et tartalmazd
szoveg eltiinéséhez a Tulajdonsdgok meniipont Advanced fiilénél be kell irni azt,
hogy n > 0 feltéve, hogy az el6bb létrehozott szakasz neve n lett 1étrehozésa utan.

Utolsé 1épésként az egyenlétlenséghez sziikséges szdvegeket illesztjiik be, ame-
lyeket megfelelgen parositva a grafikus megoldassal (szakasz félegyenes), azonos
szintre szineziink, a Tulajdonsdgok parbeszédablak Szin fiilére kattintva. Ezek a
szovegek a kovetkezGképpen néznek ki:

f+ H>H + g
x(A) +"<x"
" (x(B)

(x)>g(x) megoldésai:

f(x)>¢g
f(x)<g(x) megoldasai:
x(A) +">x"

"esx > "+ (x(B))

(x

Itt is a megoldasok nem létezése esetére feltételeket kell beilleszteni a meg-
jelenitéssel kapcsolatban a Tulajdonsdgok meniipont Advenced fiilénél ugy, hogy
az r < szovegeknél az n > 0 feltételt, az x > szévegeknél a k > 0 feltételt kell
beallitani.

A Geogebra Nézet meniijének Szerkesztd protokoll meniipontja alatti alkalma-
zassal megnézhetjiik a munkankat Osszesitve és levezethetjiik lépésenként(3.14.
abra és 3.15. abra). Ezt hasznalhatjuk bemutato céllal is az alkalmazas készité-
sének lépésrél-lépésre valé bemutatasahoz.
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zerkesztd Protokol

MNezet Sugd
1 IMa ‘Név ‘Deﬂm’ciu’ ‘F’arancs ‘A\gebra ‘
1 |Széma =
2 |S2émb
3 [Szémc
4 Sz2dmd
5 S2éme
|6 szamg
T Flggwérny f My=aw+hu+c My=aw+hu+c
& Flggwény g A =dx+ex+) A =dx+ex+)
9 Sziwea T3 T3 ="f@=0() megoldasai”
10 |Ponti, metszéspontjaf, g Metszéspontli, o, 1] =010
11 Ponti, retszéspontiaf, g Metszéspontli, o, 2] =150
12 |Széiveg T4 = R (E)] Td="x_1=1"
13 |Szlven TS "= G "= G T5="x_2=5"
14 Sziwen T2 g = rex+j="+g g = rex+j="+g TZ="g)=dF+ex+j=0+0..
15 |Szdwea T1 "= +he+o="+1 "= +he+o="+1 Ti="fE=a+hu+ c=1¥8-6..
|| 16 |Szoveg TE T+"'="+g T+"'="+g TE="13-Gx+5=0+0x+ 0"
17 Egyenes h Egyenes keresziil X merilenes Merﬁ\eges[><1,x‘rengely] hix=1
18 Egyenesi Egyenes keresziil X, merilenes Merﬁ\egea[}(?ﬂemgelv] k=5 j

m |

ERETE I

3.14. abra.

Szerkesztd Protokol

Fajl Mezet Suod
Mo. |Név |Deﬂnimé |Parancs |Algebra |
19 |PontA rretszéspontia h, ¥Tengely Metszéspontlh, ¥Tengel] A=, 0 ﬂ
20 |PontB rretszéspontia i, ¥Tengely tetszéspant]i, ¥Tengeh] BE=(50)
21 |Szakaszk SzakaszlA, B] SzakaszlA, B] k=4
22 |PontC Paontan xTengely PaontlTengely] C=(11.21,0)
23 Félegvenes| Atrrend félegyenes B, C Félegvenes(B, C] lLw=0
24 |PontD Paontan xTengely PaontlTengely] D=(1417,0)
25 Félegyenesm Atrrend félegyenes A, D Félegyenesa, D] iy =10
26 |Ezéveg TE f+"="+g f+"="+g TE="1-6x+ 52007+ 0x+ 0"
27 |Széveg T9 MR+ X" MR+ X" Ta="1<x"
28 SztvegTT TT = "= megoldasai®
29 Szdvey T10 T10 ="f=00) megoldasai”
30 Széveg T11 f+""+g f+""+g T =" - Gx+ G0+ 0+ 0"
31 | Bzéveg T12 VRS VRS T1z2="1=x"
32 Bzakaszn SzakaszlA, X1] SzakaszlA, X1] n=10
33 |Széveg T13 "+ BN e+ (BN T13="<5"
34 Széveg T14 "Egue "+ (HED "Egue "+ (HED Tid4="égy=5"
35 Szdvey T15 T15="Az egvenlet" -

o |

ElEE T

3.15. abra.
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4. EULER-FELE VONAL,
FEUERBACH-FELE KOR

4.1. A haromszogek nevezetes vonalai és pontjai

A héaromszog két oldalfelezs pontjat 0sszekotd szakaszat kdzépvonalnak nevez-
ziik. A kozépvonal parhuzamos az altala nem felezett oldallal és hossza fele a nem
felezett oldal hosszanak.

Egy és csak egy olyan kor van, amelyre egy haromszog mindharom cstcsa
illeszkedik, ezt a haromszog kérilirt korének nevezziik. Ennek kézéppontja he-
gyesszogi haromszog esetén a haromszogon beliilre, derékszdgii haromszog esetén
az atfogo felezési pontjaba, tompaszogi haromszog esetén pedig a haromszogon
kiviilre esik. Az oldalak felez6merdlegesei egymast a haromszog koré irt kor kézép-
pontjaban metszik (4.1.abra). A koré irhaté kor sugara ennek a pontnak és barme-
lyik csticspontnak a tavolsiga.

4.1. dbra.

Egy héromszog csiicspontjabol a szemkozti oldalegyenesre bocsatott mersleges

17



FEJEZET 4. EULER-FELE VONAL, FEUERBACH-FELE KOR 18

szakaszt a haromszog magassdgdnak nevezziik. Egy haromszog hdrom magassaga-
nak egyenese egy ponton halad at, ezt a pontot a haromszog magassdgpontjinak
(ortocentrumdnak) hivjuk (4.2. dbra). Ha egy haromszog nem derékszogt, akkor
csiicsal a magassagponttal egyiitt tn. ortocentrikus pontnégyest alkotnak. Ez azt
jelenti, hogy koziiliik barmely harom olyan haromszéget hataroz meg, amelynek
a negyedik a magassagpontja.

y

Egy haromszog csticsat a szemkozti oldal felez6pontjaval 6sszekots szakaszt a

4.2. 4bra.

haromszog silyvonaldnak nevezzik. A haromszog sulyvonalai egy ponton halad-
nak at. Ez a pont a haromszog silypontja(baricentruma). A salypont mindegyik
stlyvonalnak (a csucstol tavolabbi) harmadolopontja. Egy és csak egy olyan kor
létezik, amely egy haromszog mindharom oldalat érinti, ezt a haromszog beirt
kérének hivjuk. A haromszdg szogfelezsi egymast a beirt kor koézéppontjaban
metszik.

Azt a kort, amely a haromszog oldalat és masik két oldalanak meghosszab-
bitasat érinti, a haromszdg hozzdirt kirének nevezziik. A héromszdg minden
oldalahoz egyetlen hozzairt kor tartozik, amelynek kozéppontja egy belss és két
kiils6 szog felez&jének kozos pontja.

4.2. Az Euler-féle vonal és a Feuerbach-féle kor

Ha egy haromszég nem szabalyos, akkor koriilirt kérének kozéppontja, stly-
pontja és magassagpontja egy egyenesre illeszkedik. A silypont a koriilirt kor
kézéppontja és a siilypont tavolsagat harmadolja, és a koriilirt kor kézéppontjahoz
van kozelebb.

Ennek a harom pontnak az egyenesét Fuler-féle egyenesnek nevezziik.

Szabalyos haromszog esetén a fent emlitett hdrom pont egybeesik és ebben
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4.3. abra.

az esetben a haromszdgnek nincs ilyen egyenese. A magassagpont kétszer akkora
tavolsédgra van a haromszog csicsatol, mint a koriilirt kor kozéppontja a cstcs-
csal szemkozti oldaltol. A magassagpontnak az oldalakra vonatkozo tiikdrképei a
héromszog koriilirt kérén vannak.

Egy haromszog oldalfelez6 pontjai, a magassigainak talppontjai és a magas-
sdgpontot a csucsokkal sszekotd szakaszok felez6pontjai rajta vannak egy olyan
kéron, amelynek kézéppontja a magassagpontot a koriilirt kor kdzéppontjaval
Osszekotd szakasz felezépontja, sugara pedig fele a koriilirt kor sugaranak. Ezt a
kort a haromszog Feuerbach-féle kirének (vagy a kilencpontos kornek) nevezziik.

A Feuerbach-kér kdzéppontja felezi a magassagpontot és a haromszog koriilirt
korének koézéppontjat Osszekots szakaszt, sugara pedig a koriilirt kér sugara-
nak a fele. A Feuerbach-kort a kilenc pont kéziil barmely harom egyértelmtien
meghatarozza. Igy a magassagpontot a csiicsokkal dsszekots szakaszok felezépon-
tjai is egy kort hataroznak meg és ez a kor a hdromszog koréirt kdrének % aranyn
kicsinyitésébdl szarmazik .

Ezek koziil a pontok koziil Euler 1765-ben hatot ismert. Ismerte azt, hogy
az oldalfelez6 pontok, a magassagok talppontjai rajta vannak ugyanazon a koron,
de nem ismerte azt, hogy a magassagpontot és a csicsokat 6sszekdts szakaszok
felez6pontjai is ezen a kdrén vannak. Az elsG teljes bizonyitasat annak, hogy a
kilenc pont egy koéron helyezkedik el Poncelet francia matematikus adta 1821-
ben. A kort azért nevezik mégis Feuerbach-koérnek, mert ¢ 1822-ben egy ujabb
tulajdonsagot vett észre, mégpedig azt, hogy a kilencpontos kor érinti a haromszog
beirt korét és mindhérom hozzéirt korét.|[1]
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4.4. abra.

4.3. Szerkesztés Geogebraval

Az el6z6 fejezetben lathattuk hogyan lehet egyenletek megoldéasat szemléltetni.
Ebben a fejezetben a programnak egy geometriai alkalmazasat lathatjuk. [tt nem
csak feladat megoldashoz hasznélhatjuk a Geogebrdt, hanem tételek bizonyitasa-
nak szemléltetésére is. Mivel ezekkel a dinamikus geometriai programokkal pontos
szerkesztéseket lehet végezni a szerkesztés gyorsabba valik, és biztosak lehetiink
benne, hogy a pontatlansiaghb6l ered6 hibakat elkeriiljiik. El&bb lefrom hogyan
lehet megszerkeszteni ezt a dinamikus abrat (4.4. abra), ezutan egy elemi ge-
ometriai moédszerrel hogyan lehet bizonyitani azt, hogy a kilenc elébb emlitett
nevezetes pont rajta van egy koron.

A szerkesztések minél jobb atlathatdsaga érdekében érdemes kiilonb6z6 szineket
hasznalni. Viszont keriilni kell a felesleges szinezéseket, példaul ezekben az abréak-
ban a hasonlé elemeket ugyanazzal a szinnel jel6ltem, mondjuk az oldalfelezé
merdlegeseket szaggatott piros vonallal. Az abrak elkészitésének leirasdban nem
térek ki a kilénboz6 elemek szinezésére.

Az abra elkészitéséhez a haromszog csucspontjait kell el6szor kijeldlni az esz-
koztar dj pont eszkozével. Ezutan a haromszoget az eszkoztar sokszog (4.5. abra)
eszkozével készithetjiik el igy, hogy a pontokra kattintunk sorba és utoljara ismét

[
Lt

4.5. abra.

az elészor kijelolt pontra kattintunk. Ekkor a szakasz felezd (4.6. éabra) eszkozt
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4.6. abra.

alkalmazzuk a haromszdg oldalaira. Az eszkdz kivilasztasa utan rdkattintunk a
szakaszra vagy két pontra. A harom felez6merslegesnek kijel6ljiik a kdzos pontjat
a két alakzat metszéspontja (4.7. abra) eszkozzel és elnevezziik kéréirt-nek, vagyis

!

4.7. abra.

ez a haromszog koré irt kor kdzéppontja.
Most a haromszog oldalainak a felez6pontjait szerkesztjiik meg a felezd vagy
kozéppont (4.8. 4bra) eszkoz segitségével, a felez6merdleges szerkesztéséhez hason-

.

4.8. abra.

loan. Az egyenes két ponton keresztil (4.9. adbra) eszkoz segitségével sszekotjiik a

Pl

4.9. abra.

héromszog csicspontjait a szembenlévs felezd pontokkal. Kijeloljiik az két alakzat
metszéspontja eszkozzel ezeknek az egyeneseknek a metszéspontjat, és elnevezziik
baricentrumnak, vagyis ez a haromszog sulypontja.

Megszerkesztjiink a haromsz0og magassédgvonalait a merdleges (4.10. abra)
eszkoz segitségével, igy hogy kijeldljiikk sorba a haromszdg csicspontjit és utana

4.10. abra.

a vele szemben 1év6 oldalt. Ezeknek kijel6ljiik a kozos pontjat a két alakzat met-
széspontja eszkOz segitségével és elnevezziik azt ortocentrumnak, vagyis a magas-
sagpont. Egyenest szerkesztiink az egyenes két ponton keresztiil eszkdzzel az orto-
centrum és a koréiripontokon keresztiil. A harmadik pont a baricentrum is rajta
van ezen az egyenesen. Nagyon jol lehet szemléltetni tehat azt, hogy ez a harom
nevezetes pont mindig ezen az egyenesen van, akkor is ha elmozditjuk a haromszog
valamelyik csiicspontjat. Ezt az egyenest Euler-féle vonalnak nevezzik. Elkészit-
hetjiik a haromszog koré irt korét a koré irt kor (4.11. abra) eszkozzel.
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&)

4.11. 4bra.

A tovabbiakban megszerkesztjiik a magassagpontot és a sulypontot 6sszekito
szakasz felez6pontjat, amit elnevezhetiink Feuerbach-nak. Ez lesz a Feuerbach-
féle kor kozéppontja. Most megszerkesztjiik a Feuerbach-féle kort a meglévd pon-
tjainkkal, és kijeloljiik a koron a kilenc nevezetes pontot. Itt is a pontok helyének
valtoztatasaval latszik, hogy ez a kilenc pont barmely haromszog esetén egy kéron
helyezkedik el.

A kovetkezSkben a haromszég Feuerbach altal felfedezett azon tulajdonsagat
szeretnénk szemléltetni miszerint a Feuerbach-féle kor érinti a héromszog beirt
korét és a hozzairt kordket. Ehhez megszerkesztjiik a beirt kort és a hozzairt
kéroket.

Az egyenes két ponton keresztiil eszkdzzel megrajzoljuk azokat az egyeneseket
amelyekre a haromszog oldalai illeszkednek. Most a szdgfelezd (4.12. abra)
eszkOz segitségével megszerkesztjiik a haromszog szogfelezs egyeneseit és a kiilsé

Z

4.12. 4bra.

szOgek szoglelezgit. A haromszdgdn kiviili metszéspontokbdl merdlegest huzunk
az oldalak egyeneseire azért hogy a hozzairt korcket a kor kézéppontlal és keriilets
ponttal (4.13. abra) eszkoz segitségével megszerkeszthessiik.

©

4.13. abra.

A haromszog szogfelezd egyeneseinek metszéspontjabdl merélegest hizunk a
haromszog egyik oldalara, kijeldljiik a metszéspontot és megszerkesztjiik a hdrom-
szogbe irt kort.

A Geogebra Nézet meniijének Szerkesztd protokoll meniipontja alatti alkalma-
zassal megnézhetjiik a munkénkat Osszesitve és levezethetjiik lépésenként (4.14.
és 4.15. abra).
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Szerkesztd Protokol

Fajl Mézet Sagd
Mo ‘Név ‘Deﬂm’mé ‘Faranna ‘A\gehra ‘
1 Ponth A=(-1281,-11.63)
2 PontB B=(-1.85 7.84)
3 PoniC C=(23.81,-11.01
4 Haromszig P Sokszig A B C Sokszogl&, B, C] P=2351.08
4  Szakaszc Szakasz[#, B] Haromszig P Szakasz[A B, P] c=2234
4  Szakasza Szakasz[B, C] Haromszig P Szakasz[B, C, P| a=3168
4 Szakaszh Szakasz[C, A] Haromszig P Szakasz[C, A P] bh=3642
5 Egyenesd Felezi &, B Szakaszielezi[s, B] d -1095x- 1947y =11496
6 Egyenese Felezd &, C Szakaszfelezi[d, C] e -36.41x- 0.62y=-196.89
T Egyenesf Felezii C, B Szakaszielezi[C, B] T 2546x-18.85y= 31186
8 |Pont Kiréirt metszeéspontja d, e Metszéspont[d, g] Kirgirt= (5.56,-8.03)
9 PontD kazéppontja &, B Kozeppont|s, B] D=(-713,-188)
10 PontE kiizéppontja C, A Kizeppont]C, 4] E=(58,-11.32)
11 PontF kiizéppontjia B, © Kizeppont[B, C] F=(11.08-1.58)
12 Eagyenesh Egyenes keresztal C, D Egyenes[C, D] ho-8.11x- 30.94y=123.56
13 Egyenesi Egyenes keresztil A, F Egyenes(A, F] i-10.05x+ 23.68y=-148.78
14 Egyenes | Egyenes keresztil B, E Egyenes|[B, E] 19182+ 728y = 2523
15 |Pont Baricentrum metszespontjaj, h Metszéspont, h] Baricentrum ={3.18,-4.93)
168 Egyenes k Egyenes keresztil B merileges  Merdleges|B, b] k38 41%+ 0.682y=-5525
17 Egyenes | Egyenes keresziil A merdleges  Merdleges|a, a] I-2546x + 18.85y=101.72
18 Egyenesm Egyenes keresztil C merdleges  Merdleges|c, ] m-10.95x- 1947y =-46 47
19 Pont Ortocentrum metszespontja k, m Metszéspontlk, m] Ortocentrum = (-1.57, 3.27)
20 |Egyenesn Egyenes keresztil Ortocentrum,  Egyenes[Oriocentrum, Kiréir] n12.31x+ 7 13y=3498
21 Karp Kir atmeng A, C, B Karf&, C, B| px-556)%+ (y+ 8.03°=33679
22 Egyenes g Felezd Ortocentrum, Koréirt Szakaszfelezi[Ortocentrurm, 0 -7 130+ 1231y =-49 68
23 PontFeuerhach metszeéspontjan, Metszéspont[n, o] Feuerbach ={1.99,-2.88)
24 Karr Kir kiizép Feuerbach étmenG E Kir[Feuerbach, E] r(x- 1997 + (y + 2 88)°= 84 2
25 PontH metszeéspontja c, m Metszéspont[c, m] H=(-359, 4 4)
26 Pontl metszespontja a, | Metszésponifa, || I=(048,619)
27 Pontd metszespontjar, b Metszéspont[r, b] J=1(586,-11.32)
27 Pontk metszespontjar, b Metszéspant(r, b] K=(-1.32,-11.44)
28 Egyenesg Egyenes keresztil B merileges  Merdleges|B, b] g 36.41x+ 062y =-5525
28 PontL metszéspantjar, k Metszéspontlr, K L=i-161, 45586
4.14. 4bra.
23 Ponthl metszéspontiar, k hletszéspantr, K b= (-1.32,-11.44)
30 Ponthl retszéspontjar, | Metszéspant(r, 1, 1] M={058 613)
31 PontQ metszéspontjar, m Metszéspantlr, m, 1] Q={11.12,-3.87)
36 |PontR Fanton a1 Fantfal] R=(47.89 -10.6)
37 |Ponts Fonton s FPant(s] S=(9.57,27.78)
40 |Pontu Fonton a Pantfa) 1J=(14.89 -4.41)
41 |Ponty Fanton a1 Fantfal] V=(-29.44 -11.92)
43 Pontwy retszésponta cl, fl Metszéspant[ct, 7] Wi=(-21.67, 3.57)
44 PontZ Faonton t Faont(f] Z=(12.27,157)
45 PontAl rnetszéspontja di, 11 Metszéspant[d?, 1] Al=1(1095,-91.13)
46 PontB1 Fonton s Fant(s] B1=1{(-21.26,-27.01)
43 PontG retszéspontia ol b1 Metszéspant[c, b1] G=(32.16,15.07)
a0 |PontT metszéspontjail, b1 Metszéspantlit, bi1] T=(08-3.63)
a1 Egvenes el Egyenes keresztil G merdleges  Merdleges|s, a1] el:-11.7x- 0.2y =-379.39
482 PontE1 metszéspontja at, el Metszéspantfal, e1] E1=1{32.6,-10.86)
A3 Khrgl Kir kizép G atrmend E1 KarG, E1] 1:(e- 321607+ &y- 15.077 = 67...
484 Egyenes hl Egvenes keresztll W merdleges  Merdlegesy, a1] hi:-34.48¢- 0,59y = 74496
489 PontF1 metszéspontja at, hi Metszéspantal, hi] Fi=(214-1178)
A6 Kior ki Kir kizép W atmend F1 Karp, F1] Kl G+ 21677+ {y- 3.57)7= 235..
a7 Egvenes 1 Egyenes keresztil A1 merdleges  Merdleges[Al, 5] 11: 8.21% + 14.6v = -656.56
488 PontGi1 metszéspontia s, 1 Metszéspant[s, 1] G1=(-2382,-31.57)
A9 Karpl Kir kizép A1 atmend G1 Karfat, Gi1] Pli(- 10957+ fy + 51,137 =15.
G0 PontQ retszéspontjar, | Metszéspant(r, 1, 2] Q={-7.09,-418)
61 Egvenes mi Egyenes keresztll T merdleges  Merdleges(T, b) mi:27.3%+ 0.47y=2017
62 PontcCi retszéspontja b, mi Metszéspantlh, ) C1=(0.93-11.4)
63 |Kar gl Kir kizép T atmend C1 Kar[T, ©1] 01 (- 0.8+ fy + 3.63°=60.28
m | @ |earez > | m |

4.15. 4bra.

23
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4.4. Feuerbach kilenc-pont tételének egyik bizonyitasa

A bizonyitast harom Geogebra &dbra, alkalmazas segitségével szemléltethetjiik.
Az els6 a magassagpont oldalakra vett tiikérképeivel foglalkozik, a masodik a
magassagpont az oldalak felezépontjaira vett tiikorképeit vizsgélja és a harmadik
a kilenc pont helyét vizsgalja a koriilirt kérén 1évs pontokkal kapesolatban. A
harom abra megfelel a bizonyitas f6 lépéseinek.

El6szor bizonyitsuk azt, hogy a magassagpont a haromszog oldalara vett tii-
kérképe rajta van a haromszog koréirt kérén (OD = DF).

4.16. abra.

Osszehasonlitva a BADA és a ACHA héromszogeket azt kapjuk, hogy a
két egyenlé nagységu szog miatt az ABD/Z = HCAZ. Mivel BC kozos hurja
a BAC/ és a BFC/ kibzépponti szognek, ezért ez a két sz0g egyenld nagysaga.
Emiatt a BADA és a FCDA haromszdgeknek van két egyenlé nagysagu szoge,
és igy a kovetkez§ is igaz BAC/Z = DFC/Z. Ugyanigy a BADA és a ODCA
haromszdgekkel kapcsolatban igaz az, hogy BACZ = COD/. A fentiek miatt
az ODCA és a CDF A haromszoégek kongruensek és igy sikeriilt bizonyitani azt,
amit, akartunk OD = DF.

Most bizonyitsuk be azt, hogy a magassigpont oldalfelezGpontokra vett tii-
korképe is rajta van a korilirt kéron.

Az ODKA héaromszignek kétszeres O kozépponta nagyitott képe az OF J/A
haromszog, igy F'J kétszerese a DK -nak. Mivel DK LF négyszog téglalap DK =
FL, tehat DK = FL = LJ.
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4.17. abra.

Ha a kort tiikkrozziik a t tengelyre, akkor énmagat kapjuk, és igy az F' pont
képe a J pont. Mivel a fentiekben belattuk, hogy az F' pont rajta van a kérén,
ezért a J pont is rajta van.

4.18. abra.
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A harmadik abrat tekintve az el§bbi bizonyitédsokkal belattuk, hogy a T,5, R, Q,
P,0O pontok rajta vannak a haromszog koriilirt kérén. Ezenken a pontokon kiviil a
héromszog cstucspontjai is rajta vannak ezen a kordn, tehat kilenc pont van rajta.

Mivel a csticspontokon kiviil, ezeket a pontokat ugy kaptuk, hogy egy a harom-
sz0g oldalan 1évs pontot kétszeresen nagyitottuk a magassagpontbdl, a koréirt kor
egy % aranyu nagyitott képe ennek a hiromszognek a Feuerbach-féle kore lesz,
amelyen rajta lesznek az el6bb emlitett hat pont és ezen kiviil a magassagpontot
és a csucsokat 0sszekots szakaszok felezd pontjai.



5. AZ INTEGRAL SZEMLELTETESE

5.1. Integralok

Az emeltszinti érettségi anyaganak egy fontos fogalménak az elGkészitésével,
az integrdl (hatdrozatlan, hatdrozott) fogalméval folytatjuk. Ebben a fejezetben
hasznélni fogjuk a Geogebra integrallal kapcsolatos eszkozeit, lehetGségeit.

Ahhoz, hogy az integralré]l beszéljlink definiadljuk a fiiggvényt, a differencial-
héanyados fiiggvényt, és a differencialhatdsagot.

Legyenek A és B adott halmazok. Az f C A x B relaciét fiigguénynek nevez-
ziik, ha (z,y) € f és (x,2) € f esetén y = z teljesiil.

Legyen < a,b > egy nyilt vagy zart intervallum, f :< a,b >— R valos fiigg-
vény. A

o(x,x0) = f(mx) — i‘iwo),
(x # xo,x,x0 E<a,b>), altal definialt fliggvényt az f fiigguény x, xo-hoz tartozd
differencidglhdnyados fiigguényének nevezziik.

Az f < a,b >— R fiiggvény differencidlhaté az o €< a,b > pontban ha
létezik a

lim f(z) = f(x0)

T—X0 Tr — X

= f'(xo)

(véges) hatéarerték. Ezt a hatarértéket az f figgvény xo -beli differencidlhdnya-
dosdnak nevezziik.

Ha f az < a,b > minden pontjaban differencialhato, akkor azt mondjuk, hogy
differencidhaté6 < a,b >-n. A fent definialt f’ :< a,b >— R fiiggvényt az f
fiiggvény differencidlhdnyados (derivdlt) figgvényének nevezziik.

Az F :< a,b >— R differencidlhaté fiiggvényt az f :< a,b >— R fiiggvény
primitiv fiigguényének vagy hatdrozatlan integraljanak neveziik ha, F/ = f. Az F
figgvényt a kivetkez6képpen jeloljiik: [ f. Az F fiiggvény x helyen felvett értéket
F(z) = [ f(z)dax-el jelsljiik.

Az f(z) fiiggvénynek végtelen sok F(x) + ¢, ¢ € R alaka primitiv fiiggvénye
van, melyek csupan egy konstansban kiilonboznek egyméstol, mivel (F(z)+c¢)’ =

Fl(z) = f(=z).

27
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5.2. A Riemann-integral

A fiiggvénygorbe alatti teriilet els§ preciz definicidjat Riemann vezette be.
Rola nevezték ezt el Riemann-integralnak. Altalaban erre hasznaljuk a hatarozott
integral megnevezést.

Legyen [a,b] zart intervallum. A tovabbiakban f : [a,b] — R tipusa korla-
tos fiigvényekkel dolgozunk. Az intervallum egy felosztdsdnak nevezziik és d-val
jeloljiik az [a, b] intervallum pontjainak egy véges halmazat, ugy hogy a < z¢ <
1 < T2 < ... < xp < b Legyen az Osszes ilyen felosztas halmaza A. Az igy
keletkez& intervallumokat nevezziik részintervallumoknak.

A felosztds finomsdgdnak nevezziik a felosztés leghosszabb részintervalluma-
nak a hosszat, jeloljiik v(9)-val.

Legyen [a,b] R egy zart intervalluma, f : [a,b] — R egy fiiggvény, 0 az [a,b]
intervallum egy felosztésa és minden [z;_1,z;] intervallumbél valasszunk ki egy
& € [wi—1, ;] elemet (ezek halmaza legyen £). A

n

on =Y (xi — i) f(&)

i=1
Osszeget az f fliggvény ¢ felosztas és a € elemhalmazra vonatkozd Riemann dsszegé-
nek nevezziik, vagy az integral n-tagu kézelitd dsszegének.

A felosztasokbol készithetiink a (szdmsorozatok mintdjara) végtelen soroza-
tokat. Ezeket nevezziik felosztassorozatoknak. Ha a felosztésok finomségainak
V1,9, ... sorozata nulldhoz tart, akkor a sorozatot normalis felosztéssorozatnak
vagy minden hataron tul finomodd felosztassorozatnak nevezziik.

Amennyiben minden normalis felosztassorozat esetén, a kozelits sszeg ugyan-
ahhoz az A szdmhoz tart, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény Riemann-integralhat6
az [a, b intervallumon. Az A értéket nevezziik a fiiggvény Riemann-integraljanak
(hatarozott integraljanak, 5.1. abra). Egy f fiiggvény [a,b] intervallumon vett
Riemann integraljat a kovetkezé modon jelbljiik:ff f(z)dz vagy réviden fab f.

5.3. Az alsé és a fels6 integralkozelité 6sszeg

Ha a o, 6sszegben a f(§;) helyett mindenhol a fiiggvénynek az adott részin-
tervallumbeli fels6 hatarat irjuk, akkor a fels§ integralkdzelit§ dsszeghez jutunk:

Sp = ZMz(ﬂfz —Ti_1)
ahol M; a fiiggveny felsé hatara az [x; — x;—1] intervallumon. Hasonlé médon
definialjuk az alséd integralkézelits Osszeget is:

Sp = Zmz(l’z — 1)
ahol m; az fiiggvény also hatara az [r; — x;_1] intervallumon. Amennyiben létezik
a [a, b] intervallumon az f fiiggvény Riemann integralja, akkor az s, < f; <8,
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R f(x)= s (x - a)*d (X - b)*e (x - ¢)*g
fx)=1(x-1)5 (x +1) (x -3

25 H N 3
fu:-:-w)‘iz-:+1;.'.(:-:-3;. dx=4617
0.8

5.1. abra.

5.4. Az integral szemléltetése Geogebraval

Ebben a témakorben is hasznalhatjuk a Geogebrdt. Az elkészitett alkalmazas
lehet6vé teszi az integral szemléltetését. A szamitdsok mennyisége miatt és az
abrazolas bonyolultsdga miatt, nehéz és sok munkaba keriil krétaval ezt megoldani,
igy ezzel az alkalmazdssal a didkok kénnyebben megérthetik a hatarozott inte-
gral lényegét, lathatjak azt teriiletként abrézolva, és lathatjék az alsod és felsd
itegralkozelits Osszegeket (5.2. &bra). Az elkészitett alkalmazassal a kévetkezd
polinom alaku f(z) = s(z — a)%(x — b)¢(z — c)9 fiiggvények integrajat szemlél-
tethetjiik. Az a,b,c,d, e, g,s valtozok segitségével lehet a megfeleld polinomot
bedllitani, ezzel parhuzamosan valtozik az abrazolt grafikon alakja is.

A p és q valtozok a Riemann integral also-, illetve felsGhatira. Ezek valtoz-
tatasaval egyidejiileg valtozik a grafikonon a szinezett rész, az integrél értéke, az
alséd integralkozelits 6sszeg, a felsd integralkdzelits Osszeg, és kiilonbségeik.

Még egy valtozb van, az n, amely az integralkozelits 6sszegek, vagyis az inter-
vallum részintervallumainak a szaméat jelenti. Az n valtozd ndvekedésével a két
integralkozelits Osszeg kozeledik egyméshoz, igy a kiilénbségiik egyre kisebb, és
egy megfelel6en nagy n érték esetén, nagyon jol kozelitik az integral értékét.

A tovabbiakban leirom hogyan lehet elkésziteni egy ilyen alklalmazést.

A Geogebrdbdt beinditva a Nézet meniiben bekapcsoljuk a Tengelyek meniipon-
tot a tengelyek megjelenitéséhez, illetve a kdnyebb munka érdekében bekapcsoljuk
ugyancsak a Nézet meniiben az Algebra Ablak meniipontot (CTRL+SHIFT+A).
Ezutan a parancssorba beirjuk, hogy a = 1 és az algebra ablakban rékattintunk
az egér jobb gombjaval kivalasztjuk a tulajdonsdgok meniipontot. Megjelenik egy
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=51 f(x) = s (x - 2)*d (X - b)he (x - c)*g
) =1 (x - 1)% (x +1)° (x - 3)°

25

5 2 3 B
Jr0e 1y 001 103) ax=46.17
08

Alsd dsszeg = 36.32

Felsd dsszeg= 5524
n=24
-

Eltérés=18.92

Agdrbe és azx-tengely kiztt terllet= 62.73

5.2. 4bra.

péarbeszédablak, a véaltozo parbeszédablaka, ebben kivalasztjuk a Basic fiilet, itt
be pipaljuk az egérrel az alakzat megjelenitése négyzetet, és utana a csiuszka filet
valasztva atallitjuk a beosztast 1-re. Egy olyan eszkozt kapunk a rajzlapon, ame-
lyik segitségével valtoztathatjuk, egér segitségével, az a valtozo értékét -5-t6l 5-ig
egy nagysagu léptekkel.

Ugyanezt megcsindljuk a b,c,d, e, g, s valtozokkal is csak a d, e, g, s valtozdk
esetén a Tulajdonsigok parbeszédablakban a Csuszka fiil alatt a min értéket O-ra
a max értéket 6-ra allitjuk.

Ezutan beirjuk a parancssorba a kovetkezd sort: f(z) = s(z —a)(z — b)(z —
¢)9. Ekkor a rajzlapon megjelenik a fiiggvény grafikonja és az algebra ablakban
a fliggvény valédi valtozok behelyettesitésével kapott alakjat.

Ahhoz, hogy a rajzlapon is nyomon kiévethessiik a fiiggvény alakjat beszur-
juk az eszkOztar sziveg beszirdsa eszkoz (5.3. abra) segitségével a kovetkezd két
szoveget: f(z) = s(xz — a)¥(z — b)¢(x — ¢)9 és " f(x) =7 + f. Most beirjuk a p

ABC

5.3. abra.

és q valtozokat a parancssorba egy alapértéket megadva. Fzeknél a tulajdonsé-
gok parbeszédalakban elég ha az alakzat megjelenitését kipipaljuk, mert lehetnek
negativak, és tizedestortek is.

Az Integrdl[f(z), p, q] szoveg parancssorba valo beirdsaval a grafikonon azonnal
beszinez6dik a fiiggvény és az x-tengely kozotti rész a p és g kézotti részben, ami
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megfelel a fiiggvény ezen pontok kozotti Riemann integraljanak. Itt is, mint
méshol, lehet&ségiink van a megjelenités tulajdonsagainak a valtoztatasira, mint
példaul szin, kitoltés és vonalvastagsig. Kzt {rott alakban is megjelenithetjiik
a” [+ f+7"de =7 + i szdveg beillesztésével a sziveg beszirdsa (5.2. dbra)
segitségével. Hasonl6 moédon az integral jel tetejére beillesztjiik szdvegként a p
és q +
A kovetkezG az hogy beirjuk az n vatozot egy értékkel és a tulajdonsigaiban

9999 999

illetve g értékeit a p + szoveget.

a cstuszka fiilnél a min értéket atallitjuk O-ra, a max értékét 300-ra, illetve a
basic fiilnél bepipaljuk az alakzat megjelenitése négyzetet. A FelsGosszeglf, p,
q, nj szoveg begépelésével a grafikonon megjelennek a felsGosszeghez sziikséges
téglalapok az eddigiektd] eltérs szinnel. Ugyaezt megesinaljuk a Alsddsszeglf, p,
q, nf szoveggel. Ezeket a valtozokat elnevezziik also-nak illetve felso-nek.

Az eszkOztar szoveg beszirdsa eszkOzének segitségéval beirjva a kévetkezd
szivegeket: "Alsd dsszeq = " + also és "Felsd dsszeqg = " + felso, azt eredményezi,
hogy a program megjeleniti az idézGjelben 1évE széveget és kiszamolja mellé a
megfelel§ integralkozelité Osszeget. Beirjuk a parancssorba, hogy kul=also+felso
és igy kapunk még egy valtozot, amely az alsd és felsd integralkozelits dsszegek
kiilénbségét fogja mutatni. Ehhez a szdveg beszirdsa eszkdzzel beirjuk, hogy:
"Eltérés = " + kul.

Az utolso érték amit megjelenitiink az a fliggvény és az x-tengely kozotti teljes
teriilet, amit tgy tudunk megoldani, hogy az f abszolit értékének szamittatjuk ki
és jelenittetjiink meg az értékét. Ezt megtehetjiik a kovetkezs szoveg begépelésével
Integral[abs(f(x)), p, q]. Az utolso létrehozott valtozot nevezziik at ter-re. Utolso
lépésként szurjuk be a kévetkezs szoveget: "A gdrbe és az x-tengely kdzotti teriilet
="+ ter.

Mint az el6z6 fejezetekben targyalt alkalmazisok esetén itt is hasznos lehet
attekinteni a szerkesztés 1épéseit. A Nézet menii Szerkesztd protokol menii pontja
alatt érhetjiik el ez a szolgaltatast (5.4. abra).
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Szerkesztd Protokol

Fajl Mezet Suogd

MNo. |Név ‘Deﬂm’ciu’ |Parancs |Algebra |
1 Bzdma a=1
2 Bzamb h=-1
3 Bzdmc =32
4 Bzamd d=5
5 Bzame e=12
B Ezamg 4=3
7 Bzdms s=1
g Flgovény f =5 (- a)™d (- hi*e B oy T =5 (- aynd fo- hy'e (- oo g =1 (- 105 e+ 12 (- 37
9 |Sziveg T4 "fg="+T Mg ="+t Ta="1p0 =1 - 105 G+ 17 - 37
10 Gzivey TS Ta=" =5 - ayd (- hyte - oy
11 szamp n=-0.8
12 Szamg g=2.5
13 5zam i Integral (4 p mig o Integrallfis, o, o] i= 46,17
14 |Bzéveg T1 Mint"+f+"de="+] Mint" s+ e dx="1 T1="int 1 G- 135 Qo+ 132 (- 303 de= 4617
15 |Bzéveg T2 p+" n+™ Ti="-008"
16 |Bzéveg T3 g+ o+ Ti="15"
17 |&@zédmn n= 2300
18 |Szam felso Felsddsszeolf p, g, n] Felsddsszeglf, p, o, n felso= 46.93
19 Szam also  Alsddsszeglf, p, o, n) Alsddsszealf, p, g, nl also=45.41
20 Széveg TG "Alsd dsszeg="+ also "Alsd dsszeg ="+ also TH="Alsd G55280 = 45.41"
21 (Széwveg TT "Felsd dsszeg="+felso "Felsd dsszeg ="+ felso T7 ="Felsd d5szeg = 46.93"
22 Szédmkul  felso- also felso - also kul=1.52
23 SziveyTE "Eltérés="+kul "Eltérés ="+ kul Ta="Eltérés=1.52"
24 SzAmter  Integral absEeg pmig o Integral[abs i, p, ol ter= G273
25 Széveg T A gdrbe 85 azwtengely kizati terllet ="+ ter "A gérhe &5 az x-tengely kizott terilet="+ter T9="A gdrbe é5 azx-tengely kizdti terllet= 62.73"

B | @ |esies > | m |

5.4. dbra.



6. FUGGVENYVIZSGALAT

6.1. A fiiggvényvizsgalat elemei

Ebben a fejezetben a fiiggvényvizsgalathoz sziikséges elméleti elemek felsoro-
lasa utan a fliggvényvizsgilat Geogebrdval szemléltethets részeit szeretném be-
mutatni egy valtoztathaté egyiitthatokkal rendelkez6 negyedfoku polindém alaki
fliggvény segitségével.

Az élet kiilonbozé teriiletein eléforduld folyamatokkal kapcsolatos Gsszefiig-
gések vizsgalatdban rendkiviili fontossagnak a fliggvények segitségével végzett
vizsgalatok. Ezen osszefliggések tanulmanyozasdhoz a kiilonb6z6 valtozok kozotti
kapcsolatot keressiik, amelyet egy fiiggvény segitségével abrazoljuk pontosan vagy
kézelité médon. Ezek utan, a kapott fliggvény vagy fliggvények tulajdonsigainak
a vizsgédlataval folytatva megéllapitasokat hozhatunk. Ezt figgvényvizsgdlatnak
nevezziik.

A kozépiskolas matematika tananyagban a fliggvények alakjanak és értékeinek
megismerésén, és a fiiggvény transzformacié alkalmazasan til, tovabbi Altalanos
ismeretek elsajatitasa is sziikséges. Ezeket egy fiiggvényvizsgalat végigktvetésé-
vel jobban meg lehet értetni. Ha ehhez tarsul, ennek a dinamikus programnak,
a lehet6ségeinek a hasznalata, akkor igy, a latvanyosabb szemléltetéssel, kon-
nyebben, jobban és érdekesebben meg lehet ezeket az ismereteket tanulni.

Egy alapos fiiggvényvizsgalatnak tartalmaznia kell a kévetkezd elemeket:

¥ az értelmezési tartomany meghatarozésa,
¥ a zérushelyek meghatarozasa az x = 0 és az y = f(x) = 0 esetekben,

¥ a fliggvény folytonossaganak vizsgalata és a szakadési helyeknek a megél-
lapitéasa,

paritas vizsgalat; a fiiggvény lehet paros, paratlan vagy egyik sem,
a fliggvény periodicitasa,
a monotonitéas vizsgalata (els§ derivalt),

a szélsgértékek megéllapitasa (elsé derivalt),

L S S S

a fiiggvény konvexitasanak meghatarozasa (mésodik derivalt),

33
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%¥ az inflexios pontok megkeresése (mésodik derivalt),

¥ a hatarértékek vizsgdlata,

#* fliggvény grafikonjanak rajzolasa és az értékkészlet megadasa,
#* egyéb jellemzsk megéllapitésa.

Amennyiben nincs megadva, a fiiggvény értelmezési tartomanyat kell els6
lépésként megallapitani. Az értelmezési tartomanyt Dy-el szoktuk jeldlni és az
alaphalmaz azon elemeit tartalmazza amelyekre értelmezhets a fliggvény.

Az f : R — R fiiggvénynek az v € Dy zérushelye, ha ebben a pontban
f(z) = 0. Ezenkiviil meg lehet allapitani az f(0) értéket is, ez az érték a fiiggvény
és az y tengely metszéspontjat adja.

Az f : R — R fiiggvény folytonos az a € Dy pontban, ha Ve > 0 esetén
30 > 0 : Vo € ks(a) N Dy :| f(z) — f(a) |< e. Itt ks(a) alatt az a pont egy ¢
sugara nyilt (gomb)kornyezetét értjiik, vagyis ks(a) = {xr e R || x — a |< d}.

Amikor az f : R — R fiiggvény valamely a € Dy pontjdban nem folytonos,
akkor azt modjuk, hogy az a pont az f szakaddsi helye.

Az f : R — R fiiggvény akkor pdros, ha x € Dy esetén f(x) = f(—x).
A fiiggvény akkor paratlan ha f(—z) = —f(x). Az abrazolassordn a fiiggvény
paritasa abban nyilvinul meg, hogy a paros fliggvény szimmetrikus az y tengelyre,
a paratlan pedig az origora.

A periodicitassal kapcsolatban az lehet mondani, hogy egy f : R — R fliggvény
periodikus, ha dp € R dgy, hogy p > 0, és Vo € Dy esetén = + p € Dy és
f(x) = f(z + p). Ebben az esetben a p az f fiiggvény periddusa.

A montonitasa az f : R — R fiiggvénynek az (a,b) € Dy intervallumon a
kovetkezs lehet, x1, zo € (a,b) esetén:

** monoton novekvd, ha r1 < xa esetén f(x1) < f(z2),

** szigorian monoton novekvd, ha r1 < x9 esetén f(z1) < f(x2),
** monoton csokkend, ha x1 < x9 esetén f(x1) > f(x2) ,

** szigorian monoton csokkend, ha x1 < x9 esetén f(x1) > f(x2).

Ezek megéllapitasdhoz sok segitséget nyujthat a fliggvény elsé derivaltjanak
a kiszamitdsa. A derivalt elGjele kiilonbozd intervallumokon adja az eredeti fiigg-
vény monotonitasat, abban az intervallumban, a kévetkezdék szerint:

** monoton novekvd, ha f' > 0 az adott intervallumon,
** szigorian monoton novekvd, ha f' > 0 az adott intervallumon,

** monoton csékkend, ha f' < 0 az adott intervallumon,
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* szigorian monoton csokkend, ha f' < 0 az adott intervallumon.

Egy f : R — R fiiggvénynek egy intervallumon az xg € D pontban lokdlis
minimuma van, ha az intervallum barmely z(-tol kiillonb6z6 pontjaban f(x) >
f(zo) teljesiil. Hasonl6 médon, az f fiiggvénynek lokdlis mazimuma van, ha az
intervallum barmely z-t6l kiilonb6z6 pontban teljestil az, hogy f(z) < f(xo).

Ha az f : R — R fiiggvény derivalhaté egy pont kérnyezetében, a deriviltja
abban a pontban nulla és elGjelet valt, akkor a fliggvénynek ott lokalis szélsGértéke
van. Az ilyen pontokban a derivaltfiiggvény elgjelet valt, ahol a derivalt fiiggvény
negativ értékeket vesz fel ott a fliggvény csokkend, ahol pozitiv ott pedig névekvé.
Aszerint, hogy a derivaltfiiggvény egy pontban, negativbol pozitivba vagy pozitiv-
bél negativba megy at, az eredeti fiiggvénynek lokalis minimuma vagy maximuma
van, abban a pontban.

A fiiggvénynek a gorbiiletét annak masodik derivaltfiiggvényének vizsgalatéaval
allapithatjuk meg. Azt a pontot ahol a fliggvény gorbiilete megvaltozik inflexids
pontnak (gorbiiletvaltasi hely) nevezziik. Ha az f : R — R fiiggvény kétszer
derivalhat6 egy pont koérnyezetében, a mésodik derivéltja nulla és az elGjelet valt
(vagyis a fliggvény harmadik derivéltja ha létezik nem nulla) abban a pontban,
akkor az a fiiggvénynek inflexiés pontja. Altaldanosan ennek megallapitasahoz
mindig sziikség van a legutolsdé még nem nulla derivaltfiiggvény megvizsgalasara.
Ekkor azon az intervallumon ahol f” > 0, az eredeti fiiggvény konvexr és azon
amelyen f” <0, konkdv.

Egy L halmaznak az t € Dy torloddsi pontja, ha barmely kornyezete végtelen
sok L-beli pontot tartalmaz, azaz Ve > 0 : kc(a) N L végtelen. Legyen t € Dy
az f fiiggvény torlodési pontja. Az t pontban a fiiggvénynek T a hatdrértéke, ha
IreR:Ve>0:36 >0: Ve e (ks(t) \ {t}) N Dy : f(x) € ke(T).

A fliggvényvizsgélat eddigi [épéseinek az eredményeit megjelenithetjiik tablazat-
ban is, hogy Osszességében vizsgalhassuk a fiiggvényt és igy kovetkeztethessiink
ennek grafikonjanak alakjara. Ezek segitségével elég jé pontossiggal megrajzol-
hatjuk a fiiggvény grafikonjat.

Elsfordulhat, hogy a fiiggvény ezen tulajdonsigain tul, mas tulajdonsigai is
érdekel benniinket, mint példaul a fliggvény asszimptotai, ennek a szakadési pon-
tokbeli jobb- és baloldali differencial hanyadosai, vagy valamely pontban a jobb-
és baloldali folytonossag, de az el6bb bemutatott tulajdonsagok elegendéek ahhoz,
hogy teljes fiiggvényvizsgalatrol beszéljiink.

6.2. A Geogebra alkalmazasa fiiggvényvizsgalathoz

Természetesen a konyebb és latvanyosabb szemléltetés céljabol ehhez a téméhoz
is készithetd Geogebra alkalmazas. A tovdbbiakban lathatjuk, hogy néhany perc
alatt és viszonylag egyszertien elkészithetd egy nagyon hasznos alkalmazas. A
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kovetkezs polinom alakt f(x) = ax? +ba? + cx? +dx + e fiiggvények fiiggvényvizs-
galatahoz sziikséges alkalmazas készitését részletezem.

| = fx)=axt+b +cE+dx+e

a=-08

s A e o 2
|szélpdenzg

fix) =-0B8x* +3.5F-312-31x+2

2

¢ +2(-3.1)x- 3.1

I \ F(x) = 4 (-0.8) 5 +1

) =12(-08) % +6*35x+2(-3

; ,
Infl exiﬁlsPunll/l’.J\.,\

4 3 2 A 'p|o ]
|
| |
[ 1] 4 D=032
1] o
| \ il | 5765088k A=0 35
[N
( (1! N E=14
| L vy | InflexigsP ont2
\ A1 0 [ szélsdergke '| B=1.84
| \ -I i | | _n
o i F=2.2
| Nl 5 1A
al [
|| '
|
| ‘ |
44 |
|| ! | H
6.1. abra.

Az a,b,c,d, e, g, s valtozok valtoztatdsaval lehet a megfelelé polinomot bealli-
tani, ezzel parhuzamosan véltozik az abrazolt grafikonok alakja is. A fliggvény és
derivéltjainak a grafikonyainak az dbrazolasdval konnyen megallapithaté a fiigg-
vény monotonitasa, konvexitasa, szélsGértékei, inflexios pontjai és mas tulajdon-
sagok is.

Els6 lépésként beirjuk a parancssorba az egyiitthatoknak megfelel§ valtozokat
egy alapértékkel és az algebra ablakban beéllitjuk ezeknek a megjelenitését. Most
a fiiggvény grafikonjanak megjelenitéséhez beirjuk a parancssorba a kévetkezd
szoveget: f(x) =axx ANd+bxx A3+ cxx A2+ dx*x+ e. Ekkor beirjuk, hogy
Szélséérték[f] és a grafikonon megjelennek a fiiggvény szélséértékei(mindegyik).
Ezeket a pontokat atnevezhetjiik a késébbi kdnyebb atlathatésag érdekében Szél-
soértékl, Szélséérték2, illetve Szélsdérték3 nevekkel (ha harom van). Ezutan
az [ fliggvény primitiv fliggvényét abrazoljuk beirva a parancssorba azt, hogy
g(x) = f'(x). Megjelenitjiik ennek gyokeit is a Gydkfg] parancs befrasaval.
Kovetezik az f masodik derivaltja, vagyis a g els6 derivaltja, ezt megkpjuk beirva
azt, hogy h(z) = ¢'(x).

Osszekotve a szélsseértékeket a szélsseértékhelyeket jelzé pontokkal kénnyebben
lathatjuk ezek valtozasat, amikor valtoztatjuk az eredeti fiiggvény egyiitthatoit.
Az inflexios pontok megjelenitéséhez beiruk a parancssorba, hogy InflexidsPont[f].
Ugyanigy jelennek meg a g fiiggény szélséértékei ha beirjuk, hogy Szélsdérték[g].
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Szakasszal Osszekotjilk a g szélsGértékeit f-nek a megfelel§ inflexios pontjaival.
A fiiggvények kitevGinek a valtozasat akkor lathatjuk, ha szdvegként beillesz-
tjik ezeket a kovetkezdéket beirva a parancssorba:

"lx) ="+ f
"x) ="+ g

"f(x) = ax + bad + cx? + dr + "
”f”(x) —n + h

Természetesen ezt megtehetjiik az eszkdztarban talalhatoé Soveg beszirdsa esz-
kéz hasznalataval is. Kijeloljik a h fiiggvény és az x-tengely metszéspontjit.
A kijelslt szélsGérték és inflexios pontok helyeinek valtozasanak szemléltetéséhez
beszurjuk a kévetkez§ szovegeket:

"D=" 4 (x(D))
A= (x(4))
"E=" o (x(E)
"B (x(B))
E=" - (x(F))

Végiil azért, hogy a harom fiigvényt, az egyiitthatokat, a szélsGértékeket, az
inflexiés pontokat és kiilonbozé mas elemeket egymastél megkiillénboztethessiik
és atlathatobb abrat kapjunk atszinezziik ezeket tgy hogy az egymaéashoz kapcso-
lodoakat ugyanazzal a szinnel szinezziik.

A Nézet menii Szerkesztd protokol menii pontja alatt megtekinthetjiik a szer-
kesztés lépéseit (6.2. abra).
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Fajl Mézet Sugd
Mo. |Név |Deﬂn|’ci6 ‘Parancs ‘Algebra
1 |Szama a=-0.3 =]
2 [Szdmb h=35
3 Szamec c=-31
4 |Szdmd d=-31
5 Szame e=2
B Flggvény f fij=aut+h@+ o+ du+e figl=aut+h@+ @+ du+e fig)=-0.8x+ 35 31-31..
T |PontSzélsderekl  Szélsdertek T Szelsdereklq Szelsderekl = (0.32, 2.55)
7 PontSzélsdérék? | Szélsdérékf Czélsdntak] Czélsdének? = (1.4,-1.88)
T |FontSzélsdereks | Szélsdertek T Szelsdereklq Szelsdeneki=(2.2,-1.3)
3 Flggvény g g = i) i = i) g =4 0B+ 3% 3583+ 2(.
9 |PontD Gyik g Gk D=i-0.32 0
9 PontE Gyitk g Gyiikla] E=(1.4,0
9 |PontF Gyik g Gk F=({22,m
10 |Flggvény b hix = g't) hix = g'( hi =12 (-08) =+ 6*35x+2 .
11 Szakaszi Szakasz[Szelsdeneks, E] Szakasz[Szélsdenekz, E) i=1.89
12 |Szakasz] Szakasz[F, Szélsdarneka) Szakasz[F, Szélsdanaka] i=13

13 |Pont InflexidsPontt
13 |Pont InflexidsPont2
14 Pontl

14 Paont.d

15 |Szakaszk

16 |Szakasz|

17 |Sziveg T1

18 |Szdveg T2

19 |Sziveg T3

20 |Szdveg T4

21 |Szakaszm

22 PantA

23 PontB

24 |Szdveg TS

25 |Sziveg TG

26 Szdveg TV

27 |Sziveg T8

28 BziveqT9

Inflexids pont f

Inflexids pont 1
Szelsdiartek g
Szelsdanék g

Szakasz]l, InflexidsPont1]
Szakasz[nflexidsPont2, J]

="+
o=+ g
" ="+ h

Szakasz[Szelsderek1, O]
metszéspontja k, ¥Tengely
metszéspontia ¥Tengely, |

InflexidsPonifl]
InflexidsP ontff]
Szélsdiértekn]
Szelsdanékly)
Szakasz(l, InflexidsPont1]
Szakasz[nflexidsFont2, J]

="+ T
oo ="+ g
Ty ="+h

Szakasz[Szélsdérek, O]
Metszéspontlk, xTengaly]
MetszespontiTengely, 1]

"+ (DD "D="+ (D0
= () )
RG] "B E)

+ (BN "B="+ (x(E))
=" (P F=" 4 (P
=] | M | 29028 o ‘

6.2. abra.

InflexidsPont! = (0.35, 0.67)
InflexidsPont2 = {1.84, -1.67)
1=1(0.35,-412)
J=1(1.84,1.11)

k=479

=268

TI="f=-08xt+ 3.5:5- 31 1.
T2="f(0=4(-08)¥+3*35x%.
Ti="f=axt+h+o+du..
T4="f0) =12 (0.8 +E*35...

m= 255
A= (0.35,0)
B=(1.84,0)
T5="D=-0.32"
Té = "4=0.35"
T7 ="E=1 4"
B=1.84"
Ta="F=232'
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7. OSSZEGZES

Szakdolgozatom céljat, hogy bemutassam a Geogebra legfontosabb alkalmazasi
lehetSségeit a matematikidban, sikeriilt elérnem. Nem a teljességre torekedtem,
hanem a felhasznélébarat, olvasobarat leirasra. Tapasztalatom szerint az idGsebb
tanarok tobbségének nincs olyan informatikai tapasztalata, mint a fiatalabbak-
nak, pedig sokszor jobban szeretnének tjitasokat, mas, esetleg jobb szemléltetést
bevezetni az 6rédkra. Ebben nyajt a dolgozat legtébb segitséget, mivel 1épésrél
lépésre kovetve a lefrast, barki elkészitheti ezeket az alkalmazasokat. De a dolgo-
zatot azok is nyugodtan olvashatjak, akik nem jartasak a matematikidban, csak
kivancsiak a programra, mivel minden témakor elején feldolgoztam a téméval
kapcsolatos elméleti részt is.

Altalaban egy adott témakorhoz talalhato olyan szoftver, amellyel lehet dolgo-
zni, de azok csak egy bizonyos feladat vagy résztémakor feldolgozédsdban hasznal-
haté. A dolgozatbdél az deriil ki, hogy a Geogebra egy sokoldalt program, amit
azzal a céllal fejlesztettek, hogy minél tébben és tobbféleképpen hasznalhassanak.
A szerzdkkel konnyen kapcsolatot lehet teremteni, és igy még tobb segitségre tehet
szert a felhasznalo, és esetleg a program készitsk is.

Remélem a program terjeszt&jének sikeriil elérnie a tovabbiakban azt, hogy
tovabbfejlesszék a programot, taldn egy jol miikod6 haromdimenzios verzioval,
hogy aki hasznalja minél t6bb 6romét lelje benne.
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