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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

Legyen f € Q[X, Y], C(R) = {(x,y) € R’ : f(x,y) = 0}.
e génusz legalabb 1: Siegel (1929) igazolta, hogy C(Z) véges.

e geénusz legalabb 2: Faltings (1983) bebizonyitotta, hogy
C(Q) veges.

1 génuszu gorbek:
Y2 = X3 + a1 X + as.
2 génuszu gorbék:

Y2 = beX® + bs X° + baX* + b3 X> + boX? + b1 X + by.
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Elliptikus gorbek Brimio o

- Algebrai gorbek Veges sok megoldas léetezik: Mordell (1922).

067 EonElD Sl Korlat a megoldasokra: Baker (1968)

U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi
O Hiperelliptikus

max([x|, |y]) < exp((10°H)'®).

Algoritmusok az egész pontok meghatarozasara:
Stroeker, Tzanakis (1994),
Gebel, Pethd, Zimmer (1998).
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O Algebrai gorbék Nehezen meghatarozhato generatorok:

U g-gondlis szamok ;)
U Egy kimaradé eset Y = X(X — 157)(X + 157)
elliptikus gorbéi
O Hiperelliptikus
gorbék
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J Algebrai gorbék Nehezen meghatarozhato generatorok:
U g-gondlis szamok
U Egy kimaradé eset Y2 - X(X — 157)(X + 157)

elliptikus gorbéi
O Hiperelliptikus

gorbek Végtelen rendl pont P = (x, y), ahol:
—166136231668185267540804

X = :

2825630694251145858025
~ —167661624456834335404812111469782006

J = T7150201095200135518108761470235125
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RGO Lokalisan minden p eseten letezik megoldas, de nincs globalis
,
U g-gonalis szamok mQQOldaS-
O Egy kimaradd eset 3X3 + 4Y3 -+ 523 — O

elliptikus gorbéi
O Hiperelliptikus
gorbék
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék
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Lokalisan minden p esetéen létezik megoldas, de nincs globalis

megoldas.
3X° +4Y° +52° = 0.

Rang, konduktor és egész pontok.
Y2+ Y =X+ X2 =2X,

a gorbe rangja 2 és 20 egesz pont van rajta.
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U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
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3
[ Iniversity of
I Debrecen

Lokalisan minden p esetéen létezik megoldas, de nincs globalis

megoldas.
3X° +4Y° +52° = 0.

Rang, konduktor és egész pontok.
Yo+ Y =X 4+ X7 =2X,
a gorbe rangja 2 és 20 egesz pont van rajta.
Y2+Y =X -7X+6,

a gorbe rangja 3 es 36 egész pont van rajta.
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0 Algebrai gorbék Egész pontok elliptikus gorbe csaladokon. Legyen

U g-gondlis szamok

) Egy kimarads eset En: Y2=X4+mX?—(m+3)X+1.
elliptikus gorbéi
O Hiperelliptikus

gorbek Duquesne (2001): ha E, rangja 1, akkor E,, egész pontjai a
kovetkezok

(0, 1) ha m paros,
(0,1) es 2(0,1) ha m paratlan.
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

Egész pontok elliptikus gorbe csaladokon. Legyen
En: Y2=X4+mX?—(m+3)X+1.

Duquesne (2001): ha E,, rangja 1, akkor E,; egész pontjai a
kovetkezdk

(0, 1) ha m paros,
(0,1) es 2(0,1) ha m paratlan.

Legyen
O,: Y =X'—mX>—6X>+mX +1,

ahol m? + 16 nem oszthaté pératlan négyzetszdmmal. Duquesne
(2007): ha Q,, rangja 1, akkor Q,, egész pontjai (0, +1).
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék
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Specialis elliptikus gorbék esetében az altalanos korlat
élesitése:

Draziotis (2006):
Legyen
E: Y2=(X—-KkIFfX)

elliptikus gorbe Q felett, ahol kK € Z és f(k) = £1.

tengely@math.klte.hu — slide 7




3
[ Iniversity of
I Debrecen

O Allgelbrel bl Specidlis elliptikus gorbék esetében az altaldnos korlat
U g-gonalis szamok eleSLtese:

U Egy kimaradé eset L.

elliptikus gorbéi Draziotis (2006):

O Hiperelliptikus

gorbék I—eggen

E: Y%= (X—kFfX)

elliptikus gorbe Q felett, ahol kK € Z és f(k) = £1. Ekkor
barmely (x, y) € E(Z) pontra

x| < 11H? + 5,

ahol H az (X — k)f(X) polinom magassdga.
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U Algebrai gorbék Deﬁn [Cl(’)

O Elliptikus gorbék

s _ m{lg—2)m—(g—4)
g-gonalis szamok gm g = .

U Egy kimaradé eset ’ 2

elliptikus gorbéi i , , . i . i

0 Hiperelliptikus Rekurziv sorozatokban taldlhaté g-gonalis szamok vizsgalata

gorbek g € {3,4,5,7} esetében: J.H.E Cohn, Katayama, Ljunggren,
Luo, Prasad, Rao.
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U Algebrai gorbék
U Elliptikus gorbék

U g-gonalis szamok

U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

Definicio:
m{(g —2)m — (g — 4)}
5 .

Rekurziv sorozatokban talalhato g-gonalis szamok vizsgdlata
g € {3,4,5,7} esetében: J.H.E Cohn, Katayama, Ljunggren,
Luo, Prasad, Rao.

Tengely (2008): g € {6,8,9,10,...,20} esetében

Fn = gm,gr L, = gm,g;
Pn ~ gm,g: Qn = gm,g

egyenletek megoldasainak meghatarozasa.

gm,g —
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Sgi::sulsg;’:gzk A kovetkezd gorbek vizsgélatéra vezet:

CEen = 5((g — 2)x2 (g — 4)X)* + 16,

elliptikus gorbéi

EIJ]éIr—It)iEErelliptikus COdd : = 5((g — 2) — (g — 4)X)2 — 160,
Cree™s = 5((g — 2)X* — (g — 4)X)* — 80,
TP « = 5((g — 2)X* — (g — 4)X)? + 80,
Cp " =2((g —2)X* — (g — 4)X)* + 4,
C""" : = 2((g —2)X* — (g —4)X)* — 4,
Co, " = 2((g —2)X* — (g — 4)X)* -8,
col = 2((g —2)X* — (g —4)X)* + 8.
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O Algebrai gérbék Tovabbi tervek.
U Elliptikus gorbék

0 g-gondlis szamok Gorbe csalddok vizsgalata:
U Egy kimaradé eset

elliptikus garbéi példaul (0,4) € C£*"(Q), (1,2) € CE°"(Q).
O Hiperelliptikus 4 n
gorbék
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U Algebrai gorbék
U Elliptikus gorbék

U g-gonalis szamok

U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

Tovabbi tervek.

Gorbe csalddok vizsgalata:
példaul (0,4) € C£°"(Q), (1,2) € CE*"(Q).

"Pontatlan” gorbék esete:
Cive" . Y*=5((g —2)X* — (g — 4)X)* — 80,
ha g € {8,9,11,13,14,16,19}, akkor nincs megoldas Qs-ben.
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U Algebrai gorbék
U Elliptikus gorbék

U g-gonalis szamok

U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

Tovabbi tervek.

Gorbe csalddok vizsgalata:
példaul (0,4) € C£°"(Q), (1,2) € CE*"(Q).

"Pontatlan” gorbék esete:
Cive" . Y*=5((g —2)X* — (g — 4)X)* — 80,

ha g € {8,9,11,13,14,16,19}, akkor nincs megoldas Qs-ben.
A g = 12 eset:

Y2 = 500X* — 800X> + 320X? — 80.
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Egy kimarado eset elliptikus gorbeti ekl

O Algebrai gorbék Bennett (2008)
U Elliptikus gorbék

U g-gonalis szamok AZ (Xk T 1)(yk _ 1) — (Zk T 1): |Z| 2 2: k 2 3 egUenlet

- £y kimarado eset megoldasai a kovetkezok: (x,y, z, k) = (—1,4,—5,3) és
elliptikus gorbéi

U Hiperelliptikus (4, —1 , —5, 3)

gorbék

Szdmelméleti Szemindrium tengely@math.klte.hu — slide 11




Egy kimarado eset elliptikus gorbeti ekl

U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradd eset

elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

Szdmelméleti Szemindrium

Bennett (2008):

Az (x* = 1)(y* = 1) = (X =1),|z| > 2, k > 3 egyenlet
megoldasai a kovetkezok: (x,y, z, k) = (—1,4,—5,3) és

(4, —1, =5, 3).

Az (x* —1)(y* —1) = (zX — 1)? egyenletnek nincs megolddsa, ha
1z| > 2,k >4 és x + +y.
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U Algebrai gorbék
U Elliptikus gorbék

U g-gonalis szamok

U Egy kimaradé eset

elliptikus gorbéi
O Hiperelliptikus
gorbék

Bennett (2008):

Az (x* = 1)(y* = 1) = (X =1),|z| > 2, k > 3 egyenlet
megoldasai a kovetkezok: (x,y, z, k) = (—1,4,—5,3) és
(4, —1, =5, 3).

Az (x* —1)(y* —1) = (zX — 1)? egyenletnek nincs megolddsa, ha
1z| > 2,k >4 és x + +y.

Az (x> = 1)(y> — 1) = u? egyenlet esetében Elkies a kovetkezd
megoldasokat hatarozta meg:

(x,y, u) = (—20, —362, 616077), (—6, —26, 1953),
(—1,—23,156), (0, —2,3), (2, 4, 21),
(2,22,273), (3,313, 28236), (4, 22, 819).

Veges sok megoldasa létezik csak az egyenletnek?
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradd eset

elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

x> —1=dy?,
y> —1 = dy?.

Elegendd az
Eq: Y =X —d

gorbéket vizsgalni ("quadratic twists’). Amennyiben a gorbén
talalhato 3 "'megfelel6” egész pont, akkor az eredeti probléma
egy megoldasahoz jutunk. Az eqyik egesz pont mindig adott:
I =(d,0).
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradd eset

elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

x> —1=dy?,
y> —1 = dy?.

Elegendd az
Eq: Y =X —d

gorbéket vizsgalni ("quadratic twists’). Amennyiben a gorbén
talalhato 3 "'megfelel6” egész pont, akkor az eredeti probléma
egy megoldasahoz jutunk. Az eqyik egesz pont mindig adott:
I = (d,0). Ismert megoldasoknal
d € {—889,-217,—-2,-1,7,26}.
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O Algebrai gorbék Leggen P — (dX, dzy) Ekkor P + T esetében

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradd eset 3
elliptikus gorbéi X(P -+ T) — d 1 -+
O Hiperelliptikus x —1
gorbék

Ez akkor lesz "'megfeleld” egész pont x-koordinatdja, ha
x € {-2,0,2,4}.
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O Algebrai gorbék Leggen P — (dX, dzy) Ekkor P + T esetében

U Elliptikus gorbék

U g-gonalis szamok

U Egy kimaradd eset

3
elliptikus gorbéi X(P -+ T) — d 1 _|_ .
O Hiperelliptikus x —1

gorbék

Ez akkor lesz "'megfeleld” egész pont x-koordinatdja, ha
x € {-2,0,2,4}.

A 2P pont esetében

x* + 8x

X(2P) = e —

Ez akkor lesz "'megfeleld” egész pont x-koordinatdja, ha
x € {—2,0}.
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U Algebrai gorbék
U Elliptikus gorbék

U g-gonalis szamok

U Egy kimaradé eset

elliptikus gorbéi
O Hiperelliptikus
gorbék

Lequen P = (dx, d*y). Ekkor P + T esetében
9y Yy

x(P+T):d(1+ & )

x — 1

Ez akkor lesz "'megfeleld” egész pont x-koordinatdja, ha
x € {-2,0,2,4}.

A 2P pont esetében

x* + 8x

X(2P) = e —

Ez akkor lesz "'megfeleld” egész pont x-koordinatdja, ha
x € {—2,0}.

Stratégia: megmutatni, hogy (dx, d’y) = mR + nT csak kis m
ertékekre lehetseges. Az ismert megoldasok esetében m < 2.
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Hiperelliptikus gorbek s

U Algebrai gorbék
0 U bsitls bk YP—Y = X9 - X, 2<p<aqg.
U g-gonalis szamok

0 Egy kimarado eset Fielder, Alford (1998): pozitiv megoldasok

elliptikus gorbéi

(3,2,2,3),(6,2,2,5),(15,2,6,3), (16,2, 3, 5),
(13,3,3,7), (91,2, 2,13), (280, 2,5, 7), (4930, 2, 30, 5).
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

U Hiperelliptikus
gorbék

YP—Y =X7-X, 2<p<qg.
Fielder, Alford (1998): pozitiv megoldasok

(3,2,2,3),(6,2,2,5),(15,2,6,3), (16,2, 3, 5),
(13,3,3,7), (91,2, 2,13), (280, 2,5, 7), (4930, 2, 30, 5).

Tovabbi eredmények:

Mordell (1963): p = 2, g = 3 eset,

Mignotte és Petho (1999): végességi eredmények, teljes
megoldas p = 2, g > 2 esetben, feltéve, hogy y teljes hatvanya
valamilyen primnek.
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok n m

0 Egg klma"radé' eset k l !
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus

gorbek k,,m,n €Nés2< k< 35,2<1< 3.
Ismert megoldasok:

- (2 (9-C) (2)-()
- (- (3)-2- ()

221) _ (17)’ (F2i+2F2i+3) _ (F2z+2F2z+3—1) aholi=12.
2 8 FaiF2it3 FaiFaiy3 +1
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

ny [m
k| \ L]
k,,m,neNés2<k<35,2<1< 5.
Ismert megoldasok:

- (2 (9-C) (2)-()
- (- (3)-2- ()

221) _ (17)’ (F2i+2F2i+3) _ (F2z+2F2z+3—1) aholi=12.
2 8 FaiF2it3 FaiFaiy3 +1

Lind (1968), Singmaster (1975): Fibonacci sorozattal megadott

megoldds csalddok. De Weger (1997): () < 10% vagy
n < 1000 esetében nincs tobb nem trivialis megoldas.
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

Mordell (1963), Avanesov (1966/1967), Pintér (1995), De Weger
(1996), Stroeker és De Weger (1999): teljes megoldasok

(k. 1) € {(2,3),(2,4),(2,6),(2,8),(3,4),(3,6), (4,6) }

esetében. Ezek a problemak Thue egyenletekre vagy elliptikus
gorbékre vezetnek.
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék
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Mordell (1963), Avanesov (1966/1967), Pintér (1995), De Weger
(1996), Stroeker és De Weger (1999): teljes megoldasok

(k. 1) € {(2,3),(2,4),(2,6),(2,8),(3,4),(3,6), (4,6) }

esetében. Ezek a problemak Thue egyenletekre vagy elliptikus
gorbékre vezetnek.

Altaldnos végességi eredmények:

Kiss (1988): kK = 2 es [ adott paratlan prim.

Brindza (1991): k =2 és [ > 3.

Egy kis kihivas:
y\ ([x
2] \5/]°
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U Algebrai gorbék

U Elliptikus gorbék
U g-gonalis szamok
U Egy kimaradé eset
elliptikus gorbéi

O Hiperelliptikus
gorbék

Bugeaud, Mignotte, Siksek, Stoll, Tengely (2008):
C: Y —Y=X-X
0sszes egesz megoldasa:
(X,Y)=(-1,0), (—=1,1), (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,—D),
(2,6), (3,—15), (3,16), (30, —4929), (30,4930).

J(Q) Mordell-Weil csoportjanak a rangja 3.
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H Algebrat gorbek e Mivel F(X,Y)=Y%2—Y — X+ X esetében F(0,0) =0,

U Elliptikus gorbék
0 g-gonalis szamok Runge-mddszerrel meghatarozhatok az adott legnagyobb

0 Egy ki dé t e ee ’ 2 7
elliptikus gorbél kozos osztoval rendelkez6 megoldasok.

O Hiperelliptikus
gorbék
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H Algebrat gorbek e Mivel F(X,Y)=Y%2—Y — X+ X esetében F(0,0) =0,

U Elliptikus gorbék
0 g-gonalis szamok Runge-mddszerrel meghatarozhatok az adott legnagyobb

0 Egy ki dé t e ee ’ 2 7
elliptikus gorbél kozos osztoval rendelkez6 megoldasok.

oot T e (Chabauty mddszere nem alkalmazhatd, mert J(Q)
Mordell-Weil csoportjanak a rangja nagyobb, mint a gorbe

genusza.

Szdmelméleti Szemindrium tengely@math.klte.hu — slide 18




I
[ Jndversity of
[ Debrecen

H Algebrat gorbek e Mivel F(X,Y)=Y%2—Y — X+ X esetében F(0,0) =0,

U Elliptikus gorbék

0 g-gonalis szamok Runge-mddszerrel meghatarozhatok az adott legnagyobb

0 Egy ki dé t e oo ’ 7 I

elliptikus gorbél kozos osztoval rendelkez6 megoldasok.

U Hiperelliptikus , ,

gorbék e (Chabauty mddszere nem alkalmazhatd, mert J(Q)
Mordell-Weil csoportjanak a rangja nagyobb, mint a gorbe
genusza.

e Elliptikus Chabauty moédszer esetében szdmtest felett kell a
Mordell-Weil csoport rangjat meghatarozni.
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Mivel F(X,Y) = Y? —Y — X°> 4+ X esetében F(0,0) =0,
Runge-mddszerrel meghatarozhatok az adott legnagyobb
kozos osztoval rendelkez6 megoldasok.

Chabauty médszere nem alkalmazhato, mert J(Q)
Mordell-Weil csoportjanak a rangja nagyobb, mint a gorbe
genusza.

Elliptikus Chabauty mdédszer esetében szamtest felett kell a
Mordell-Weil csoport rangjat meghatarozni.

S-eqgyséqg egyenletek, Baker modszer + LLL algoritmus: a
fellépd szamtestek foka nagy.
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Mordell-Weil csoportjanak a rangja nagyobb, mint a gorbe
genusza.

Elliptikus Chabauty mdédszer esetében szamtest felett kell a
Mordell-Weil csoport rangjat meghatarozni.

S-eqgyséqg egyenletek, Baker modszer + LLL algoritmus: a
fellépd szamtestek foka nagy.

S-eqység egyenletek + Skolem mddszere: a fellépd
szamtestek foka naqgy.
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Mivel F(X,Y) = Y? —Y — X°> 4+ X esetében F(0,0) =0,
Runge-mddszerrel meghatarozhatok az adott legnagyobb
kozos osztoval rendelkez6 megoldasok.

Chabauty médszere nem alkalmazhato, mert J(Q)
Mordell-Weil csoportjanak a rangja nagyobb, mint a gorbe
genusza.

Elliptikus Chabauty mdédszer esetében szamtest felett kell a
Mordell-Weil csoport rangjat meghatarozni.

S-eqgyséqg egyenletek, Baker modszer + LLL algoritmus: a
fellépd szamtestek foka nagy.

S-eqység egyenletek + Skolem mddszere: a fellépd
szamtestek foka naqgy.

Demjanenko-Manin mddszer: fiiggetlen leképezések
kellenek elliptikus gorbére.
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LiAlgebrai gorbek Transzformalt alak:
U Elliptikus gorbék

U g-gondlis szamok
0 Egy kimaradé eset C : 2y2 = X5 — 1bx + 8,
elliptikus gorbéi
O Hiperelliptikus
gorbék
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Transzformalt alak:
C : 2y*’=x>—16x+38,

Mordell-Weil bazis J(Q)-ban:

Dy =(02)—00, Dy=(22)—0c0, D3=(=272)—o0.

Ekkor x — a = k&%, ahol k €
1, 2a,4—2a, —4—2a,—2a+a? 2a+a*, —4+a?,8a—2a°}.
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Bruin, Stoll: Mordell-Weil szita

J(C(Q)) C W + BJ(Q),

ahol W az ismert racionalis pontok képe és

B=2°.3".52.70.112.13°.172.19.23-29 31> [ | »p

37<p<149
p£107

Leqyen Lo = BZ3 és

$:7° > J@Q,  ¢lar,....a) =) aD,
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Ekkor
J(C(Q)) C W + ¢(BZ?).

Racsok csokkeno lanca:

BZ’> =1lgD 121D DLy,

gy, hogy
JIC(Q) T W + ¢(L).

Az {gy meghatarozott racs indexe: 3.32 x 1
az ebben a racsban talalhato legrovidebb vektor hossza:
1.156 x 101080,

Amennyiben létezne P € C(Q) ismeretlen pont, akkor

03240

log x(P) > 0.95 x 10°"?,

ellentmondds, mert a felsd korldt 5.1 x 10°%°.
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