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KOSZONETNYILVANITAS

Eziton szeretném megkoszonni a csalddomnak és a paromnak a folyamatos tAmogatéast, biz-
tatast, segitséget és tiirelmet, amit egyetemi éveim alatt kaptam.



1. BEVEZETO

Szakdolgozatom témaéja a lanctortek és azok gyakorlati alkalmazasai. A 2.1. fejezetben a lanc-
tortek valamint els6- és masodfokd hatarozatlan egyenletek eredetérdl, torténetérsl ejtek szot.
A 2.2. fejezetben bevezetem a lanctort fogalmat, két lanctort elGallitasi modszert mutatok be,
illetve a lanctortek egyértelmiiségére vonatkozolag ismertetek néhany tulajdonsagot. Megadom
a kezdG@szelet fogalmét is. A 2.3. fejezetben a végtelen egyszerd lanctorteket és periddikus lanc-
torteket ismertetem. Bemutatom a periodikus lanctortek és masodfokn egyenletek kapcsolatét.
Majd pedig a v/d alaka lanctortek néhany tulajdonsagat vazolom fel.

A 3. fejezetben a Pell-egyenletek definicidja utan az egyenlet lanctortekkel valé megold-
hatosagat és annak tulajdonsagait mutatom be.

A 4. fejezetben néhény olyan feladatot ismertetek, amelyek megoldasihoz felhasznalhatok a
lanctortek és a Pell-egyenletek.

Szakdolgozatomban példékat és Maple-ben irt programokat hasznélok a fogalmak teljes-
kortibb megértéséhez. A Maple egy olyan matematikai szoftvercsomag, mely a matematika min-
den teriiletén hasznalhatoé kiilonféle szamitésok, elemzések elvégzésére. Ezenkiviil alkalmas doku-
mentaciok készitésére, grafikai abrazolasra, illetve pénziigyi, statisztikai, fizikai modellezésre is
[10].



2. LANCTORTEK

A 2.1. fejezetben szerepld rovid torténeti attekintéshez az [1], [3], [7] és [8] irodalmat hasznal-
tam fel.
A 2.2. és a 2.3. fejezetben szerepls definiciok, tételek és bizonyitasaik megirasahoz a [3] és [6]
miivek nyujtottak segitséget. A fejezetek szemléletesebbé tételéhez példakat és Maple-ben irt
programokat hasznélok.

2.1. A lanctortek torténete

Els6- és masodfoka egyenletekkel mar a babiloni birodalom koraban foglalkoztak. A III.
szédzadban Diophantosz Arithmetica cimd tizenharom kotetes miivében szerepelnek elsG- és ma-
sodfoku hatarozatlan egyenletek. O ekkor tort megoldasokat is elfogadott.

Az V. szdzadban Arjabhata hindu matematikus és csillagasz, a VII. szdzadban Brahmagupta
foglalkozott hatarozatlan egyenletekkel. Brahmagupta az ax + by = ¢ alaki elséfokt diophan-
toszi egyenlet egész megoldasait kereste (negativokat is elfogadva), ahol a,b és ¢ is egészek. A
megoldasok alapja, hogy az ax + by = 1 egyenlet egész gyokeit c-vel szorozta meg. Ezutan egyre
kisebb egyiitthat6ja egyenletté alakitva az eredetit, konnyen leolvashatéva valt a megoldas. Ez
az eljaras az euklideszi algoritmusra vezethetd vissza.

A XII. szézadban élt hindu matematikus és csillagasz Bhéaszkara adott altalanos megoldéast az
els6foku kétismeretlenes hatarozatlan egyenletekre.

A lanctorteket mar Arjabhata is ismerte, azonban Fibonacci Liber Abaci cimd kényvében szerep-

111
16 jeldlés a lanctortek egy masik irasmodjat adja. A konyvben szerepld 345 jelentése a kovetkezd

volt:
1+l
5
= IR U
3 3 3.4 3-4-5

Bombelli XVI. szazadi olasz matematikus I’ Algebra Opera cimii konyvében szerepld kozelitések

nem megfelelGek, ugyanis a

1
2=14+ ————  érték 2=14+———
V2 +2+2+2+2 értéke V2 + 1 ,
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illetve a 4 4
V13=34+—— jelolés értéke V13=3+—
6+6+6+6 4
6 + —
6+ —
+ 6
Ezek nem helyes szamitasok. A helyes kozelités a kovetkezSképpen néz ki:
1 . 4
V2 =1+ —1 illetve V13 = 3+74.
2+ 6+

1 4
2+ — 6+ —

A XVI. szdzadban Tartaglia forditotta le latinra Diophantosz Arithmetica cimt mtivét, melyben

mar szerepelt tortelGallitas:
170 3 1
50 1
1
1
44 =
* 2

Az 1730-as évek koriil Euler dolgozta ki és alapozta meg a lanctortek elméletét.
1767-ben Lagrange dolgozott ki egy modszert, mellyel lanctortek segitségével ad kozelitést algeb-

4+
1+

rai egyenletek megoldasara. Ilyen egyenlet példaul az 2 — dy® = 1 tipust Pell-egyenlet, mellyel
tobbek kozott Diophantosz, Bhaszkara és Euler is foglalkozott.

Magyar matematikusok koziil példaul Bolyai Farkas foglalkozott a lanctortekkel. Igazolta, hogy
az 2% 4+ ax = b valés egyiitthat6ju egyenlet egy megoldéasa az alabbi végtelen lanctort:
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2.2. Racionalis szamok lanctortjei

2.2.1. Definici6. Véges lanctortnek nevezziik az alabbi alaki tortet:

b
ap + 0 by )
@t b
T Gp—14 a
ahol ai,...,an,b0,...,b, € N, az ag egész szam lehet negativ, ekkor negativ szamot allit el§ a
lanctort, illetve lehet nulla is, ekkor 0 és 1 kozotti szamrél beszélink. Tovabba, ha
bg =---=b, =1, akkor a kovetkezs jelolést hasznalva:
1
ag + T = (ag,a1,...,an)
a1 + — 1
T Op—14—
an
véges egyszert lanctortrsl beszélink. Az ag, . . ., a, szadmokat a lanctort jegyeinek nevezziik.

Véges egyszert lanctort elGallitasa az euklideszi algoritmus segitségével torténhet:
Az 3 racionalis szamot akarjuk eléallitani. Ekkor a,b € Z, b > 0 és Inko(a,b) = 1.

Az algoritmus:

(1. lépés):
a=ab+q
b=aiq +q

q1 = a2q2 + g3

qn—2 = Gn—1Gn—1 1 qGn
dn—1 = QndQn,

ahol q1,...,qn,01,...,an €N ag €Z és 1 < qa < --- < qp teljesil.
(2. lépés):
FElosztva az egyenlségeket rendre b, q1, ..., q,-nel:
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(3. lépés):

‘c’ SRS

Q2
—

qn—2
dn—1

dn—1
dn

= an,.

ao + —

ap—1+

q1

q2

a; + —

q1
q3

az + —

q2

qn—1

q1

a1+_§£

q2

a2 + o

a2
g3

an—1 + dn—1

qn

Egymast kovets helyettesitésekkel megkapjuk az % lanctort alakjat:

a 1 _ _ 1
g—a0+ = "=a+ 1
a1+f§£ ai +
q2 : an_l + -
n
Példa:
1.) pozitiv eset:
148 e . o x 1is s .
a T egyszerd lanctort alakja az el§z6 eljaras alapjan:

148 =8-17+4 12
17=1-12+5
12=2-5+2

5=2-2+41
2=2-1
ezutan:
148 12 1
P 842 84—
17 17 * 7
17 5 1
e =1 =
12 + 12 + %
12 2 1
942 94 =
5 °T5 7T
) 1
S — 94z
2 + 2
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majd helyettesitésekkel:

148 1 1 148
— =84 ——5=---=8+ , azaz —— = (8,1,2,2,2)
17 1 12 1 17
24—
241
2
2.) negativ eset:
—127 1
34+ =
+ 6
3.) 0 és 1 kozotti eset:
) 1
(=

Az eljaras visszafelé is miikodik, azaz egy lanctortet vissza tudunk fejteni racionélis szAmmaé. A
visszafejtés egyszerd szamolassal végezhetd.

Egy masik lanctort elallitasi modszer a kovetkezd algoritmus alkalmazasa:
Jelolje xg = [zo] + {zo} az atalakitani kivant % racionalis szamot. Tehat bontsuk fel %—t egész-

és tortrész Osszegére. Tovabba legyen ag = [zo]. Az ay,aq,...,a, szamok meghatarozasahoz

hajtsuk végre az x; = = [z;], i = 0,...,n algoritmust, tehat z; az x;_; tortrészének

T W
{zi1}
a reciproka lesz. Az algoritmus addig folytatodik, amig x,, egész lesz. A kapott a; szamokbdl a

2.2.1. definic6 alapjan felirhat6 a lanctort.

Példa:
1.)
148 12
$0—7— 8+T7, a0—8
1 17 5
rN= 13 =5=1+—, a=1
e 12 12
1 12 2
Tg= 5 = — = 2+ -, as =2
15 ) )
1 ) 1
5
1 2
Jj4: T = I = 2+07 a4:2
2

148
— =1(8,1,2,2,2
17 <a777>
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2.)
—127 13 6
mo—Tg——6—T9—_7+E, CLO——7
1 19 1
= & = — = 34>, a=3
s 6 6
1 6
Tro = T = I = 6"‘0, a2:6
6
—127
2l (-7,3,6
19 (=7.3,6)
3.)
5) 5)
.ﬁUO—ﬁ— 0"‘5, 0/0—0
1 21 1
r =5 === 44 - a1 =4
5T 5) 9
1 5)
$2:T:I: 5_|_0’ CL2—5
5
)
— =(0,4,5
21 (0,4,5)

Negativ szamnéal, mint a 2.) példaban, arra kell figyelni, hogy itt is dsszeg forméajaban adjuk meg
az xo-t.

A két modszer nyilvanvald hasonlosagot mutat. A masodik modszer tekinthets az elsd rovi-
ditett valtozatanak, ugyanis ott azonnal a (2. lépés)-sel kezdiink.

Mindkét modszerrel ugyanazt a lanctért alakot kaptuk. Igaz-e tehat, hogy egy racionalis
szamnak egy lanctort alakja létezik, és egy lanctort egy raciondlis szamot reprezental? Vegyiik a

148
példaban szereplé —:
17
1 1
(8,1,2,2,2>:8+—1:8+ T =(8,1,2,2,1,1).
1+271 1+ , 1
1+ -

Az emeletes tortek kiértékelésével mindkét estben

48 .
-et kapunk. Igy tehat tobb lanctort alak

is megadhaté ugyanazon szamhoz. Ezért, ha kikotjiik, hogy egy lanctort utolsé szamjegye nem
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lehet 1, akkor egyértelmiivé tettiik, hogy egy racionalis szamnak egy lanctort alakja létezik és ez
megforditva is igaz.

Altalanosan: a,, = (a, — 1) + 1 miatt:
a
g - <(IO,CL1,...,CLTL> — <a07a1)"'7an_ 171>)

ezért kikotve, hogy a,, # 1 az (ag,a1,...,a,) egyértelm.

A 2.1. abran a Maple programon keresztiil szemléltetem a fentieket:

;> with (numtheory) :
> szam:=148/17;
o 148
= 1
] szam == @
[> cfrac(szam) ;
8+ 1 ] 2)
14+ — 0
2+ ]
2 _—
[ > lanctoértl:=cfrac(szam, 'quotients');
| lanctort] =[8,1,2,2,2] 3)
[> lanctért2:=[8,1,2,2,1,1];
| lanctort2 = [8,1,2,2,1,1] “)
[> CFRAC (lanctort2) ;
8 + 1 1 )
14+ I
2l ]
2+ ]
1 ==
[> cfrac(lanctsrtl) ;
148
] = ©)
[> cfrac(lanctért?) ;
148
—_— 7
] - (7)
2.1. abra.

A cfrac eljaras kiirja a szam lanctort alakjat. Majd a cfrac eljaras quotients paramétere egy
listaban adja meg a lanctort masik irdsmodjat. Ezt a listat elneveztem 1lanctorti-nek. Megadtam
egy masik lanctortet a lanctort?2 listaban. Az (ag, ay....,an) = {ag,a1,...,a, — 1,1) egyenlSség
miatt 1anctortl = lanctort?2 teljesiil. A CFRAC fliggvény a listaban 1év6 szamokat jeleniti meg
lanctortként. Végiil Gjra a cfrac eljarast hasznéltam ahhoz, hogy a két listaban szerepls szamok

alapjan megkapjam a megfelel6 lancort értékét. Mindkét esetben a T7 kaptam vissza, tehat a

lanctortl és lanctort2 is ugyanannak a racionalis szamnak a lanctort alakja.
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2.2.1. Tétel. Két lanctortet akkor mondunk egyenlonek, ha értékik ugyanaz a szam.

Bizonyitds. ([6] alapjan:) A két lanctortet jelolje (ag,aq,...,as) és (bg,b1,...,b). Az el6zGek
miatt feltessziik, hogy as # 1 és by # 1. A tétel akkor lesz igaz, ha a két lanctort azonos szamu
tagbol all, tehat s = ¢ és megfelels tagjaik egyenlSek, azaz a; = b;, i = 0,...,s. Legyenek:

m0:<a07a17"'7a8>7 n0:<b07b17"')bt>

my = (a1,az,...,as), n1 = (b1,ba,...,b)
ms—1 = <as—17as>7 ng—1 = <bt—17bt>

ms = (as) ng = (bt),

ahol ag,bg € Z, a1, ...,as,b1,...,00 € N, mg,...,ms,ng,...,n; € R. Ekkor:

1 1
mo = ag + —, ng = bg + —
m1 nll
mp = a; +—, ny = by + —
mso n9
1 1
Ms—1 = As—1 + o el = be—1 + —
s t

ms = Gg, ng = by.

Ahhoz, hogy belassuk a; = b;, i =0, ..., s vegyiik el8szor mo-t és no-t. Tegyiik fel, hogy mg = ng,
ez akkor teljesiil, ha a9 = by és my = ni. Az my = ny viszont akkor teljesiil, ha a; = by és
ma = no. Ezt folytatva s+ 1 1épés utan azt kapjuk, hogy mivel mg = ny, ezért as = b;. Tovabba
a feltétel szerint as # 1 és by # 1 miatt az is teljesiil, hogy s = t. O

2.2.2. Definicié. Jeldlje a az (ag, a1, ..., a,) lanctortet és legyenek p, q € Z, q¢ # 0. Ekkor az «
kezd&szeleteit az alabbi lanctortek adjak:

bo
40
4!
ar = (ag,a1) = —
q1
b2
g = (ap,a1,az) = —
q2
Dn
an = (ag,a1,a2,...,a,) = — =«
dn
a k-adik kezdgszeletét jelolje: ay = (ag,aq,...,ax) = Pk
di

Megjegyzés. A nevezsk altal alkotott sorozat névekvds, azaz: qo < 1 < g2 < q3... < gn.
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A pi, qr meghatarozasa torténhet a lanctort visszafejtésével, vagy az alabbiak szerint:

Po = ao, q =1
p1 = poap + 1, g1 = a1

Dk = Dk—10k + Pk—2, Gk = Qk—10k + Qk—2

k=2,...,n.
Példa:
az o = — kezdd3szeletei:
17
po _ag 8
ap = (8) =8, vagy =T =7
1 9
041:<8,]_>:9’ vagy &:M:,
q1 al 1
26 26
a9 — <87]_’2>:77 vagy }2 :}Mzi
3 @  @at+q 3
61 61
a3 = <8,1,2,2>:—7 vagy pj — wzi
7 q3 Qa3 + q1 7
148 P4 p3as+pz 148
Qy = 8,1,2,2,2 = —, Va —_ = -~ =
< ) 17 &Y g4 qs3a4+ qo 17

2.2.2. Tétel. Irraciondlis o és raciondlis % esetén, ahol b > 1, Inko(a,b) =1 és

b 2b?

teljesiil, akkor Vk € N esetén
@, P
b k

Bizonyitds. (|3] alapjan:) Jelolje az « lanctort alakjanak k-adik kezddszeletét @, tovabba
4k
feltessziik, hogy teljesiilnek a feltételek g—1re, de ez nem kezd@szelete az a lanctortnek, vagyis

b
a
&Pk oA gn sorozat szigorian monoton névekvs tulajdonsidga miatt, pontosan egy k € N szam

b
létezik, amire g < b < ggy1. Erre a k-ra teljesiil a kovetkezs:

1
| — pi| < Iba—GIZb)a—%‘ <5

amibdl adodik: .

N B
2bqk'

qk
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a
A feltétel szerint 3 #+ @, és a bpp — aqp kiilonbség egész és nem egyenld nullaval, ezért
4k

1 < |bpx, — agqg|. Kovetkezésképpen:

1 bpr, — agy PEa Pk a 1 1
e P O P W
bar, ‘ bar, a b i bl = 2bg, 202
Tehat
ehét az 1 < 1 N 1
bqk. 2ka 2b2
egyenlGtlenségbdl azt kapjuk, hogy b < qi, ez pedig ellentmond k valasztésénak. O
2.3. A V/d alakai szamok lanctortjei
2.3.1. Definici6. Legyen ag € Z, a1,as,...,bg,b1,ba, -+ € N, ekkor végtelen lanctortnek nevez-
ziik az alabbi alaki tortet:
bo
ago + —bl
ai + b
2
az + —
Ha by = b1 = by = --- =1, akkor végtelen egyszert lanctortrdl beszéliink, melynek jellése:
1
ap+ ———— = (ag,ay,ag,...).
1
as + —

2.3.2. Definicio. Egy végtelen egyszerti lanctortet periddikusnak neveziink, ha benne valamely
lanctortjegyek sorozata kozvetleniil egymas utan ismétlédik, azaz:

1

a0+ 1 :<a07a17'~wam»gla"'agnvglv"'vgn»gla"'>
+
ae 1
Qg N 1
91 . 1
9n + 1
g1+ . 1
Ot
g1+ —
alaki egyszert végtelen lanctort periodikus, ahol a gi,...,9, € N sorozat lesz a peridédus, n
pedig a periédus hossza. Jelolés:
(a()aalv"' yAms g1y - - - 7gn> .

Az is megengedett, hogy a peridédus rogton az elsé lanctortjeggyel kezd6djon, ekkor a lanctort
(91,---, gn) alaku és tisztan periddikusnak nevezziik.
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2.3.1. Tétel. Periodikus egyszeri lanctortek mdsodfoki egyenletek pozitiv megolddsait adjdk.

Bizonyitds. Jelolje o a periddikus lanctortet és 5 a periddust, tehét:

a=1{a0,a1,-,0m, G153 0n) s B =1{91,--0n) -

Innen

o =ag + 1
al—l-il
Ly, 4 =
B

Ebbél a f-ra felithato egy 8% 4+ yB + z = 0 alakt méasodfokt egyenlet, melybsl meghatarozott
pozitiv 8-t visszahelyettesitve a-ba, a-ra is megadhat6 egy mésodfoku egyenlet. Ennek a pozitiv

megoldasa lesz az a. O
Példa:
1
a=(11,3,2,5,2,2) = 11 + i )
2+ 1
5+
1
2+ 1
2+ 1
5+ 1
2+ — 1
2t 1
5+ —
1
B=(522)=5+ i
2+ 1
2+ —
B
Innen
a=11+ 1
3+ - 1
g
A masodfoku egyenlet -ra:
25 4 13+/5
52— 258 —11=0 = 5+:+10\[

és ebbdl
729 —13v6
a=—"
A példaban szerepls « és § irracionalis szam, melyek lanctort alakja végtelen. A 2.2. fejezet szerint
egy racionélis szam lanctort alakja véges és forditva egy véges egyszeri lanctort értéke racionalis
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szam. Irracionalis szdm esetében a lanctort alak végtelen és végtelen lanctort irracionalis szamot
reprezental.

Irracionalis szamoknél a lanctortalak elGallitas ugyanigy végezhetd, mint a racionalis szamok-
nél, azzal a kiilonbséggel, hogy itt az algoritmus nem ér véget, és a kapott lanctortjegyek
egyértelmd ismétldésekor felirhat6é a periddus, amennyiben az 1étezik.

b
2.3.3. Definici6. Az L\/E alaka valds szamokat kvadratikus irracionalisnak nevezziik, ahol

a,b,c,d € Z, d # 0, ¢ > 0 nem négyzetszam.
Az el6z6 példdban szerepld «, 8 szamok is kvadratikus irracionalisak.
2.3.2. Tétel. Ha d = a®+ 1 alaki, akkor v/d = (ao,2a0), ahol d € Z.

Bizonyitds. ([6] alapjan:) Ha d = a®+1 alakban frhato, akkor v/d lanctort elgallitésa a kovetkezs-
képpen torténhet:

(Vd—ao)(Vd +ag) = 1

1
Vd—ay = ——
0 \/&-F(Lo
\/&:ao—i—

2a0 + (Vd — ag)

A (Vd — ag)-t helyettesitjiik

-val, akkor:

1
ﬁ—l—ao

1 1
Vizapt gy

1
200 + —F(=— 2a0 +
\/&-‘rao

Itt az el6z6 helyettesitést egymas utan végtelen sokszor elvégezve periddikus lanctortet kapunk,

1
2a0 + (Vd — ap)

mely igy néz ki:

1 .
\/g:ao-f— = (ao,2a0,2a0,2ao,...> = <a02a0>.
2aq0 + I

2aq + I
2a9 + —

Példa:

V37 = (6,12)
V50 = (7,14)
V122 = (11,22)
V10001 = (100,200)
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2.3.3. Tétel. Minden d € N nem négyzetszdmra fenndll, hogy:

Vid = (ag,a1,az, a3, ..., a3, az,a1,2a9),
ahol ag = [Vd).
Példa:
V12 =(3,2,6)

VA9 = (20,2,7,1,2,3,1,2,1,19,1,2,1,3,2,1,7, 2, 40)
V820 = (28,1,1,1,2,1,10,1,2,1,1,1,56)
V1216 = (34,1,6,1,3,4,2,1,1,4,17,4,1,1,2,4,3,1,6, 1, 68)

Maple programban:

[> with (numtheory) :
> sqgrt(37)=cfrac(sqgrt(37), 'periodic', 'quotients');

V37 =[[6], [12]]
> sqgrt(50)=cfrac(sqrt(50), 'periodic', 'quotients'):;
52 =[17], [14]]
> sgrt(l22)=cfrac(sqgrt(122), 'periodic', 'quotients')
V122 =[[11], [22]]
> sgrt(10001)=cfrac(sgrt(10001), 'periodic', 'quotients');
V10001 =[[100], [200]]
> sgrt(l2)=cfrac(sqrt(12), 'periodic', 'quotients'):;
23 =[I3], [2,6]]
> sgrt(419)=cfrac(sqgrt(419), 'periodic', 'quotients')
V419 =1[201,12,7,1,2,3,1,2,1,19,1,2,1,3,2,1,7, 2,40]]
> sgrt(820)=cfrac(sgrt(820), 'periodic', 'quotients')
24205 =[[28],11,1,1,2,1,10,1,2,1,1, 1, 56]]
> sqgrt(1216)=cfrac(sqrt(1216), 'periodic', 'quotients');
819 =[[34],[1,6,1,3,4,2,1,1,4,17,4,1,1,2,4,3,1,6, 1, 68]]

2.2. abra.
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A cfrac eljards quotients paramétere egy listdban adja meg a lancortet, mig a periodic

paraméter a lanctort periddusat adja meg a listan beliill egy masik listaban.



3. PELL-EGYENLETEK

Ebben a fejezetben bemutatom a Pell-egyenletek és a lanctortek kapcsolatat. Itt is ugyanigy,
mint az eddigiekben definicidk, tételek és bizonyitasok, példak, valamint programok segitségével
teszem szemléletesebbé a fejezetet. Itt nagyban tamaszkodtam a [3] és [6] irodalomra.

3.1. Pell-egyenletek

3.1.1. Definici6. Pell-egyenletnek nevezziik az 22 —dy? = 1 egészegyiitthatos diofantikus egyen-
letet, ahol d is egész.

Az egyenlet trivialis megoldasai az (x,y) szampérra:
— d < —1 esetben: (£1,0),

— d = —1 esetben: (0,+1), vagy (£1,0),

d = 0 esetben a (+1,y) végtelen sok megoldast kapjuk, ahol az y tetszdleges,

~ ha d > 0 négyzetszam, azaz d = a® alaki, akkor az egyenlet (z — ay)(x + ay) = 1 alakban
irhato, igy a megoldasok: (£1,0).

A tovabbiakban a d > 0 és d # a? esettel foglalkozom, ekkor ugyanis végtelen sok nem trivialis
megoldas létezik, mely megoldasokat a v/d lanctort alakjanak kezddszeletei adjak.

3.1.1. Tétel. Azx?—dy? =1 Pell-egyenlet egy (p, q) megolddsa a Vd lancort egy kezddszeletének
szdmldldja és nevezdje.

Bizonyitds. (|6] alapjan:) Legyen (p, q) megoldas, ekkor:

—pP—di=1=p’=di®?+1=p>q,

1 p 1
2 2
- pPP—dg? =1= (p—Vdg)(p+Vdg) = 1= p-Vdg = ———=— == —Vd= ————.
(p+Vdg) 4 q(p + Vdg)
Innen mivel v/d > 1 és p > ¢, ezért
1 1

p+\/aq>2q:>q(p+\/aq)>2q2:>7<—.
qp+Vdg)  2¢°

16



FEJEZET 3. PELL-EGYENLETEK 17

Ahonnan kapjuk, hogy

1
-4

q 2¢%

Ez pedig a 2.2.2. tétel szerint azt jelenti, hogy Pa Vd lanctort egy kezddszelete. O
q

3.1.2. Tétel. Legyen ap = LI Vd ldnctort alakjinak k-adik kezddszelete, periddusinak hossza
dk
pedig n. Ekkor

p‘?n,1 _dqu'nfl = (_1)]717 ] = 172737"”

Bizonyitds. (3] alapjan:) Jelolje most (ag, a1, a2, ...,ajn—1,Zjn) a Vd lanctort alakjat, tovabba
legyen j > 1, x;, = (2a0, a1, az, - - -, an_1, 2a0) = ag + Vd.
Pjn TjnDjn—1 + Pjin—2 , , ,
AVd = (ag,a1,as,...,an—1,Tjn) = —=— = feltevést alkalmazva és xj,, helyébe
Qjin  TjinQjn—1 + ¢jn—2
ap + Vd-t irva a kovetkezs egyenlséget kapjuk:

Vd(aoqin-1 + Gin—2 — Pjn—1) = Q0Pjn—1 + Pjn—2 — dgjn_1.

A bal oldalon irracionalis szamot kapunk, a jobb oldalon pedig racionalisat. Az egyenlGség ezért
nem igaz, igy a kévetkezsk teljesiilnek:

agqjn—1 + qjn—2 — Pjn—1 = 07 illetve aoPjn—1 +pjn—2 - den—l = 0.
A fenti egyenléségeket megszorozva pj,_1-gyel, illetve g;,—1-gyel, dsszeadva, majd rendezve:

2 2
Pin—1 — dqjn_1 = Pjn—14jn—2 — ¢jn—1Pjn—2-

Allitds:

A 2.2.2. definicioban elallod py, g sorozatokra fenéll k > 2 esetén:
Pk-1 Pk | _ (_1)16'
dk—-1 4k

Ezért a kapott egyenlGség jobb oldala, azaz:
Pin—1Gjn—2 — Gin—1Pjn—2 = (—1)7"7% = (=1)7",

igy:
2 2 j
DPjn—1 — dan—l = (=1)’"™
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3.1.3. Tétel. Legyen d € N nem négyzetszdm, oy = Pe Vd lanctort alakjinak k-adik kezdo-
dk
szelete és m a ldnctort periddusdnak hossza. Ekkor az x> — dy? = 1 Pell-egyenlet Gsszes pozitiv

megolddsa:
— ha n pdros szam, akkor: (x,y) = (Djn—1,%n-1), J=1,2,...,
— ha n pdratlan szam, akkor: (z,y) = (P2jn—1,92jn—-1), J=1,2,....

Bizonyitds. A 3.1.1. tétel alapjan egy Pell-egyenlet minden megoldasa a v/d lanctort alakjanak
valamely kezd&szelete. O

Az alabbi program megadja egy v/d szam kezddszeleteit. Jelen példaban a /41 és a /76 els6
20 kezddszelete lathato:

| > with (numtheory) :
> kezdszelet:=proc(d)
lecal: L, 1, X; ¥V, K;
L:=cfrac(sgrt(d), 'quotients', 50);
for i to 20 do
x:=numer (cfrac(L[1l..i]));
yv:=denom(cfrac(L[1l..1i]));
K:=[op(K), x/y1;
end do:
K:=subsop (1=NULL, K)
print( Kezdszeletek: "=K);
end proc:
> kezdszelet (41) ;
13 32 397 826 2049 25414 52877 131168 1626893

Kezdoszeletek: = |6, ==, =3 =57 120" 320 * 3969 * 8258 ° 20485 ° 254078 ’ b

3384954 8396801 104146566 216689933 537526432 6667007117
528641 ° 1311360 ° 16264961 ° 33841282 ° 83947525 > 1041211582 °
13871540666 34410088449 426792602054 887995292557
| 2166370689 ° 5373952960 ° 66653806209 * 138681565378
> kezdszelet (76) ;
. 26 35 61 340 1421 7445 8866 16311 41488
Kezdaszeletek _[8’9’ 3° 4° 7° 39 163 ° 854 ° 1017° 1871 ° 4759 ° )
57799 966272 1024071 3014414 4038485 7052899 39302980
6630 ° 110839 ° 117469 ° 345777 ° 463246 ° 809023 ° 4508361 °
164264819 860627075
18842467 ° 98720696

3.1. abra.
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2

A kovetkez6 abra az 22 — dy? = 1 Pell-egyenlet megoldésait mutatja, amikor a periédus kicsi,

illetve nagy:

| > with (numtheory) :
> megold:=proc(d)
local: L; n, iy X v; M;
L:=cfrac(sqrt(d), 'quotients', 50);
n:=nops (cfrac(sqrt(d), 'periodic', 'quotients') [2]) ;
print (" Peridédushossz” =n);
for i to 50 do
x:=numer (cfrac(L[1..1]1));
y:=denom(cfrac(L[1l..1]));
if eval (x*2-d*y*2)=1 then
M:=[op(M), [x,v¥]1];
end if;
end do:
M:=subsop (1=NULL, M) ;
print( Megoldasok: “=M);
end proc:
> megold(41) ;

Periodushossz =3
Megoldasok: =[[2049, 3201, [8396801, 13113601, [34410088449, 53739529601, )
[141012534067201, 220224579187201], [577869330197301249, 90248027176961600 ],
[2368108374136006451201, 369836393348730718080 ], [9704507539340024239720449,
15155894496950713057302401], [39769069528107045198367948801,
| 62108851950140088621518054401]
[> megold(76) ;
Periodushossz =12
Megoldasok: =[[57799, 6630], 6681448801, 7664147401, [772362118440199, 2)
885960111078901, [89283516160768675201, 10241521691283453480]]

3.2. abra.

A megold eljards meghatarozza az egyenlet megoldésait adott d szam esetében. Példamban
el6szor a d = 41-et, majd a d = 76-ot vizsgaltam. A lanctortek hosszat 50 szamjegyig adtam meg,
ugyanigy a lehetséges megoldasok szamat is. A periddus hosszabol latszik, hogy minél hosszabb a
periodus annal ritkdAbban jutunk megoldashoz. Tovabba 3.1.3. tétel alapjan, ha a pe-ribdushossz
paros, akkor a kezd@szeletek koziil minden (jn — 1)-edik elégiti ki a Pell-egyenletet, ha pedig
a periodushossz paratlan, akkor a (2jn — 1)-edik kezddszeletek alkotjak a megoldasokat. A 3.1.
abrat Gsszevetve a 3.2. abraval lathato, hogy a példéaban szerepls v/76 esetében, ahol n = 12, a
11.,23.,35.,47., ... kezdészeleteket, illetve a v/41-nél, ahol n = 3, az 5.,11.,17.,23.,29.,35., ...
kezd&szeletek kerestiik.
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A kovetkez6 példaprogram azt mutatja, hogy mely kezd&szeleteknél fordul el6 az
z? — dy? = —1 eset, a V29 els6 30 kezdSszeletét vizsgalva, ahol n = b:

;> with (numtheory) :
> vizsgal :=proc(d)
local: Ly; n; iy X ¥
L:=cfrac(sqrt(d), 'quotients', 50);
n:=nops (cfrac(sqrt(d), 'periodic', 'quotients') [2]) ;
print (" Peridédushossz” =n);
for i to 30 do
x:=numer (cfrac(L[1..1]1));
y:=denom(cfrac(L[1l..i]1));
if eval (x*2-d*y*2)=1 or eval (x*2-d*y"2)=-1 then
print([x,y] - “>eredmény “=(x"2-d*y"2));
end if;
end do:
end proc:
> vizsgal (29) ;
Periodushossz =5
[70, 13] — >eredmeny = -1
[9801, 1820] — >eredmeény =1
[1372210, 2548131 — >eredmény = -1
[192119201, 356756401 — >eredmeny =1
[26898060350, 4994844413 — >eredmeény = -1

[3765920568201, 699313893460 ] — >eredmeny =1 1

3.3. abra.

Valoban a (jn — 1)-edik, azaz a 4.,9.,14.,19.,24.,29., ... kezdsszeleteknél felvaltva kapunk 1-et
és —1-et. Ahhoz, hogy csak 1-et kapjunk megoldasnak, tehat teljesiiljon a Pell-egyenlet paratlan
periodushossznal, a (2jn — 1)-edik kezdészeletek lesznek a keresett szampérok. A /29 esetében
tehat a 9.,19.,29.,... kezdGszeletek.



4. FELADATOK

Ehhez a fejezethez érdekes feladatokat (|2], [4], [5], [9]) kerestem, melyek megoldéasa a lanc-
tortekhez, illetve Pell-egyenletekhez kapcsolodik.

4.1. Feladatok

1. feladat: A Fibonacci-szamok elgéllitasa lanctortek segitségével [4]:
A Fibonacci-szamok, vagyis a 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, ... sorozat a kivetkezSképpen all
els:

Fo=0 H"=1 IKh=Ih+F=1 Fs=F+F=2, ..., F,=F, o+ F, 1,....

n

Allitsuk el az

-et lanctort alakban (n = 2,3,...)!

n—1
?’i: % = (1) = (1)
f;z— % = (2) = (1,1)
11::;1: % = (1,2) = (1,1,1)
;51: g =(1,1,2) =(1,1,1,1)
?E: g —(1,1,1,2) =(1,1,1,1,1)
11::;_15’_<1,1,1,1,2> —(1,1,1,1,1,1)
11::57‘:f;:<1,1,1,1,1,2>:<1,1,1,1,1,1,1>

21
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Amellett, hogy szemmel lathatéan érdekes lanctorteket kaptunk, elmondhaté az is, hogy az
(1),(1,1),(1,1,1),(1,1,1,1), ..., lanctortekbdl 4ll6 sorozat visszafejtésével mind a szamlaloban,
mind a nevezében a Fibonacci-szamokat kapjuk. Elgbbi esetben F5-t8]l kezd6dve, mig utébbi
esetben Fi-gyel kezdve a sorozatot. Vagyis egy n db 1-bdl 4ll6 lanctort kezdGszeleteinek nevezgje
megadja az F1, Fo, ..., F, Fibonacci-szamokat.

n

Hasonléan érdekes lanctort alakokat kapunk az felirasakor (n =0,1,...):

n+2

?2_ % — (0) = (0)

2: % — (0,2) =(0,2)

;21: % = (0,3) = (0,2,1)

?i: % - (0,2,2) = (0,2,1,1)
?;1: g —(0,2,1,2) = (0,2,1,1,1)
?;:153:@,2,1,1,% - (0,2,1,1,1,1)
?Z:281:<o,2,1,1,1,2>:<o,2,1,1,1,1,1>

Ebben az esetben a (0,2,1,1,..., 1) lanctort kezddszeleteinek szamlaloja lesz a Fibonacci sorozat.
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A 4.1. 4bran szerepld fib eljaras meghatarozza az elsé n db Fibonacci-szamot a (0,2,1,1,...,1)
lanctort segitségével, ahol a lanctortjegyek szama n. Most n = 20, igy a program a

0,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1) lanctort kezdszeleteinek szamlalojabol allitja ossze

a keresett szamokat:

| > with (numtheory) :
> fib:=proc(n)
local: Ly M dy Jp X7
L:=[0,2];
for i to n-2 do
L:=[op(L), 1];
end do;
for j to n do
x:=numer (cfrac(L[1..]3]1));
M:=[op(M), x];
end do;
M:=subsop (1=NULL, M) ;
print (" Fibonacci-szamok: “=M) ;
| end proc:
> fib(20) ;
Fibonacci-szamok: =[0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, )

2584, 4181]

4.1. abra.

2. feladat: A szarvasmarhak probléméaja [2], [5], [9]:
A feladat Arkhimédésztdl szarmazik (i.e. I11. szazad). A feladatban az adott csordahoz tartozo
szarvasmarhak szamat keressiik. A csorda fehér, fekete, barna és tarka bikakbol illetve tehenekbsl
all, melyek darabszamara kiilonboz6 kitételek vannak: minden szin esetében a bikdk szdma tobb,
mint a teheneké; a fehér bikak szama megegyezik a feketék szamanak felével és egyharmadaval és
még a barnak szamanak Osszegével; ... . Hasonl6 kitételek vannak a tébbi bikakra és tehenekre
vonatkozolag is. Ezenkiviil azt tudjuk még, hogy a fehér és fekete bikdk szamanak Gsszege négy-
zetszam, illetve a barna és tarka bikédk szaméanak Osszege haromszogszam.
Jelolés:
FE : fehér bikdk, F' : fekete bikédk, G : barna bikdk, H : tarka bikak
e : fehér tehenek, f : fekete tehenek, g : barna tehenek, h : tarka tehenek.
A feltételek tehéat:
E>e F>f G>g, H>h

1

+

IR U] = w |

Jria

N =

=
Il
M

_|_

Jia

I,

|
I
~

_|_

JE+a

=

A
I
A/~



FEJEZET 4. FELADATOK 24

1 1

1 1

1 1
:<5+6> G+g

g= <(15+7> (E+e)

E + F : négyzetszam, azaz m? alaki

n(n+1)
2

G 4+ H : haromszogszam, azaz alakd.

A hét egyenletbdl allo egyenletrendszer megoldasa, ahol k£ € N:

E =10366482k, e = 7206360k
F = 7460514k, f = 4893246k
G = 4149387k, g = 5439213k
H = 7358060k, h = 3515820k

Eddig a csorda tehéat 50 389 082k szarvasmarhébol all.
Most figyelembe véve a két utolséd feltételt:

m? = E 4+ F = 10366 482k + 7460514k = 17826 996k = 22 -3 - 11 - 29 - 4657 -k = 2%vk,
~—_——————

v
mivel az E + F négyzetszam, ezért k = vy? alaku, ahol y € Z;

n(n+1)

=G+ H =4149387k + 7358 060k = 11507447k = 7 - 353 - 4657 -k = wk,
2 —

w

mivel a G + H haromszogszam, ezért (2n + 1)? = 8wk + 1

— 2n+1)? -8wuyt=1 = 2?—410286423278424y* =1
——
T
A kapott Pell-egyenlet megoldhato, a v/d = /410286423 278 424 szam lanctort alakjara meg-
kereshet§ az a kezd@szelet, amely eleget tesz az egyenletnek. Ezzel pedig mar meghatarozhato a
megoldas: 7,76 - 10206544,
E megoldas mind a 206545 szamjegyének megadasa csak a XX. szézadban sikeriilt. Addig, a

XIX. szédzadban, a szidmjegyek szamat, néhany kezdd és végss szamjegyet tudtak megadni.
Meyer, német matematikus, példaul 1867-ben probélkozott a fenti Pell-egyenlet megoldésaval,
de 240 lépés utan sem sikeriilt megtalalnia a v/d lanctort periodusat, igy feladta. A keresett
periddus hossza 203 254.
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Amthor tudott elészor megoldast adni a feladatra 1880-ban. O hatarozta meg a szamjegyek
szaméat és az els6 3 szamjegyet. Megoldasédnak alapja, hogy a d = 410286 423 278 424 szamot
(2 - 4657)% - d’ alakban irta, ahol d' = 4729494 nem négyzetszam és a v/d' lanctort perivdusa
csak 92 hosszusagu. Tovabba, mivel az (z,y) = = + yVd szampér az x> — dy? = 1 Pell-egyenlet
megoldasa, akkor az (x,2 - 4657 - y) = x + 2 - 4657 - yv/d' szampar az x> — d'y> = 1 Pell-
egyenlet megoldasa. Amthor tehat elGszor megoldotta a 22 — d'y?> = 1 Pell-egyenletet, majd
azt a legkisebb n-edik megoldast kereste, melyben az y oszthato 2 - 4657-tel. Ekkor ugyanis az
(z+2-4657 - yv/d)"* = x + yV/d Ssszefiiggés teljesiil. Azt kapta, hogy az n = 2329, ezzel pedig
eljutott az eredeti Pell-egyenlet megoldasahoz.

Lenstra, holland matematikus, Amthor megoldasat felhasznéalva a feladat Gsszes lehetséges
megoldasat egy képlet segitségével adta meg 2002-ben:

E+F+G+H+e+ f+g+h=50389082-k;, i=1,23,...
(u4658-i _ u74658-i)2
368238304
és u = 300426 607 914 281 713 365 - /609 + 84 129 507 677 858 393 258 - 1/7766.
Amthor szamolasa alapjan u? = x 4+ yVd' az z? — d'y? = 1 Pell-egyenlet megoldasa.

A legkisebb megoldéast i = 1 esetben kapjuk, azaz a csorda legkevesebb 7,76 - 10296544 darab
szarvasmarhabol all.

ahol k; =
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A 3.2. Abran lathato megold eljarast felhasznélva az aldbbi program a fenti képletek alapjan
szédmolja ki a csorda legkisebb szamat. A d = 4729494 esetben megadja a Pell-egyenlet els6 (x, y)
megoldasat, ebbdl meghatarozza azt az u szamot, melyet a Lenstra - féle képletbe helyettesitve
megkapjuk a végeredményt.

| > with (numtheory) :
> Digits:=20;
| Digits =20 1)
> megold:=proc(d)
loeal L, n, 2, k, 1, x, v, M, u;
L:=cfrac(sgrt(d), 'quotients', 100);
n:=nops (cfrac(sqgrt(d), 'periodic', 'quotients') [2]);
print ( Periddushossz™ =n) ;
for i to 100 do
x:=numer (cfrac(L[1..i]));
y:=denom(cfrac(L[1l..i]));
if eval (x*2-d*y”2)=1 then
M:=[op(M), [x,y]];
u:=factor (sgrt(x+y*sqgrt(d))) ;
k:=(u”4658-u”~(-4658))"2/368238304;
l:=evalf (50389082*k) ;

end if;
end do:
M:=subsop (1=NULL, M) ;
print(* (x,y): “=M);
print(‘u: “=u);
print (A szarvasmarhak szama: "=1);
end proc:

> megold(4729494) ;
Periodushossz =92

(xy): =[[109931986732829734979866232821433543901088049,
50549485234315033074477819735540408986340]]

u: =300426607914281713365 609 + 84129507677858393258 \/ 7766
A szarvasmarhdk széma: =7.7602714064868171318 10264 )

4.2. abra.

3. feladat: A héaz probléma [9]:
A feladatban egy utcdban keresiink egy hézat a kovetkezs informécidk alapjan: az utcaban
legaldbb 200 és legfeljebb 500 haz all, melyek szamozasa 1-t6l kezdddik és egyesével novekszik;
tovabba az utca elejétdl a keresett hazig vett hazszamok Gsszege megegyezik a keresett haztol az
utca végéig vett hazszamok Osszegével.
Jelolje k a keresett hazszamot, h pedig az utcaban 1év§ hazak szamét. Ekkor a feladat szerint:
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200 < k, h < 500

1424 +k=k+---+h

k(k+1)  h(h+1) k(k—1)

2 2 2
K +k=h"+h—k>+k

2k% = h2 + h.

A kapott egyenlet atalakithato Pell-egyenletté:

(2h+1)2 —2(2k)* =1
r=2h+1, y=2k = z>2—2%=1.

Ezt pedig mar meg tudjuk oldani lanctortek segitségével. Itt d = 2, azaz a /2 kezdészeletei koziil
kapjuk a megoldast z-re és y-ra, melyekbdl konnyen meghatarozhaté a k és h, vagyis a keresett
hazszam és az utcdban 1év6 hazak szdma.
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Itt szintén a 3.2. dbran 1év6 megold eljarast alkalmaztam, illetve kib&vitettem az

feltételekkel, hogy az aldbbi médon hatarozzam meg a feladat megoldésat:

| > with (numtheory) :
> hazprobléma:=proc(d)
local min, max, L, i, x, y, a, b, M, N;
min:=200; max:=500;
L:=cfrac(sgrt(d), 'quotients', 50);
for i to 50 do
x:=numer (cfrac(L[1l..i]));
y:=denom(cfrac(L[1l..i]));
if eval (x*2-d*y”*2)=1 then
b:=(x-1)/2;
a:=y/2;
if a>=min and a<=max and b>=min and b<=max then
M:=[op(M), al;
N:=[op(N), b];
end if;
end if;
end do;
M:=subsop (1=NULL, M) ;
N:=subsop (1=NULL, N);
print( Az utcdban lév hazak szama: "=N);
print ("A keresett hazszam: "=M);
| end proc:
> hazprobléma (2) ;
Az utcaban levo hazak szama: = [288 ]

A keresett hazszam: =[204]

4.3. abra.
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