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Alapfogalmak

C : Y 2 = F (X),

ahol

F (X) = f0 + f1X + . . . + f6X6 ∈ Q[X]

Divizor:
X

P∈C(Q)

nP P

Pic0
Q
(C) : azon divizorok csoportja (lineáris ekvivalencia erejéig), amelyeknek a foka 0, azaz

P

P nP = 0.

Reprezentáció:{(x1, y1), (x2, y2)} = (x1, y1) + (x2, y2)−∞+ −∞−.

P ic0Q(C) : azon részcsoportjaPic0
Q
(C)−nak, amelyben a pontpárQ felett definiált vagyQ másodfokú

bővítéséb̋ol való.

O = {(x, y), (x,−y)}.
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Példa

C : Y 2 = −X6 + 2X3 + 3.

J(Q) néhány eleme:

O = {(1, 2), (1,−2)}, D = {(−1, 0), (1,−2)}, T = {( 1−
√

−3
2

, 0), ( 1+
√
−3

2
, 0)}.

FONTOS! {( 1−
√

−3
2

, 0), (1, 2)} /∈ J(Q).

Összeadás:T + T = {( 1−
√
−3

2
, 0), ( 1+

√
−3

2
, 0)}+ {( 1−

√
−3

2
, 0), ( 1+

√
−3

2
, 0)} =

{( 1−
√

−3
2

, 0), ( 1−
√

−3
2

, 0)}+ {( 1+
√
−3

2
, 0), ( 1+

√
−3

2
, 0)} = O +O = O.

T + D kiszámítása:Y = −X3 − 1 metsziC−t aD ésT pontjaiban, ezt behelyettesítve az

Y 2 − F (X) polinomba kapjuk, hogy

(X − 1)(X + 1)(X − α)(X − α)(2X2 + 2X + 2) = 0,

így megkapjuk a keresettx−koordinátákat:β1 = −1−
√

−3
2

, β2 = −1+
√

−3
2

.

AzazT + D = {(β1, 2), (β2, 2)}.
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Torziós részcsoport

Legyenp egy prím, amelyrep ∤ 2∆(F ), ekkorC mod p

egy görbe,C̃, amelynek a génusza 2.

˜: J(Q) −→ J̃(Fp),

a redukció injektív a torziós csoporton, azaz
#J(Q)tors|#J̃(Fp).
Az utóbbit a következ̋o képlet alapján könnyen
kiszámíthatjuk:

#J̃(Fp) =
1

2
#C̃(Fp2) +

1

2

(

#C̃(Fp)
)2

− p.
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A Mordell-Weil csoport rangja

Legyen

C : Y 2 =

2g+1
Y

i=1

(X − ei) ei ∈ Z,

aholg a génusz.

S = {2} ∪ {p : p|
Y

i6=j

(ei − ej)} = {p1, . . . , pr},

Q(S) = {±pk1

1 · · · p
kr

r : ki = 0, 1}.

A következ̋o injektív leképezés segítségével korlátot kapunk a rangra:

µ : J(Q)/2J(Q) −→
`

Q∗/(Q∗)2
´2g

,

(x, y)−∞ 7−→ [x− e1, . . . , x− e2g].
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Példa

Y 2 = X(X − 2)(X + 2),

léteznek racionális számoka, b, c :

x = au2

x− 2 = bv2

x + 2 = cw2

ésabc = �.

a, b, c ∈ {±1,±2}.
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Az (a, b, c) = (−1, 1,−1) eset:

x = −u2

x− 2 = v2

x + 2 = −w2,

azaz

C−1,1,−1 : −u2 − v2 = 2,−u2 + w2 = −2

nincs megoldásQ∞−ben.

Az (a, b, c) = (1, 2, 2) eset:

C1,2,2 : u2 − 2v2 = 2, u2 − 2w2 = −2

nincs megoldásQ2−ben.
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Hogy kerül a µ az asztalra?

µ : (x, y) −→ [x, x− 2]

(0, 0) −→ [(−2)(2),−2] = [−1,−2]

(2, 0) −→ [(2, (2)(4)] = [2, 2]

(−2, 0) −→ [−2, (−2)(−4)] = [−2, 2]

H = 〈[−1,−2], [2, 2], [−2, 2]〉 ≤ imµ ≤ {±1,±2}×2

Így a (Q(S))×2 \H elemekr̋ol kell megmutatni, hogy nem léphetnek fel.
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Y 2 = X(X − 1)(X − 2)(X − 5)(X − 6)

µ : (x, y) −→ [x, x− 1, x− 2, x− 5]

{(0, 0),∞} −→ [(−1)(−2)(−5)(−6),−1,−2,−5] = [15,−1,−2,−5]

{(1, 0),∞} −→ [1, (1)(−1)(−4)(−5),−1,−4] = [1,−5,−1,−1]

{(2, 0),∞} −→ [2, 1, 6,−3]

{(5, 0),∞} −→ [5, 1, 3,−15]

{(3, 6),∞} −→ [3, 2, 1,−2]

H ≤ imµ ≤ {±1,±2,±3,±6,±5,±10,±15,±30}×4
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Chabauty-módszer

Fontos megjegyzés:

P ∈ C(Q)←→ {P, P} ∈ J(Q)

Tegyük fel, hogy sikeresen meghatároztuk a Mordell-Weil csoportot, azaz adott, hogy

J(Q) = 〈J(Q)tors, D〉.

Legyenp ∤ 2∆(F ) egy rögzített prím,J(Fp) ∋ D̃ = D mod p és ord(D̃) = m.

J(Q) elemei felírhatóakA + nE, n ∈ Z alakban, aholE = mD és

A ∈ U = {T + iD : T ∈ J(Q)tors, 1 ≤ i ≤ m− 1}.

Projektív koordináták:

a = (ai) = (zi(A)) ∈ P15(Q)

s =

0

@

z1(E)/z0(E)

z2(E)/z0(E)

1

A
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Kummer-koordináták:(ξj(A + nE)) = (Φ4j(a, σ(t))),
ha{(x, y), (u, v)} = A + nE, akkor

(1, x + u, xu) = (ξ1(A + nE), ξ2(A + nE), ξ3(A + nE)) =

(Φ41(a, σ(t)),Φ42(a, σ(t)),Φ43(a, σ(t))).

{(x, y), (u, v)} = {P, P} =⇒ Zp[[n]] ∋ ΘA,E(n) =

Φ42(a, σ(t))2 − 4Φ41(a, σ(t))Φ43(a, σ(t)) = 0

ΘA,E(n) = c0 + c1n + c2n
2 + . . . , ci ∈ Zp.
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Tétel (Strassman).Legyen
Θ(X) = c0 + c1X + c2X

2 + . . . ∈ Zp[[X]] olyan, hogy
cj → 0 Zp−ben. Jel̈olje k azt az indexet, amelyre
|ck|p ≥ |cj|p∀j ≥ 0 és|ck|p > |cj|p∀j > k. Ekkor
legfeljebbk olyanx ∈ Zp létezik, hogyΘ(x) = 0 és
|x|p ≤ 1.
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