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KOSZONETNYILVANITAS

Ezuton szeretnék kdszénetet mondani mindazoknak, akik barmilyen formaban
hozzajarultak szakdolgozatom elkészitéséhez. LegfGképp a sziileimnek, az egyete-
mi éveim alatt nydjtott tAmogatasukért, tiirelmiikért és a tanulmanyaim elvégzé-

séhez sziikséges anyagi hattér biztositasaért.






1. SPECIALIS CELU FAKTORIZACIOS
ALGORITMUSOK

Faktorizacios eljarasokkal egész szamok primtényezds felbontasit adhatjuk meg.
Kisebb szamok esetén ezek az algoritmusok konnyen elvégezhetéek, viszont ha egy
szam elegend@en nagy, nem ismeriink olyan eljarast, amely a felbontédst gyorsan
elvégezné. Ezt hasznaljak fel a titkositasban. A specidlis és az altalanos céli
algoritmusok a faktorizacios eljarasok két nagy tipusa [10] .

Specialis céli algoritmusok olyan Osszetett egész szadmokra alkalmazhatoak,
melyek elég kicsik vagy kis osztokkal rendelkeznek. Ekkor az algoritmusok gyorsan
végrehajthatoak.

1.1. Prébaosztas

Kis szamok esetén alkalmazhatjuk, legkénnyebben megérthets algoritmus. A [7]
forrast kovetve haladtunk.

Az n bsszetett szamot szeretnénk faktorizalni. Osszuk el n az elsé p; primmel, ha
az osztas maradék nélkiili, irjuk le pi-t, és folytassuk a vizsgalatot pﬂl—el. Ha az
osztés maradékos volt, akkor osszuk n-t a kdvetkezd primmel, amig ﬁ nem lesz
egyenld 1-el, maradék neélkiil. Az n szam oszt6i a [1,1/n] intervallumbél keriilnek

ki, ezért elegendd a vizsgdlatot \/n-ig elvégezni.

Példa

n = 114, p; := 2, ky osztja 114-et, folytassuk a vizsgélatot p% -el, 57 legkisebb
primosztéja py = 3, p% =19, 19 prim, tehat 114 =2« 3 % 19.

1.2. Fermat-féle faktorizacié

A Fermat-féle faktorizaci6 esetén a [3] irodalomra tamaszkodtunk.
Olyan n szamokra alkalmazhatjuk a Fermat-féle faktorizaciot, mely felirhato
két négyzetszam kiilonbségeként.
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1.2.1. Tétel. Legyen n pdratlan egész szam. Ekkor létezik n axb alaki felbontdsa
és t2 — 2 alaku felirdsa kozott eqy eqyértelmi hozzdrendelés.

Bizonyitds. A tétel kovetkezik n felirasébol: n = a+b = (22)2 — (%52)2 ahol
(= (57 s = (P :

A Fermat faktorizacié Sage kodja:

@interact
def _(n=(C$N$’,141467)):
a=ceil(sqrt(n))
b=a"2-n
while not is_square(b):
a+=1
b=a"2-n
pretty_print (html (’$%s$ felirhatd $t°2-572=Ys"2-%s"2$ alakban.
*%(latex(n),latex(a),latex(sqrt(b)))))
pretty_print (html (’$t~2-5"2=(t-s)*(t+s)=a*b.$’))
pretty_print(html (’Tehat $N$ két osztdja: $a=)s$ és $b=is$
*%(latex(a-sqrt (b)) ,latex(atsqrt(b)))))
return a-sqrt(b),at+sqrt(b)

Peldak az el6z6 kod futéasi képére:

N 121467

141467 felirhats t2 — s2 = 4142 — 1732 alakban.
t2 —s?2=(t—s)x(t+5) =axb.
Tehat N két osztoja: a = 241 és b = 587

N |co1847

601847 felithatd 2 — 52 = 8162 — 2532 alakban.
2 —s?=(t—s)x(t+58) =axb.
Tehat N két osztéja: a = 563 és b = 1069
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1.3. Rho moddszer

A Rho modszer esetén szintén [3] forrast hasznéltuk fel.

Az n € N szam primoszt6it gy kaphatjuk meg, hogy valasztunk egy egész egyiitt-
hatés egyszerti polinomot, példaul: f(x) = 2?+1. Valasztunk egy xo kezdSpontot
(1=1,2...) és elvégezziik a kovetkezdSket:

z1 = f(xp) mod n

x2 = f(x1) mod n

ziy1 = f(x;) mod n.

Osszehasonlitjuk x; azon értékeit, amelyek kiilonb6z6 osztalyokban vannak
(mod n), de ugyanabban (mod t). Ekkor ¢ egy osztdja n-nek.
Tehat (x; — x4, n) értékeit teszteljiik, amig n valodi oszt6jat meg nem kapjuk.

Az aldbbiakban megtalalhato egy Sage kod, amely egy tetszéleges szam fak-
torizacidjat adja meg, Rho-moédszer segitségével:

def fv(x,n):
return mod(x~2-1,n)
Q@interact
def _(n=("$n$’,1387)):
a=2
b=2
d=1
rows = []
while 4 ==
a=fv(a,n)
b=fv(fv(b,n),n)
d=gcd(a-b,n)
rows.append([a,b,d])
pretty_print(table(rows,header_row=["$x$","$y$","lnko"] ,frame=True))
if d == n:
print "faktorizacid trividlis eredményt adott: ",d
return -1
else:
print n," egy osztdja: ",d

Néhany példa:
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. |8@51
| =z | y |Inko]
n |1387
3 8 1
| 2 | y | Inko] 8 3968 || 1
3 8 1 63 6011 1
o] 1194 1 3968 2100 1
63 | 177 19 5318 || 6579 || 97
1387 egy osztdja: 19 8051 egy osztdja: 97

1.4. Euler faktorizacid

Az Euler-féle faktorizacié felhasznalja Brahmagupta—Fibonacci azonossagot, mely
segitségével megadhatjuk n szam osztoit.

1.4.1. Tétel (Brahmagupta—Fibonacci-féle azonossag). Tetszdleges a,b, c,d egész
szamok esetén: (a®+b%)(c>+d?) = (ac—bd)? + (ad+bc)? = (ac+bd)? + (ad —bc)?.

Az azonossagrol bévebben a [8]-ban olvashatunk.

Az n szamot szeretnénk faktorizélni. Felirjuk n-t két kiilonhdz6 négyzetszam
osszegeként: n = a® +b% = % + d2.
Ekkor a? — ¢? = d? — b? ebbél kévetkezik, hogy (a — ¢)(a + ¢) = (d — b)(d + b).
Jeloljiik a — ¢ és d — b legnagyobb kozos osztojat k-val,az a+ c és d+ b legnagyobb
kozos osztojat pedig h-val. Az I,m,l’,m’ kostansokkal kielégitjiik a kovetkezd

egyenleteket:
(a—c) =kl
(d—0b)=km
(a+c)=hm'
(d+0b)=hnl

Az I, m és I, m' relativ primek lesznek. Behelyettesitve az (a — ¢)(a + ¢) =
(d —b)(d +b) egyenletbe kapjuk, hogy klhm' = kmhl’. Ekkor k-val és h-val egy-
szertsitve kapjuk, hogy Im’ = I'm. Mivel (I,m) =1és (I',ym') =1, ezért [ =1’
illetve m = m’. Tehat

(a—c)=FkKl
(d—b) = km
(a+c)=hm
(d+b) = hl

Lathatjuk, hogy a + ¢ és d — b legnagyobb kdzos osztdja m,
a — ¢ és d + b legnagyobb kozos osztdja pedig [ lesz.
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Alkalmazva Brahmagupta—Fibonacci-féle azonossagot azt kapjuk, hogy

(K2 4+ hH) (12 +m?) = (kl —hm)? + (km + hl)?> = ((a—c) — (a+¢))® + ((d = b) +
(d+b))? = (2¢)? + (2d)? = 4n,

(B2 +h2) (12 +m?) = (k1 + hm)? + (km — hl)? = ((a — ¢) + (a +¢))?> + ((d — b) —
(d+b))? = (2a)? + (2b)? = 4n.

Mivel minden tényezd osszege két négyzetszam, ezért (k, h) vagy (I, m) péros szé-
mok. Az altalanossag elvesztése nélkiil, tegyiik fel, hogy (k,1) paros.

Ekkor n felbontasa egyenld lesz

(ORONE

Az Euler faktorizaciohoz [9] irodalmat hasznaltuk fel.

Egy tetszbleges egész szam faktorizacidojanak Sage kodja, Euler faktorizécioval:

@interact
def _(n=(’$N$>,2020)):
var(’x,y”)
N=solve_diophantine (x~2+y~2==n)
1=len(N)
i=0
v=[]
while 1 < 1 :
if (N[iJ[0] > 0 and N[i][1] > 0):
v.append (N[i])
i=i+l
if len(v) == :
a, b, ¢, d = v[0][0], v[C][1], v([1][0], v[1][1]
if (a-c)h2==1:
cl=d
d=c
c=cl
k=gcd(a-c,d-b)
1=(a-c)//k
m=(d-b)//k
n=(a+c)//m
N=a"2+b"2
ac=(a-c)
db=(d-b)
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pretty_print(html (’$N$ felirhatd két négyzetszampar
kiilénbségeként, azaz :$a~2+b~2=c~2+d~2=Ys$’%latex(N)))
pretty_print (html (’$a=%s$’)latex(a)))
pretty_print (html (’$b=%s$’)latex(b)))
pretty_print (html (’$c=V%s$’)latex(c)))
pretty_print (html (°$d=%s$’%latex(d)))
pretty_print (html(r’$(a-c)=%s$ és $(d-b)=Vs$
legnagyobb koz0s osztdja:
$k=%s$’%(latex(ac) ,latex(db) ,latex(k))))
pretty_print (html (r"$1=\displaystyle\frac{(a-c)}Hk}=Vs$"
%latex(1)))
pretty_print (html (r"$m=\displaystyle\frac{(d-b)}{k}=V/s$"
%#latex(m)))
pretty_print (html (r"$n=\displaystyle\fracq{(a+c)}{m}=V%s$"
%#latex(n)))
osztol=(k//2)~2+(n//2)"2
08zt02=m~2+1"2
pretty_print (html(r"az egyik osztd:
$\left(\displaystyle\frac{k}{2}\right)
~2+\left (\displaystyle\frac{n}{2F\right) ~2=Ys$"¥latex(osztol)))
pretty_print (html (r"a masik osztd: $m~2+1~2=Ys$"%latex(oszt02)))
pretty_print (html (r’Tehat $N$ felirhatd a kovetkezd mddon:
$%s\times %s$’%(latex(osztol) ,latex(oszto2))))

else:

pretty_print(html(’$Nem\ megoldhatd.$’))

Példa olyan szamra, ami nem irhaté fel kétféleképpen két négyzetszadm oOsszege-
ként:

N |oas2079572075

Nem megoldhaté.

Néhany példa olyan n egészekre, melyekre alkalmazhaté az Fuler faktorizacio.
Azaz n felithaté a? + b? = ¢ + d? alakban:
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N |z265889879757

N felirhatd két négyzetszampar kulonbségeként, azaz: a® + b? = ¢ + d? = 265889879757
a = 445734

b = 259251
¢ = 106254
d = 504579
(a —¢) = 339480 és (d — b) = 245328 legnagyobb kozos osztdja: k = 24
(a—¢)
= e 14145
(d-b)
m= = 10222
m 2
_ [k ny?
az egyik oszto: (5) + (5) = 873

a masik oszto- m? + 12 = 304570309
Tehat N felirhato a kdvetkezé modon: 873 x 304570309

N [777788453

N felirhato ket négyzetszampar kilonbségekent, azaz: a® + b2 = ¢ + d? = 777788453
a = 27887

b—=322
c= 11023
d = 25618

(a —c) = 16864 és (d — b) = 25296 legnagyobb kozos osztdja: k = 8432

2
a masik oszto- m? + 12 = 13
Tehat N felirhato a kovetkezé modon: 59820881 = 13

I 2
az egyik osztd: (—) + (g) = 59820881

N [s468797974789

N felirhato ket négyzetszampar kilombségeknént, azaz -a? + b2 = ¢ + d? = 5468797974789
a = 1875633

b= 1396710
c = 997695
d = 2115042
(a —c) = 877938 és (d — b) = 718332 legnagyobb kozos osztdja: ke = 6
- % — 146323
(d-b)
m=—0— = 119722
n=1019 oy

m

, f{k 2 ny2
az egyik oszto: (E) + (E) = 153

a masik oszto: m? + 2 = 35743777613
Tehat N felirhato a kovetkezé modon: 153 x 35743777613






2. ALTALANOS CELU FAKTORIZACIOS
ALGORITMUSOK

Altalanos céla algoritmusokat barmelyik Osszetett szam esetén alkalmazhatunk.
Hatranya, hogy a kdnnyebb szamokat is ugyanannyi id§ alatt faktorizaljak le,
mint a nehezebbeket. Az ilyen tipust algoritmusokat hasznaljuk az RSA szdmok
esetén. Az RSA titkositéasi rendszerrdl a [3] forrasban olvashatunk.

2.0.1. Definicié (B sima). Legyen B = p1,...,pr egy halmaz, ahol py,po,...
primek. Ekkor k € Z*-t akkor nevezziik B simanak, ha k Osszes prim osztoja
kisebb, mint B.

2.1. Dixon faktorizacié

A Dixon faktorizaci6 esetében a [1], 6] forrasokat kévetve haladtunk.

Az N € N szamot szeretnénk faktorizalni.

Valasszunk egy B korlatot és az ennél kisebb primek halmazat jeloljiik B-vel, ez
lesz a fakorbazis. Olyan pozitiv egész z-t keresiink, melyre 22 mod N B sima
szam lesz, azaz legkisebb abszolit értékd maradéka felirhaté B-beli szamok szor-
zataként:

k
2= Hp;l“ (mod N).
=1
A a;; kitevSket rogzitsiik a
at;
az;
Vi = :
Qi
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vektorokban. A vektorokbél készitsiink méatrixot:

ai;] a2 ... Qaig
a1 a922 ... QgL
a1 a9k ... Qg

Nem trivialis lineédris kombinéci6é megtaldlasdhoz hasznalhatjuk a Gauss eliminé-
ciot  (mod 2).

Z%Z% o Zt2 = H p?i,1+ai,2+-..+ai,t (mod N)
pi€EB

Ha talalunk ilyen x,y part, melyre teljesiil 2 = y? (mod N) és z # 4y (mod N)
kongruencia, akkor készen vagyunk, ha nem teljesiilnek, akkor tovabbi B sima
szamokat keresiink. N két nem trividlis oszt6jat kaphatjuk:

k
Inko Hzfl + H P N
i1 picB
k
Inko Hzfl — H p;7 N
i=1 pi€EB

Dixon faktorizacio Sage kodja:

és

@interact
def _(n=(’$N$’,6216577),B=("$B$’,7)):
w=[]
for i in [1..B]:
if is_prime(i):
w=w + [i]
x=ceil(sqrt(n))
a=(x"2)%n
g=[valuation(a,k) for k in w]
A=[]
K=[]
T=True
while T:
p=0
while p!'=1:
x += 1
a=(x"2)%n
p=a/prod([k~valuation(a,k) for k in w])
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g=[valuation(a,k) for k in w]
K.append (x)
A append(q)
p=0
Q=matrix(GF(2),A) .transpose()
if Q.right_kernel() .dimension()>0:
Qu=sum(Q.right_kernel() .basis())
Av=sum([vector(A[k]) for k in [0..len(A)-1] if Qv[k]==1])
av=prod([wl[e] ~Av[s] for s in [0..(len(w)-1)]1]1).nth_root(2)
Kv=prod([K[k] for k in [0..len(A)-1] if Qv[k]==1])
d1=gcd (Kv-av,n)
d2=gcd (Kv+av,n)
if Set([1,n])!=Set([d1,d2]):
T=False
DH=[(k,n//k) for k in [d1,d2] if k!=1 and k'=n]
pretty_print (html (’$B$ faktorbizis elemei: $%s$’)latex(w)))
pretty_print (html (’Egy $p_i$ szam akkor B sima, ha $p_i~2\ (mod\ N)$
legkisebb abszolit értéki maradéka B faktorbazis szorzataibdl &ll.’))
pretty_print (html(r’B sima szamok $N$-re nézve: $%s$.’)latex(K)))

pretty_print (html (’Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el

vektorokban. ’))

pretty_print(html(’A vektor koordinatadi a faktorbizisban 1é&vd

primekhez tartozd kitev8k a megfeleld sorrendben $%s$ ’%latex(4)))

pretty_print(html(’Az Osszegylijtott vektorokbdl készitsiink egy

midtrixot $(mod\ 2)$ : $%s$, melyre alkalmazzuk a Gauss elimindcidt.’

hlatex(Q)))

pretty_print (html(’Az egyenletrendszer megoldasa: $/s$ := ${a_{i,jr}$ .°

hlatex(Av)))

pretty_print (html (’$\displaystyle\sqrt{\prod_{b_i \in B} b_i~{a_{i,j}}}$ =

$%s$, ahol $b_i$ a faktorbazis elemei.’}latex(av)))

pretty_print (html (’$\displaystyle\prod_{i=1}"k p_i$ = $%s$’/latex(Kv)))

pretty_print (html (’$N$ osztdit a kdvetkezBképpen szamolhatjuk ki: $lnko

\displaystyle( \prod_{i=1}"k p_i \pm \sqrt{\prod_{b_i \in B} b_i~{a_{i,j}}}
» W$2))

pretty_print (html (’$lnko(%s+%s,%s)$ és $1lnko(Ys-%s,%s)$’ %(latex(Kv),

latex(av),latex(n),latex(Kv),latex(av),latex(n))))

pretty_print (html (°Tehat $N$ nemtrividlis osztdi: $%s$’ Ylatex(DH)))

Néhany példa a Dixon faktorizacié Sage kodjanak futasi képére:
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N [s35010250

B 17

B faktorbazis elemei: [2,3,5,7,11,13,17]

Egy p; szém akkor B sima, ha p? (mod N) legkisebb abszolut érték(i maradéka B faktorbézis szorzataibol all.
B sima szamok N-re nézve: [25247, 50494, 75741, 80294, 100988, 110036, 111152].

Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el vektorokban.

A vektor koordinatai a faktorbazisban levd primekhez tartozo kitevk a megfeleld sorrendben
[[1)3)3! O 0 ]‘ ]‘] 1 [3) 37 3) 0)0! 1! ]‘I ¥ []'7 5'.‘ 3) 01 0? ]'!I 1] ¥ [1'.‘ l'.‘ 07 ]') 5) l)O] b [55 37 3'.‘ 0'.‘ 01 ]'? 1] 7 [0! 2! 3! 07 3'.‘ 0'.‘ 1] ] [0! 8! 0! 3! 2'.‘ 01 0]]

t e Bt

11111 0
1111100
1110110
Az tsszegy(jtott vektorokbol készitsunk egy métrixot (mod 2): | 0 0 0 1 0 0 1 |,melyre alkalmazzuk a Gauss eliminaciot.
00 01O0T1O0
1 1111 00
1 11 01 10

Az egyenletrendszer megoldasa: (6, 22, 12, 4, 10, 4, 4) =a,; .

;'H b:.z” = 8534692298741734125000, ahol b; a faktorbazis elemei
bieB

H p;i = 94823451742245484392486115584

1=1

o~

k
N osztoit a kivetkezéképpen szamolhatjuk ki: Inko{H p; = H b?j, N)
i1 LeB
Inko(94823451742245484392486115584 + 8534692298741734125000, 635919259) és
Inko(94823451742245484392486115584 — 8534692298741734125000, 635919259)
Tehat N nemtrivialis osztoi: [(17187007,37), (37,17187007)]

N [171870e7
B 11

B faktorbazis elemei: [2,3,5,7,11]
Egy p; szam akkor B sima, ha p‘? (mod N') legkisebb abszolut értékil maradéka B faktorbézis szorzataibol all.
B sima szamok N -re nézve: (7211, 14422, 17513, 21542, 21633].

Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el vektorokban.
A vektor koordinatai a faktorbazisban 1évd primekhez tartozo kitevék a megfeleld sorrendben:
[[2)0361 11 0] ’ [4'.! U'.! 63 I)D] ] []‘1 01 21 47 2] bl [01 01 21 31 U] b [2) 2)6) 11 0]]

001 0 0
00 00O
Az dsszegyljtott vektorokbdl keészitsink egy matrixot (mod 2) 10 0 0 0 0|, melyrealkalmazzuk a Gauss eliminaciot.
1 1 01 1
00 00O

Az egyenletrendszer megoldasa: (8, 2, 20, 6, 0) =a;; .

"IH bf"’ = 160781250000, ahol b; a faktorbazis elemel.
heB

k
Hp,- =48464502462501612

i1
k
N osztait a kivetkezdképpen szamolhatjuk ki: Inko(H p; £ H b?‘j, N)
i=1 beB

Inko(48464502462501612 + 160781250000, 17187007) és Inko(48464502462501612 — 160781250000, 17187007)
Tehat N nemtrividlis osztoi: [(503,34169) , (34169, 503)]
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N 24152753
B |+

B faktorbazis elemei [2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37]

Egy p; szam akkor B sima, ha pf (mod N') legkisebb abszolut értékii maradéka B faktorbazis szorzataibol all.
B sima szamok N-re nézve: [4019,4921, 4926, 4953].

Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el vekiorokban.

A vekior koordinatai a faktorbazisban lévoprimekhez tartozd kitevok a megfeleld sorrendben
([5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2],[11,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0],[0,0,0,0,0,2,0,0,1,1,0,0], [6,0,0,2,2,0,0,0,0,0,0,0]]

1100
00 00
0000
0000
0000
. - 0000
Az dsszegyijtott vektorokbol keszitsink egy matrixot (mod 2) : 0000l melyre alkalmazzuk a Gauss eliminaciot.
0000
00 10
00 10
01 00
00 00
Az egyenletrendszer megoldasa: (6, 0,0,2,2,0,0,0,0,0,0,0) =a;; .

[1] b =616. anol b; a fakiorbazis elemei
bicB

k
[[2:=4953

i1

k
N osztéit a kvetkezBképpen szamolhatjuk ki Inko(H p;+ H b9, N)
i=1 bic B
Inko(4953 | 616,24152753) és Inko(4953  616,24152753)
Tehat N nemtrividlis osztoi [(4337,5569), (5560,4337)]

N |s6304081
B 7

B faktorbazis elemei: [2,3,5, 7]
B sima szamok [N -re nézve: [25064].
Egy p szam akkor B sima ha p° (mod N} legkisebb abszolat értékii maradéka B faktorbazis szorzataibol all

Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el vektorokban.
A vektor koordinatai a faktorbazisban Iévd primekhez tartozo kitevok a megfeleld sorrendben [[0,6,0,0]]

0
. ) 0
Az dsszegyljtott vektorokbol készitsink egy matrixot (mod 2} : ol melyre alkalmazzuk a Gauss eliminaciot.

0
Az egyenletrendszer megoldasa: (0, 6, 0, 0) ami egyenld 27, enhez tartozo p= 25964
N oszioit a kivetkezdképpen szamolhatjuk ki Inko(25964 — 27,06304081) és Inko(25964 | 27,06304081)
Tehat N nemtrividlis osztoi: [(25937,3713),(3713,25937)]

15
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2.2. LAanctort faktorizacié

2.2.1. Definici6. Legyen x € R. Ekkor x lanctortjegyein a ag, ay ... € Z szamo-
kat értjiik.

xo = x;00 = |20
1

L1 = go=ae' @1 = |1]

23 = =Ly = o)

a; = [z;];2i11 = ﬁ

Megjegyzés. Minden valés szamnak létezik lanctort alakja, mely egyértelmtd, va-
lamint a; > 0, ha ¢ > 1.

Megjegyzés. Ha ag, aq, ... az x valés lanctortjegyei, akkor az
1
T =ag+
1
ai +
1
a2 +
1

as + —

lanctort alakjat a kovetkezéképpen jeloljik: [ag, a1, .. .].

2.2.1. Tétel. Minden x € R\ Q esetén megadhats x-et legjobban kozelitd raci-
ondlis szdm, x ldnctort alakjdnak véges kiértékelésével. A szamldlé novelésével
tudunk kézelebbi raciondlis szdmot megadni.

A kiértékelést a kévetkezdképpen adhatjuk meg:

x = ag,a1,...ar] = %,ahol

o _

o %0

P1 _ agai+l:

q ar

Pi _ QiPi—1tPi—2

qi aigi—1+a;—2

2.2.2. Tétel. Minden x € Q nem négyzetszdm esetén /v = [ag, a1, az, ..., as, a1, 2ag).

A tételek bizonyitasat a [2| , [4] irodalomban talaljuk meg.

Az N szamot szeretnénk faktorizalni. Konstrualjuk meg a faktorbézist, mely
a valasztott korlatnal kisebb primeket tartalmazza, jeloljiik B-vel.
Irjuk fel N lanctort alakjat. Az % kozelitésekre vizsgaljuk meg, hogy p; B
sima szém-e. Azaz (p;)? = [[5,epbi" (mod N) teljesiil. A B sima szémokhoz
tartozd b; primek kitevsit rogzitsiik egy vektorba, a megfelel§ sorrendben. A
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kapott vektorokbol készitsiink matrixot, melyre alkalmazzuk a Gauss eliminaciot

Zo felett.

Ha talalunk olyan z,y szdmot, melyre igaz, hogy 2 = y? (mod N) és

x # +y (mod N) is teljestil akkor készen vagyunk, ha nem teljesiil, akkor tovabbi

B sima szamokat kell keresniink.

N két nem trivialis osztéja lehet:

és

k
ko | [[pi+ ] b N
=1 b;eB
k
Inko II]%—— II b, N
=1 pEB

A lanctort faktorizacié esetén a [2] forrast hasznaltuk fel.

A lanctort faktorizacio Sage kodja:

@interact

def

_(n=("$N$>,23449) ,B=(’$B$’,7)):
w=[]
for i in [1..B]:
if is_prime(i):
w=w + [i]
n.is_prime()
pretty_print (html (’$B$ faktorbazis elemei: $%s$’)latex(w)))
sn=sqrt (n)
cfn=continued_fraction(sn)
t=0
x=cfn.numerator (t)
pretty_print (html (°$%s$ lanctort alakja: $%s$’%(latex(n),
latex(continued_fraction(sqrt(n))))))
A=[]
K=[]
T=True
while T:
x=cfn.numerator (t)
a=(x"2)%n
p=a/prod([k~valuation(a,k) for k in w])
if p==1:
g=[valuation(a,k) for k in w]
A append(q)
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K.append(x)
Q=matrix(GF(2),A) .transpose()
if Q.right_kernel() .dimension()>0:
for Qv in Q.right_kernel().
basis():
Av=sum([vector(A[k])
for k in [0..len(A)-1]
if Quvlk]==1])
av=prod([wls]~Av[s] for
s in [0..(len(w)-1)11)
.nth_root (2)
Kv=prod([K[k] for k in
[0..len(A)-1] if
Qvlkl==11)
dl=gcd(Kv-av,n)
d2=gcd (Kv+av,n)
if Set([1,n])!'=Set([d1,d2])
and Set([d1,d2])
1=Set ([1]) and Set([d1,d2])
I=Set([nl]):
pretty_print (html (’Egy
$p$ szam akkor B sima ha
$p~2\ (mod\ N)$ legkisebb
abszolat értéki maradéka
B faktorbazis szorzataibdl
411.7))
pretty_print (html(’B szamok
$/s$-re nézve: $%s$
h(latex(n),latex(K))))
pretty_print (html(’Ezen
B-beli szamok
felbontasat taroljuk el
vektorokban. ’))
pretty_print (html(’A vektor
koordinatai a
faktorbazisban 1évd
primekhez tartozé kitevdk
a megfelel§ sorrendben:’))
pretty_print (html(’$%s$ °
%latex(A)))
pretty_print (html(’Az Osszegylijtott
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vektorokb6l készitsiink egy matrixot
$(mod\ 2)$ : $%s$, melyre alkalmazzuk
a Gauss eliminéciét.’%latex(Q)))
pretty_print (html(’Az
egyenletrendszer megoldésa:
$%s$ := ${a_{i,j}3$ .°
#latex(Av)))
pretty_print(html(’$
\displaystyle\sqrt{\prod_
{b_i \in B} b_i~{a_{i,j}}}$
= $%s$, ahol $b_i$
a faktorbazis elemei.’}latex(av)))
pretty_print (html (’$\displaystyle
\prod_{i=1}"k p_i$ = $%s$’%latex(Kv)))
pretty_print (html (’$N$ osztdit a
kdvetkez8képpen szamolhatjuk ki: $lnko
p_i \pm \sqrt{\prod_{b_i \in B} b_i"
{a_{i,j}}} , M$’))
pretty_print (html (’$lnko (%s+¥%s,%s)$
&s $1nko(%s-%s,%s)$’ %(latex(Kv),
latex(av),latex(n),latex(Kv),latex(av)
,latex(n))))
pretty_print (html (’Tehat $%s$ nem
trividlis osztdi:
$%s,%s$ % (latex(n),latex(dl),latex(d2))))
T=False
t=t+1
else:
t=t+1

Példak a Sage kod futési képére:
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N |s1e8847
B
B faktorbazis elemei: [2,3,5,7]
5160847 lanctert alakja: 2271 + 1 -
1
! 2+ !
1+ !
1
266 | i
1
! 1+ !
16 + !
1+ !
1
1+—

Egy p szam akkor B sima ha p? (mod N) legkisebb abszolut értéki maradéka B .tél.&torbazis szorzataibol all.
B szamok 5160847-re nézve: [547017546330039516421028553061496468082685300720810208034170818594772]
Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el vekiorokban.

A vektor koordinatal a faktorbazisban 1évd primekhez tartozd kiteviik a megfeleld sorrendben:
[[0,0,0,0]]

Az 6sszegyiijiott vekiorokbol készitsiink egy méatrixat (mod 2) - . melyre alkalmazzuk a Gauss eliminaciot.

(=== = =]

Az egyenletrendszer megoldasa: (0, 0,0, 0) =a;; .

/ H b =1, anol b; a faktorbazis elemei.
bic B

k
H p; = 547017546330039516421028553961496468082685300720810208034170818594772
i
N osztéit a kovetkezdképpen szamolhatjuk ki inko([TF_, p; + \/Hb.-c b, N)
Inko(547017546330039516421028553961406468082685300720810208034170818594772 + 1,5160847) és
Inko(547017546330039516421028553961406468082685300720810208034170818594772 — 1,5160847)
Tehat 5160847 nem trividlis osztoi 8419,613

N 7187887
B 7

B faktorbazis elemei: [2,3,5,7]
17187007 lanctort alakja: 4145 +

1+

2+

1+ —

Egy p szam akkor B sima ha p? (mod N') legkisebb abszolit értékii maradéka B fakiorbazis szorzataibol all.

B szamok 17187007-re nézve:

[24262405741529695, 24262495741529695, 7831512150453108091851564837180032472381840657938860534358390517885632]
Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el vektorokban.

A vektor koordinatai a faktorbazisban 1évé primekhez tartozo kitevGk a megfeleld sorrendben:

[[1,6,0,0],[1,6,0,0],[0,4,0,0]]

Az Gsszegylijtott vektorokbol készitsunk egy matrixot (mod 2) : . melyre alkalmazzuk a Gauss eliminaciot.

(=T = =}
o o o -
==l == = i =]

Az egyenletrendszer megoldasa: (0, 4,0, 0) = a;; -

{H b = 9, anol b; a faktorbazis elemei.
bicB

k
H p; = 783151215045310899185156483718003247238184065793886053435830051 7885632
i1
N oszioit a kivetkezdképpen szamolhatjuk ki Inka(l_[f (Pt \/Hb,-( Bb?"j ,N)
Inko(7831512150453108991851564837180032472381840657938869534358390517885632 + 9, 17187007) és
Inko(7831512150453108001851564837180032472381840657938860534358300517885632 — 0,17187007)
Tehat 17187007 nem trivialis osztéi: 503, 34160
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N |s266767
B
B faktorbazis elemei [2,3,5,7]
6266767 lanctart alakja: 2503 + 1 n
2+ o 1
5+ !
1+ !
1+ !
1
3+ 1
6+ 1
3+ 1
1+—

Egy p szam akkor B sima ha p° (mmod N') legkisebb abszolut értékii maradéka B faklorbazis szorzataibol ll
B szamok 6266767-re nézve:
[2079952671149571794354064695970770550401815926480543856611435902842843143265065484]
Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el vektorokban.

,ﬁo\.'e:t%r I(ﬂ}ﬁordinétéi a faktorbazisban 1évé primekhez tartozd kitevik a megfeleld sorrendben:

Az 6sszegyiijtott vektorokbdl készitsiink egy matrixot (mod 2) : . melyre alkalmazzuk a Gauss eliminaciot.

(= = = =]

Az egyenletrendszer megoldasa: (0, 4, 0, 0) = a;; .

"IH b, =0, ahol b; a faktorbazis elemei.
bicB

k
H p; = 207995267114957179435406469597077055040181592648054385661143502842843143265965484
i1
N oszidit a kovetkezéképpen szamolnatjuk ki Inko([[*_, p; + \/Hb,c pbi7,N)
Inko(207995267114957170435406469597077055040181592648054385661143502842843143265965484 + 9,6266767) és
Inko(207995267114957179435406469507077055040181502648054385661143592842843143265965484 — 9,6266767)
Tehat 6266767 nem trivialis osztor 482059,13

N |eas726701
B

B aktorbazis elemei: [2,3,5,7]
685726701 Ianctort alakja: 26186 +

2+
1+

1+
1+

1+

T+
2+

1
30+

1
51—

Egy p szam akkor B sima ha p? (mod N') legkisebb abszolut értékii maradéka B ta-l-gtijmam szorzataibol all.
B szamok 685726701 -re nézve:
[80750828400080918963478960981145266055472572881860616313440721325300097820072973)

Ezen B-beli szamok felbontasat taroljuk el vektorokban.
A vekior koordinatai a faktorbazisban Iévo primekhez tartozd kitevik a megfeleld sorrendben:

[[0,0,2,0]]
0
i . 0
Az Gsszegyljidtt vektorokbol keszitsink egy matrixot (mod 2) s ol melyre alkalmazzuk a Gauss eliminaciot.
0

Az egyenletrendszer megoldasa: (0, 0, 2, 0) = a;; .

| H b?"j = 5, ahol b; a faktorbazis elemei.
bic B

k
Hp,— = 80759828490089918963478060081145266055472572881860616313440721325300007820972973
i1
N osztéit a kivetkezbképpen szamolhatjuk ki- Inko([ %, p; + \/Hb.-c b9, N)
Inko(80759828490089918963478960981145266955472572881860616313440721325300997820972973 + 5,685726701) és
Inko(80759828490089918963478060081145266055472572881860616313440721325300007820972973 — 5,685726701)
Tehat 685726701 nem trividlis osztoi: 3280989, 200
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