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Maple és a grafelmélet

() szécHenyI TERV

Feszitofak keresése - Kruskal

Adott G(V, E) graf és egy s : E — R slilyfiiggvény.

Keresiink olyan feszit6fat, amelyben az élek siilya minimalis.
Kruskal algoritmus: rendezziik az éleket novekvo sorrendbe a
stlyok szerint, addig vélasztunk be éleket, amig fat nem kapunk.
Delete-reverse algoritmus: csokkend sorrendbe rendezziik az éleket
és addig torllink, amig osszefliggd graf marad.
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Maple és a grafelmélet

SZECHENYI TERV

Feszitofak keresése - Kruskal

> Feszi toFal: =proc(Q

> local g0,f,eG; gO:=Graph(NunberOf Vertices(Q," wei ghted')

> fr=(x,y)->if x[2]<y[2] then true; else false; end if

or t ([ op( Edges(G wei ghts))], f)

> 1:=1; while not IsTree(go) do

> if IsForest(AddEdge(g0, eq1][1],inpl ace=false)) then g0:=AddEdge
(g0,eq1]); end if

> 1=l 41,
> end do
> g0,
> end proc
FeszitoFal = proe(G) m
local g0.£, ¢G, I
= GraphTheory:-Graph( GraphTheory:-NunberOfVertices(G), ‘weighted');
f= (5.p) =if x[2] (2] then true else false end if;
€G = sort([op(GraphTheory~Edges (G, weights) ) . f
=1
while not GraphTheory:-IsTree(g0) do
if GraphTheory:-IsForest( GraphTheory:-AddEdge(g0, eGII1[ 1), inplace = false) ) then
0= GraphTheory:-AddEdge(g0, G[11)
endif;
=141
end do;
g0
end proc
> vi th(GraphTheory)
> wi th(Randont aphs)
> @raf : =RandonGr aph(7, 15, connect ed, wei ght s=1. . 6)
Graf:=Graph 1 an undirected weighted graph with 7 vertices and 15 edge(s) @ T
> Draw@ aph(Graf) O\;}_l:r
» .
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Maple és a grafelmélet ,
@ SZECHENYITERV

Feszitofak keresése - Kruskal

> DrawG aph(Feszi t oFal(G af)) x @ «
x
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Maple és a grafelmélet

SZECHENYI TERV

Feszitofak keresése - Reverse-Delete

> local f,eGHI; f:=(x,y)->f x[2]>y[2] then true; else false; end

3 4

> Feszi t oFa2: =pr oc(Q

f
> G =sort ([ op( Edges( G wei ght's))]. 1)

>H=G |:=1
> while not IsTree(H) do

> if I'sConnect ed( Del et eEdge(H eG 1][1] i npl ace=fal se)) then

> Del et eEdge(H eq1]); end if

>1:21+1; end do

>

> end praoc:

Fessit 0c(G) @

dlse fulse end if; 0E TT,

SHvE /\a
. ..
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Maple és a grafelmélet

SZECHENYI TERV

Feszitofak keresése - Reverse-Delete

1=1;
while not GraphTheory:-IsTree(H) do
if GraphTheory:-IsConnected( GraphTheory:-DeleteEdge(H, eG[1][ 1), inplace
=false)) then
GraphTheory:-DeleteEdge(H, eG[1])
end if;
I:=1+1
end do;
H

end proc

> DrawG aph( FeszitoFa2(Graf));
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Maple és a grafelmélet ,
@ SZECHENYITERV

Feszitofak keresése - Reverse-Delete
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Maple és a grafelmélet ,
@ SZECHENYITERV

Sakktabla bejarasa

m X n-es sakktabla bejardsa

Adott m x n-es sakktabla esetén egy mezordl indulva Iédugréssal
jarjuk be a tablat Ggy, hogy minden mezdét pontosan egyszer

érintiink és a kiindulépontba jutunk vissza.
Gréafelméletre lehet visszavezetni. Csicsok: [a1, a2], [b1, b2], . ..

’31 — b1Hag — bz‘ = 2.
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Maple és a grafelmélet

SZECHENYI TERV

Sakktabla bejarasa

v

Wi t h(GraphTheory):
csucs: =(m n) - >{seq(seq([a, b],a=1..m, b=1..n)};
csues:= (m, n) = {seq(seq([a,bl,a=1.m),b=1.n)}
> fr=x->if abs(x[1,1]-x[2,1])*abs(x[1,2]-x[2,2])=2 then true; else false
end if;

v

fi= =i x| =%, [ [¥) 2 =%, o =2 then true else fulse end if

v

A =(m n)->sel ect (T, {seq(seq([u, V],
A= (m, n)—select( f, {seq(seq([u, v

sucs(mn)), v=csucs(mn))});
csucs(m, n)), v=csucs(m,n))})

v

B: =(m n) - >{seq({ convert (k[ 1], string), convert(k[2],string)}, k=A(mn))};
B:= (m,n) = {seq( {convert(ky, string), convert(ky, string) }, k=A(m, n) ) }

v

Gsakk: =(m n)->G aph(B(m n));
Gsakk = (m, n) = GraphTheory:-Graph(B(m. n))
sakkgr af : =Gsakk( 6, 6) ;
sakkgraf:= Graph 1: an undirected unweighted graph with 36 vertices and 80 edge(s)

v

v

I sHani | toni an(sakkgraf,'s');
true

> s

[0 10 02, 307 "L, 517 I3, 40 M 30 L2, 10 M8, 3 UL 20 L2, 41 UL
"[6, 41", [5, 21", " 397,16, 21", "[4, 11 (2, 2], "1, 4
"[4,2]", "6, 11" "[5. 31", "[6, 5", "[4, 61", "[2. 51", "[4, 41", "[3. 6], "[5, 5
"L 1]

> HighlightTrail (sakkgraf, s, red);

> DrawG aph(sakkgraf);

L6, 31" IS, 1] 3, 21
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@ SZECHENYI TERV

Sakktabla bejarasa
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Maple és a grafelmélet

() szécHenyI TERV

Grafok szinezése - algebrai ut

Cslcsok szinezése

k-szinezés:

f(x)=x(x—1)(x—2)---(x—k+1)
véges test feletti polinom.

f(x1)=0, f(x)=0,...,f(xn)=0

garantalja, hogy minden cslicsot kiszineziink.
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Maple és a grafelmélet

() SZECHENYI TERV

Grafok szinezése - algebrai ut

F(xi) = (%)

oszthaté x; — xj-vel.

g(xi, xj) = f(XQ : ;(XJ)

Minden x;x; € E esetében g(x;, x;) = 0.
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Grafok szinezése

Maple és a grafelmélet

SZECHENYI TERV

- algebrai Gt

Tengely Sza

> szin: =proc(G k)
> local f.g,n rendszer, el,T.t; f:=x->expand(product (x-a,
x,y)->si Bl Fy((F(0-1(9)1 (x-))
=Nunber  Ver t ces(G)

) union {sea(f(x(j]).i=2

n}

> el =Edges(G

> for Tinel dot )
> rendszer: =rendszer union (g(x[t[1]], x(t[2]])}
> end do

=op(T)

> rendszer
> end proc
Sin = proe( G, k)

Tocal /., rendszer, el T, &

— expand( product(x — a,a=0.k — 1)

5= () —simplif (f1x) = £1¥)) ] (x =)

5= GraphTheory:-NumberOfVertices(G)
rendszers=union( (x[11}, {seq(f(x171),j=2.n) })
eli= GraphTheory:-Edges(G)
for Tin el do t:=op(T); rendszer = union(rendszer, (g(x[e[1]} [¢12]])}) end do;
rendszer

end proc

K3: =Copl et e aph(3)
i undirected wnweighted graph with 3 vertces and 3 edge(s)

> vi th(G aphTheory
K3 1= Graph 2

> szin(K3.2)

[ R

> [ msol ve(szi n(K3, 2),3)]
[

> [ msol ve(szi n(K3,3),3)]
[9=0.5=1.5=2}, (1 =0.5=2.5,=1}

P:=Pet ersenG aph()
ndirected wnweighted graph with 10 vertices and 15 edge(s)



Maple és a grafelmélet

SZECHENYI TERV

Grafok szinezése - algebrai ut

> al:=[seq(op(A[1][K]) (2], k=1.. 10)]
al=10,1,0,1,2,1,2,0,2,0
> for s from1 to 10 do H ghli ght Vertex(P, s, COLOR(RGB, 1/ (1.5-al(s]), 1/ (2.9
al(s]). 1/ (7. 1-a1(s])))
> end do
> Drawar aph(P)
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Maple és linedris algebra @ SZECHENYI TERV

Matrixok hatvanyai sajatvektorokkal

Diagonalizalas

A egy matrix, P a sajatvektorokbdl allé6 matrix:
P~tAP

diagonalis. Ezt felhasznalva meghatdrozhatjuk az A" matrixot zart
alakban.
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Maple és linedris algebra @ SZECHENYI TERV

Rekurziv sorozatok

Fibonacci sorozat

Fo=0,FR=1é F,=F,_1 + F,_2, legyen
1 1
A= (1 o)
ekkorA"<é)—<F;:1 )
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Maple és linedris algebra SZECHENYI TERV

Inhomogeén rekurziv egyenletrendszer

én rekurzi6 zart alakjanak

Tnsr =02, +by, +c
Yniry = dan + ey, + f
adott 2, Yo kezdsdrtskek melle,

35
x0 5
yo 2

e A mitvixs (2 3)

A B vektor: (2, ~2)

4z Xo vektor: (3, 2)

5z A métrix sajstertekei: 1 és 1

sajatértek: —1, hozzé tartozs sajétvektor: (1, ;)

ssjatértek: 1, hozza tartozo sajatvektor: (1, 1)
11

A sajatvektorokbol alle P mitrix: [ 1
[t

3 _s3
. 3 73
P inverze: (7! 2)
303
10

PIED o e

Ekkor a P AP métrix diagonalis: ( % 5

Innen A" zart alakja kénnyen meghatérozhaté: A" = PD"P7!
il il B
P -1 -+

k2 A nbtrix n-odik hatvanya: 3 3 —3 §)

R SR

a (: ) - A”(::) + (A" 4 A" 4 ..+ A+ E)B osszetiggés alapjan adsdik a formula a-re és y,-re:

Tp=—3 ()" -4n+}

Yo=—3 ()" -4n+}
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Maple és linedris algebra SZECHENYI TERV

Matrixok hatvanyai sajatvektorokkal

> vi th(Li near Al gebr a)
> matri XN =proc(A)
> local u,v,Diag; u,v:=Ei genvect ors(A)
> Diag: =Matrix([[u[1]"n,0], [0, u[2]"n]])
> v.Dag.vA(-1)
> end proc
matrial = proc(4)
Tocal u, v, Diag;
v = LinearAlgebra:-Eigenvectors(A); Diag = Matris( [ [u[ 11, 0), [0,u[21°])); " (v Diag, 1 /v)

end proc

> matrixN(Matrx([[4,-3],[1,011))

Fib

0 0

> simplify(Fib)

> seq(eval a(subs(n

=k, Fi b)), k=0. . 10)
0.1,1,2,3,5,8,13,21,34,55

> A =matrix(((2.1],(1,2]])

21
12

> UL =subs(t=n, sun{mat ri xN(A), n=0..t- 1)) . Vector ([ 1, 1])

> v




Maple és linedris algebra /[U SZECHENYI TERV

Berlekamp algoritmus

Polinomok F,[X] felett

fF(X) = "7_oaiX' ekkor a kis Fermat-tétel miatt

FX)T =) aXx7.
k=0

Az X9 — X polinom faktorizacidja egyszerii. Egy F polinom
faktorizacidjahoz keresunk olyan f(X)-et, amelyre

f(X)=f(X)? (mod F).

Tengely Szabolcs 2014.04.26 Matematikai problémak és a Maple



Maple és linedris algebra SZECHENYI TERV

Berlekamp algoritmus

> P SXM5+10° X" 44254 x\2428,
P=x 104 4252 428

> h: =add(s, s=[ seq(a[i] *x"i i =0..4)])
> haL: =add(s i1 (310) i

Bl =ay+a e +ay

(x*k=modpol (x"k, P, x, 31), h31); end do:

> for k from31 to 124 do h3l
hat

. $3043) +ay (76 430 148 1 6x

(854920 972854 19) +a, (26 +4°

+28) +a (245 4260 + 227 4 165 428)

> i th(Li near Al gebr a)
=['seq( coef  (h31, x, k) =coef f (h,x, k), k
Wa,=ay28a + 34,

)
6ay+16a,=a,9a,+7a, +4a,+ 20,

a0+ 190,43 a

80,260, +7a;+24a, 0,

3ay+26a

ay9a,+a;

> var: =[seq(al k], k=0..4)]

ar)
01 32w 280

> (A b): =Generat el ri x(sy

> vi th(Li near Al gebr a Modul ar] )
> A31:=Mbd(31, A, i nteger [])

019 32828

02 3 616

as1=|0 9 6 42

09 1 22

082 72

A31, row, fal se, col um)

> TL 234120 x72+26%x
T B

1224260
> for k from0 to 30 do PT: =Ged(P, T1+k) mod 31; if PT<>1 then print(PT)
end if; end do:

Tengely Sza



Maple és linedris algebra SZECHENYI TERV

Berlekamp algoritmus

A+ 15x+9
x+1
¥ 4+25x+10
> T2: =xM4+T* XN 2+17% X,
2= +72+17x

> for k fromO to 30 do PT:=CGcd(P, T2+k) nod 31; if PT<>1 then print(PT);
end if; end do:
x+1

¥ H25x+10
¥ +15x+9

Tengely Szabolcs Matematikai problémak és a Maple



() szécHenyI TERV

Maple és az LLL-algoritmus

Racsok

Adott by, by, ..., by vektorok R"-ben,
/\:{Zlb1+22b2+...+2kbk:Z,'EZ}

egy racs.

Adott racsot tobb vektorrendszer is meg tud hatarozni. Rovid
vektorokbdl all6 rendszerek a gyakorlatban hasznosak
(titkositdsok). Az LLL-algoritmus segitségével talalunk rovid
vektorokat. Bemutatunk néhany érdekes alkalmazast.
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Maple és az LLL-algoritmus SZECHENYI TERV

Polinomok gyokei

>f
=

xpand( cos(16*x))
2768 cos(x)® — 131072 cos(x) " 4212992 costx) ' — 180224 cos(x) " + 84480 cos(x)®

— 21504 cos(x)® + 2688 cos(x)* — 128 cosix)* + 1

> cos(Pi)

> F:=subs(cos(x) =X, f) +1;
Fi=32768 X' — 131072.4™ +212992 X' - 180:
+2

X'" + 84480 X — 21504

> Fsol : =sol ve(F, X);

youedouym JosfouyT

> eval f(Fsol [13])
0.9807852805

> a: =eval f[ 25] (cos(Pi/16))

osoTss20A001 261522
> 4 Uh(Li near A gebra)
> M =ML X(9, Shape=i dent 1)
Loooo
010000
voro
000100
welo0 00
000001000 OETT,
00000
000000
00000000

00
00

M <seq( round( eval f [ 100] (10"50* cos( Pi

Tengely Szabolcs




SZECHENYI TERV

Maple és az LLL-algoritmus

Polinomok gyokei

100000000
010000000 98078528040323044912618223613423903697393373089334
001000000 7 7 20831203182
000100000 94345636337805914611433377150;
MI=[000010000 92532811390396181861419713996150027
000001000 412191461278251737:

71691509050116682
181280514288

000000100 26758562 26785
00000001 0 8300669727531030529873491813736155542421421228179
000000001 85623211838106333750179359857343053200004917034003

> wi th(lntegerRel ations)

> T:=LLL(M)

T=
[[-1,0.32,0, -160,0,256,0, -128,64],
[127695, -363515, 247964, -444872, 73655, 619509, 221822, 306020, - 179583, 222866
[-232341, 467650, 430323, - 122787, - 193639, ~35791, 42783, -490737, 90598, 6926811,
[ 323635, 675132, 299256, 106890, - 452280, 83728, ~421829, 53579, 65423, 271165,
[240925, -48946, - 87702, ~241280, 504386, 328225, 101658, 356385, ~496018,
[-59104, 663274, -3 37, - 169266, 29002, 553672, 171523,
[165139, -259929, 234744, 653417, - 130316, - 334610, 2387
[435848, - 638510, -379071, 623947, -212765, 429577, - 161061, 149342, -249499, -190109],
[980750, 74502, - 223188, - 528380, ~267779, -67159, -213928, 33515, 150976, 614698 ]

> fx:=add(u, u=[ seq(T[ 1, 1] *x"(t-1),t=1..9)]);
foi=-14+3207 — 1602 +256.x — 1284

> solve(fx,x);

Tengely Szabolcs



SZECHENYI TERV

Maple és az LLL-algoritmus

Polinomok faktorizacidja

> 12 =expand( (x"5+x"2+2014) * (X" 6+x"3+x+2014) )
£ 420020152+ 20155° +2015 5 + 20144 + 2014 x + 4056196
> factor(f);

(427 42014) (" 42 +x +2014)
> a:=eval f[50] (fsol ve(f,x))
1= - 4.5889717749000639646152620618546195972229082925560

> wi t h(Li near Al gebr a)
> M=Matrix(6, shape=i denti ty)

100000

010000

Joorooo
000100
000010

000001

> ML =<M <seq(round( eval [ 50] (10°20*a~k)) , k=0. . 5) >>;

100000 100000000000000000000
010000  -458897177490006596462
001000  2105866195082946168955

000100 -seee0ssisss2
00001 0 44346724315931250914222
010000 1 -3sossso195082040168955
> i th(1 nt eger Rl at ons)
> LLim)
Wi 0 10 0 1o
-273 4668 -2012 854 -4263 -1001 5965
05 <38 7 Aol 60 11se 3w
s om0 o 0 e I
st e a0 sm 1007 s el
Mo -3 1o s 97 3 OETT,
O~

Tengely Szabolcs



SZECHENYI TERV

Maple és az LLL-algoritmus

Hatizsak probléma - Merkle-Hellman titkositas

> =17.11,19,39,79, 159,329, 649, 1297, 2663) . add(k. k=)
39,79, 159, 329, 649, 1297, 2663)
> p:=nextpri me(5252)
p=5261
> m =3000.
m=3000
> ninv:=1/m mod p:
minv = 4663

> publ i kus —[seﬂ S(k]*m mod

P nops(S))];
publikus = [5217, 1434, 4390, 1258,

510,3193, 430, 3121, 2802]

> uzenet:=[1,0,1,0,1,0,1,0,1,0]

[1,0,1,0,1,0,1,0,1,0]

> kodol t: =add(t, t =[ seq(uzenet [k] *publ i kus[ k] , k=1..nops($))])

kodolt:= 16176
> ul: =kodol t*ninv mod p
ul = 1731
> hati zsak: =proc(H,s)
> local V,k, s1; V:=[seq(0, k=1..nops(H))];sl:=s;
> for k fromnops(H to 1 by -1 do
> if s1>=HK] then V[K] sli=s1-HK]: end if;
> end do
>V
 oc

hatizsak = proc(H. s)

Tocal V. k. s/

V= [5eql0, k=1 nops(H) ) ;

st

for k from nops(H) by — 1 to 1 do if H[K] <=s/ then V[k]:= I s :=s/ — H[K] endif end do;

v
end proc
> hatizsak(S, ul); o‘ }Tr,f

[1,0,1,0,1,0,1,0,1,0 /—\a

> wi th(Li near Al gebr a) b

> M =Matrix(10, shape=i dentity)

Tengely Sza



SZECHENYI TERV

Maple és az LLL-algoritmus

Hatizsak probléma - Merkle-Hellman titkositas

1000000000
0100000000
0010000000
0001000000
0000100000
0000010000
0000001000

0000000100
0000000010
0000000001

> ML =convert (<M Vect or [ rowj (10, 1i11=0)>, matrix)
1000000000
0100000000
0010000000
0001000000
0000100000
0000010000
0000001000
0000000100
00000000

000000000

0000000000

> M2: =<M| Vect or [ col unm] (11, [ seq( publ i kus[K]  k=1..10)] ,fil1=-kodol t)>
convert (M2, matrix)

1000000000 5217
0100000000 1434
0010000000 439
0001000000
0000100000
0000010000 3510
0000001000 3195
0000000100 430
0000000010 3121
0000000001 2802
0000000000 -16176

> wi th(1 nt eger Rel at i ons)
> convert (LLL(M2), mat i x)

Matematikai problém



Maple és az LLL-algoritmus @ SZECHENYI TERV

Hatizsak probléma - Merkle-Hellman titkositas

0-1 0 1 -1 0 0 1 00 -1
1 0-1-1. 0 0 0 I 00 -1
0-1 0-1r 0 0 O0-1 10 -1
1 0-1 0-2-1 1 0 00 O
o0 0 0 0 1-1 0-11-2
1 0 1 0 1 0 1 0 10 O
1 0 2-1 0 1 -1 0 10 1
-1-1-1 1 0 2 1-1 00 0
o0 0 0 0 2 0 1 12-1
-1 -1 1 -1 1 0 2 0-10 1
2-1-1 0 0-2-1 0 02 1

Tengely Szabolcs 2014.04.26 Matematikai problém



SZECHENYI TERV
Index kalkulus Maple segitségével

Index kalkulus

Additiv és multiplikativ csoportok

(G,+) = ng1 =g» additiv
(H,x) = h{ = ho  multiplikativ
Fy multiplikativ csoportban:

t1 t2'

¥ = pipy - pm (mod q)

k=tilog,p1+ talog,to+ ...+ tmlog, pm (mod g —1)

0% TTs

(&)

Tengely Szabolcs 2014.04.26 Matematikai problémak és a Maple



SZECHENYI TERV

Index kalkulus Maple segitségével

Index kalkulus

> q: =101,
g=101
> nops({sea(7°k mod 101, k=1..101)})

([k.ifactor(7°k mod 101)], k=1..20)

7 [2 2L 13, 207 (51 ) 14, 2) (3) (139315, (41 16, (5) (171 7, 2) (312 (51 ) [8,
(20 (31,19, (6711, 110, (51 (130, 111, (3) (1703, (12, 2 (30°) 113, 3 (57%), (14, (20 (5)
115,30 030, 06, (7101, 117, (3) 301 [18, 3% (), [19, (207 (311 [20, 2% (3) 7).

> wi th(Li near Al gebr a[ Modul ar] )

> M =Mod( 100, Matri x([[0,0,0,1],(3,0,1,0],(0.1,2,0),[3,1,0,0]). i nteger[])
0001

3010
M=
0120
3100
> M=l nverse(100, M
078 11 80
066 67 34
M=
0676 3
1000

> b: =Mbd( 100, Matrix(4, 1,[1,3,13,8]), i nteger [])

> Ml ti pl y(100, M , b)

([k.ifactor (7°k*25 mod 101)], k=L1..20)
[1,2) 371112, (1301 [3, (7) (13)), 14, BD LS, (3) (511, 6, 202) [7. ¢

[8,15) (19)

9, (5911, 110, 3L [11, 307 (1 ). 112, (37, 13, 3) (1911, [14, 20° )] 115, (2) (3 (1)

2 T
16,21 @993, 107, @1 18, 21 (70, 119, 2) (77) [20, 20 5) 08 TTy
» x:=(41+36-5) md 200 AN
: *; *
» 7472 md 10

> I ndexCal c: =proc(a, b, g, FB) |ocal B MMk, |1, LGS, | ogseq
> wi th(nunt heory) : w t h( padi c)
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> wi th(Li near Al gebr a[ bdul ar] )

> B =Mod(q- 1, Matri x(nops(FB), 1), i nt eger [ ])

> M =Mod(q- 1, Mt ri x(nops( FE) . nops(FB)). i nt eger (1)

> M:=M ki=1; 131 r:=[seq(Rank(p, M), p=fact orset (g- 1))

> while add(s, s=[seq(Rank(p, M, p=f act or set (- 1))] ) <nops(f act or set (- 1)) * nop
(F8) do

>if evalb(factorset (atk mod q) subset FB) then ML[1]:=Mbd(gq-1, Matrix(L, nop

(F8), [seq(ordp(a*k mod q,f),1=FB)]),integer(]); print(M. v, [seq(Rank(p.
M) p=f act orset (¢-1))].1,k); end i f
> if add(s, s= seq( Rank(p. M), p=f act or set (q- 1))]) - add(s, s=r) =nops( f act or
(q-1)) then M
end if; ki =k+l

set
B{1]:=ki |:=1+1; r:=[seq(Rank(p, M), p=factorset (q-1))]

> end do;

>M print(FB); LOGS:=Mil tiply(a-1,Inverse(q-1,M.B); print (LOGS)
> ki=1; while not eval b(factorset((a*k*b) nod q) subset FB) do

>k print(k); print(factorset((ak*b) mod q))

> seqordp((a*k*b) md q,1),1=FB)]: print (I ogseq)

> seq(LOGSLt, 1] *1 ogsea[ t] . t=L.. nops(LOGS))]) -K) mod (g- 1)

IndesCale = procla, b 4. FB)
ocal B, M, M1, k I, , LOGS, ogse

with{mumiheory

with padic):
with Linear lgebral Modular )
Bi= LinearAlgebra-Modular'-Mod(g ~ 1, Matris(nops(FB), 1), integer( )
M= LinearAleebra:-Modular'-Mod(q 1, Matris(nops{ FB), nops i

seql LincarAlgehra:-Modular'-Rank(p, M1), p

wmtheory:factorserig —1))
while add(s, = [seq( LinearAlgebra:-Modular -Rank(p, M), p = mumtheory:factorset(q ~1))1)
< nops{mumiheory: factorset(q ~11) * nops(FB) do
if evalb{subset umiheor
Ml
Kl

ctorset(mod(a*k,q)), FB)) then

Linear lgebra:-Modular :-od(q ~ , Matrix{ 1, nops( FB), [seq(padic-ordplmodia

FB) ), integer! )

print(M1,, [seqt Lineardlgebra:-Modular'-Rank( p, M), p = numtheory:factorseriq 1))

seql LinearAlgebra:-Modular-Rank(p, M1, p

factorseriq ~111)) ~ad(s s=r) =nops{numtheory:-fuctorseiq 1)) then
M= M
Bl =k
=14,

ri= [seq( Lineardlgebra:-Modular-Rank{ p, M1), p = mumtheory:factorset(q ~1))

Matematikai problém
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end do;
u
print(FB);
LOGS == ‘Linear lgebra:-Modular'-Multiply(q ~ 1, LinearAlgebra:-Modular -Inverse(q ~1, M), B)
prini(LOGS)

=1
while not evalb(subset (mmtheory:factorset(mod(a*k* b, )), FB)) do

k= k1 print(R): print(numtheory:factorsermod(a*k* b, g)))

padic:-ordp(modia®k* b, g).1).f=FB)

mod(add(k, k= [seq(LOGS[4, 11* logseq(], 1= 1 .nops{LOGS) 1) ~k.q 1)
end proc

> I ndexCal ¢(7, 24,101, (2,3, 5,7, 11})
00010
00000
0000 0[00.001131,1
00000
00000
00010
00020
00000[0L1L111122
00000
00000

000

30100
00000[1L1L12
00000
00000

00010

T
Sot00 oF s
12100[[22)(2313,7 /\’
00000 4 N
00000
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o
o
o

o
o
o
o

o
o

(44

(44

(44

34

(44

(44

(44

(44

(44

19

2
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oo ww o

w o ww o

00| [4.4].[4.4].523

00 | [44].[5.5].5.24

(2,3,5,7,11)

{5.13}
3
3,17}
4
{2,3}
[1,3,0,0,0] oi Trir

8 * >

Szabolcs
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Elliptikus gorbék és a Maple

Elliptikus gorbék - osszeadds

Elliptikus gorbe

E: y>’=x34+ax+b

E(Q) = {(x,y) € Q%: y?> = x® + ax + b} U {oo}.

A gorbe pontjain bevezetiink egy osszeadas miiveletet.

0% TTs

(&)
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Elliptikus gorbék és a Maple

Elliptikus gorbék - osszeadds

y2=x3—3x+7

P Gusin
Q

Ebben az esetben:

(3:-5:1)+(-1:3:1)=(2:3:1)

Tengely Szabolcs 2014.04.26 Matematikai problémak és a Maple
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Elliptikus gorbék és a Maple

Elliptikus gorbék - osszeadds

P @iam v
Q@=n

Ebben az esetben:

Tengely Szabolcs Matematikai problémak és a Maple
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Elliptikus gorbék és a Maple

Elliptikus gorbék - osszeadds

P @EZEITS)
Q @izin v

Ebben az esetben
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Elliptikus gorbék - osszeadds

P (2:3:1) v

Q @I
Ebben az esetben:
(2:3:1)+(2: -3:1)=(0:1:0)

azaz a két pont Gsszege a végtelentévoli
pont .

Most bemutatjuk hogyan lehet a Maple segitségével az osszeadast
elvégezni adott elliptikus gorbék esetében. A mddszer mikodik Zy
felett is, de Osszetett N esetében el6fordulhat, hogy nem tudunk
kiszdmitani bizonyos nevezdket. Ezt fel tudjuk hasznalni

faktorizacidra. o= TTy
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Elliptikus gorbék - osszeadds

> elliptic_add := proc(pl,p2.E) local g.inv,xL x2 x3,yly2 y3,a b,n;
x1 x2 = p2l1l: yl:= pil2]; y2 = p2(2]
a:=E1; bi=H2: ni= B3

nfinity and yiinfinity) then [x2,y2)

nfinity and y2=infinity) then [xLy1]

elif (x1=x2 and yl <> y2) then [infinity,infinity]

elif (x1=x2 and y1=y2 and yl<>0) then
g := i godex(2*yL, n,i nv)
it g=1then

sinv)h2-2x1 mod

X3 0= (31724 )
V3 = ((3*x172+2)%i nv)* (x1-x3) -yl mod n.
[x3.y3)

else g end
elif (x1=x2 and y1=y2 and y
[infinity,infinity]

then

gedex(x2-x1,n, i nv)
1 then

((y2-y1)*i nv) "2-x1-x2 mod n;
(y2-y1)*i nv* (x1-x3)-y1 mod n,

¥3l
end it

ellptc_add = pro( pl. p2, E)
Tocal g, im x1, 2, %3, 1,

xl=pi[l

mod((3%x1°2 +a) "2 #in"2 ~2 *x1, n); y3 = mod((3*x1"2 +a) *iny

= (sl —x3) —yl.n)
By
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Elliptikus gorbék és a Maple

Elliptikus gorbék - pont tobbszorose

it g=1 then
5 1172 %2 —x1 ~x2,n); y3 = mod( (32 ~y1) *inv

end proc
>elliptic_ml := proo(pl,k E) local pn.ps,d.r

irentk,2)

1'then ps := pi; else ps

= [infinity,infinityl; end if

it
4= (ker)/2
while (d > 0 and (not (type(ps,integer) or type(pn.integer)) and (pn <>
[infinity,infinity]))) do

v ren(d,2)
elli ptic_add(pn, pn. B)

pn
= elliptic_add(ps,pn, B); end if

it r =1 then p:

d = ()2,
end do;

it type(pn.integer) then pn
else ps; end i
eltpric_mul =
ocal pn. s, .
Pl
em(k, 2)
1 then psi=pl else ps =
2%k 1720
G<d and not (tpeps, integer) oF ypel pn, integer) ) and p<=[ininiy, infiniy) do

proc(pl, k E)

infincy infinity] end it

d(pn, pn, )
s = elliptic_add s, pn, E) end if
“12er

nd dos
if typel i integer) then pn else ps end if
end proc

65764464

>N
140075413497

25 393136453028132
58115261396854915212590689

> el 1Pt o_ml([0,1], 235711013 1710, (21,1, )
1265
> N md 12653, eTT
0 o= X
o 3N
T o ” 2 ( )
" “

5245671251068631402
699132084201128974805413

> k:=1; while nops(el i ptic_mil ([0, 1],2¢3"5*7* 113" 17* 19+ 23+ 20+ 31 37* 41443
[k, 1,N12653])) <>1 do k =k+1; end do
k=1 g é
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Elliptikus gorbék - faktorizacié

31

> elliptic_mi([0,1],2+3" 7+41+43,[31, 1, N 12653] )

57411013417+ 1023+ 20* 31+ 37+ 41+ 43
end do:

> k=1 while nops(
[k, 1N/ (12653+136573)] ))

>k

11N (12653

> el pticmi ([0,1], 235710
136573)])
9009

> N ( 12653+ 136573+ 89009)

S41167747519167251 5 2594443260421405

6609610009

11 pti c_mul ([0, 1], 2*3%5* 74117 13* 17+ 19+ 2329 31+ 37+ 4143
[k, 1, N/ (12653* 136573+ 89009) ] )) <>1 do k: =k+1; end do;
k

>k
161
> elliptic_mi([0,1], 236 7°11°13"1
136573°89009) ] )

N (12653

929501

36573 89009* 929501)

> N (12653
283483731246631 E 6728976538384

634945
11 pti c_mul ([0,1] +11°13°17+19°23+29° 31+ 37+ 41743
6573 89009° 028501) ) < 21 do kikot; end do

k

376
> el liptic_mi ([0,1], 2367 11*13* 17+ 19
136573° 89009 920501) ] )

7441443, (376, 1, N (12653*
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