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1. BEVEZETO

A matematikaban, azon beliil a grafelméletben a mai napig még mindig rengeteg a
megvalaszoland6 kérdés. Ilyen kérdésekre bukkanunk, hogyha el kezdjiik vizsgélni
a grafok cimkézéseit, f6leg a 20. szézad egyik cimkézési problémajat, a graceful
cimkézést.

Ezeket a grafokat mar t6bb mint 40 éve vizsgaljak, amiota 1967-ben Alexander
Rosa publikalta [11]. Egy grafot gracefulnak neveziink, ha a csucsait fel tudjuk ugy
cimkézni egész {0, ..., e} értékekkel, hogy minden egyes élnek kiilonb6z6 legyen
az az értéke, amit a végpontok abszolut kiilonbségébdl szdmolunk ki.

Ez egy nagyon szép és egyben érdekes cimkézési formula, ami felvet néhany
kérdést. Vajon minden grafnak létezik graceful cimkézése? Van olyan grafosztaly,
amire nem teljesiil? Tudunk-e olyan algoritmust adni, amely bizonyos grafok e-
setén, a csiicsok novelésével is helytélld, azaz ha egy harom cstcsa fa grafra igaz
az allitas, akkor az n cstcsira is igaz lesz? Ezeket a kérdéseket tanulmanyozzik,
tanulmanyoztdk a grafelméletbe, de mire is jo, hogy egy grafnak létezik graceful
cimkézése?

A graceful grafokat féleg a kriptografidAban hasznaljik, de a csillagiszatban, a
kristalytanban vagy a rontgennél is felhasznaljak ket [5].

Viszont a grafelmélet ezen részén sokan probalkoznak 1j grafok létrehozésaban
is, igy megismerkedhetiink a double-wheel grafokkal vagy a caterpillar grafokkal,
amik példaul dgy keletkeztek, hogy probaltak a fa grafokrol belatni, hogy grace-
ful, de mivel nem tudtak beldtni, ezért a fa grafokat el kezdték osztélyozni. Igy
rengetek osztalyrél tudunk a fak esetén beszélni, példaul a caterpillar grafokrol,
super-caterpillar grafokrél, spider grafokrél vagy lobster grafokrol.

Igy a dolgozat célja az, hogy bemutassam a graceful cimkeézést, a fa grafok bizonyos
osztéalyait, rajuk vonatkozé tételeit, illetve kiilonleges graceful grafok cimkézéseit.






2. ALAPVETO DEFINICIOK ES TETELEK

A legelsé fejezetben néhany alapvets kérdésre szeretnék valaszt adni, mint példaul
mi az a graf. Ezenkiviil néhany alapvetd definiciot, tételt és a bizonyitésat is sze-
retnék ismertetni, amiket a graceful grafok esetén érdemes tudni, és amik koziil
hasznalni is fogok egy péarat a graceful grafok ismertetésekor.

2.1. A grafok, fa grafok és paros grafok

2.1.1. Definicid. Legyen V # () és E veges halmazok, ¢ : E — Py o(V) =
—{AC VA =1 vagy 2}.

Ekkor G = (V, E, p)-t iranyitatlan grafnak, V elemeit a G graf csucsainak, F
elemeit a G graf éleinek nevezziik. Ha ¢(e) = {v,w}, ahol e € E, akkor azt
mondjuk, hogy a v és w az e él végpontjai.

Ha F = (), akkor a grafot {iresgrafnak nevezziik.

2.1.2. Definici6. Legyen G = (V, E, ) egy véges graf. Ha |p(e)| = 1, akkor
e € E-t hurokélnek nevezziik. Az ey, eo € E parhuzamos élek, ha p(e1) = p(e2).
Ha a graf nem tartalmaz sem hurokélt és parhuzamos életeket sem, akkor a G
grafot egyszertinek nevezziik.

2.1.3. Definicio. Egy G = (V, E, ) véges graf, egy v € V(G) fokszamén a v-re
illeszkedd élek szamat értjiik. Ha a grafban szerepel hurokél is, azokat a fokszam
szamolaskor 2-szer szamoljuk. Jele: d(v).

2.1.1. Tétel (Kézfogasi-tetel). Legyen G = (V, E, ) véges grif. Ekkor

2.1.1. Megjegyzés. Azaz, a fokszamok 6sszege ugyanannyi, mint az élek szamanak
a duplaja.

Bizonyitds. Egy élt a fokszamosszegbe 2-szer szamolunk bele, ugyanigy szamoljuk
mindkét végpontjanal is. Ha a graf tartalmaz hurokélt is, akkor is igaz a tétel. O

1. Kévetkezmény. Egy G grdfban a fokszamok dsszege mindig pdros.
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2. Kovetkezmény. Egy G grifban a pdratlan foki csicsok szama pdros.

Bizonyitds. Valévan, a 3,y ) d(V) Gsszeget fel lehet bontani két kiilon részre,
a péros és a paratlan foku csiicsokra. Azaz,

> d(w) = > d(V)+ > d(V) = 2|E|.

v e V(G) v € V(G) d(V) = 0 (mod 2) v € V(G) d(V) =1 (mod 2)

Ebbdl azonnal latszik, hogy a jobb oldalon az els6 d(V') tagjainak a szama paros, és
mivel paratlan sok paratlan szam Osszege paratlan, ezért a méasodik d(V') tagjainak
a szadma is csak paros lehet. O

2.1.4. Definicié. Legyen G = (V| E, @) véges graf. Ha a graf egyszert és barmely
két kiilonbozs csticsa szomszédos egymassal, akkor a grafot teljesnek nevezziik.
Jele: K,,.

2.1.2. Tétel. Legyen G = (V, E, @) eqy n csicsi teljes graf. Ekkor éleinek szama:

n-(n—1)

5 .
Bizonyitds. Egy n csicsu teljes grafban minden csics fokszama n — 1, igy a fok-
szamok Osszege n - (n —1). Igy a kézfogési-tétel szerint az élek szama % O

2.1.5. Definici6. Legyen G = (V, E, p) egyszertd, véges graf. Ekkor G komple-
mentere az a G véges, egyszert graf, amire az teljesiil, hogy V(G) = V(G) és
G-ben két cstucs pontosan akkor szomszédosak, ha G-ben nem szomszédosak.

2.1.2. Megjegyzés. Tehat a G és G teljes grafot alkot egyiitt.

2.1.6. Definicio. Legyen G = (V, E, ¢) véges graf, |V(G)| = n+1és |[E(G)| = n.

Ekkor (vg, €1,v1,€2,09, ..., Un_1, €n, Up)-t sétanak nevezziik,
ha v, v1,v2,...,0n—1,0n € V | e1,€9,...,en € E és @(e;) = {vi_1,v;}, ahol
i =1,...,n. A séta nyilt, ha vg # v,, ellenben zart, ha vy = v,. llletve a séta

hossza, a benne szerepld élek szama.

2.1.7. Definicié. Egy sétat vonalnak neveziink, ha a benne szerepld élek kiilon-
bozéek. Egy séta at, ha nincs benne ismétl6dd csics és él. Illetve egy séta kor,
ha zart és nincs benne ismétl§ds él és cstucs sem, kivéve a kiinduld és az utolsé
csucs egyezését.

2.1.8. Definici6. Egy G = (V, E, ¢) véges graf 6sszefiiggs, ha barmely két kiilon-
b6z6 csticsa kozott vezet 1at.

2.1.9. Definicié. Legyen G = (V, E, @) véges, Osszefiiggs graf. A v, w € V(G),v #
= w cstcesok tavolsagan az ket Osszekdts tt hosszat értjiik. Tovabba v és v tavol-
saga legyen 0. Jele: d(v,w).
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2.1.3. Tétel. Legyen G = (V, E, @) véges, 6sszefiiggd grif.
iVo,weV(G): dv,w) >0 ésdv,w) =0+ v=muw.
i Vo,weV(G): dv,w) =d(w,v).
i Y v,w,z € V(GQ) : d(v,w) + d(w, z) > d(v, 2).

Bizonyitds. A bizonyitis soran négy esetet kiillonboztetiink meg.

l.eset Ha v = w,akkor d(v,v) + d(v, z) = d(v, 2).
2.eset Ha w = z,akkor d(v, z) + d(z, z) = d(v, 2).
3.eset Ha v = z,akkor d(z,w) + d(w,z) = 2 - d(w,z) > 0 = d(w, 2).

4.eset Ha v, w, z paronként kiilonb6z6 csacsok, akkor vegyiik a v és w kozott egy
d(v,w) hosszil utat, ugyanigy w és z kozott egy d(w, z) hossza utat. Fiizziik
Ossze ezt a két utat, igy kapunk v és w kozott egy d(v,w) + d(w, z) hosszi
sétat. Ebbgl a sétabol hagyjuk el az ismétlsds éleket. Ekkor v és z kozott
legfeljebb egy d(v,w) + d(w, z) hosszi utat kapunk. Ekkor a v és z kozot-
ti legrovidebb ut hossza, a d(v, z), ami legfeljebb d(v,w) + d(w, z) hosszi
lehetséges.

O]

2.1.10. Definicio. Legyen G = (V, E, ¢) véges graf. A G grafot fanak nevezziik,
ha Osszefiiggs és kormentes. Ha a G graf csak Osszefliggs, abban az esetben a
grafot erdének nevezziik.

2.1.4. Tétel. Minden fa és minden erdd egyszerd grdf.

Bizonyitds. Legyen G = (V, E, @) véges graf. Ha G fa, akkor kérmentes, igy nem
tartalmaz egy és két hosszu kort, ezaltal nincs benne sem hurokél, sem parhuzamos
él. O

2.1.5. Tétel. Legyen G = (V, E, p) véges, egyszerd grdf, |V(G)| > 2. A G grdf,
pontosan akkor fa, ha G bdrmely két kilonbozd csicsa k6z0tt pontosan egy it vezet.

Bizonyitds. El6szor legyen G egy fa. Ekkor G sszefiiggd, igy barmely két kiilon-
b6z8 csticsa kozott legalabb egy ut vezet. Tegyiik fel, hogy v,w € V(G) kiilénb6z6
csiicsok kozott legalabb két at vezet. Ez a két ut valahol szétagazik, majd ujra
Osszeér. A két utszakasz egy kort alkot, ami nem lehetséges fa esetén.

Tegyiik fel, most G-ben barmely két kiilonboz6 cstics kozott pontosan egy ut vezet,
igy azonnal kovetkezik, hogy G 6sszefiiggs. Ha G-ben lenne kor, akkor annak két
csiicsa kozott két 1t is vezetne a kor egyik illetve masik oldalan. O
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2.1.6. Tétel. Legyen G = (V, E, @) véges grif. Ha G fa, |V (G)| > 2, akkor G-ben

van legaldbb két elsdfoki csics.

Bizonyitas. Vegylk a G grafban a leghosszabb utat. A kormentesség miatt vy
nem szomszédos sem wve, ..., v,-nel. S6t vy nem szomszédos az tton barmelyik
kiviil elhelyezked6 cstccsal sem, mert elé rakva, még hosszabb utat kapnank, igy
a vo egyetlen szomszédja vy, igy d(vg) = 1. Hasonléan alakul, hogy d(v,) = 1. O

2.1.7. Tétel. Legyen G = (V, E, @) véges graf. Ha G fa, akkor |V(G)| =
= |E(G)| + 1.

Bizonyitds. A tételt |V (Q)| szerinti teljes indukcidval 1atjuk be. |V (G)| = 1 esetén
|E(G)| =0, igy |V(G)|] = |E(G)| + 1, ami igaz.

Tegyiik fel, hogy |V (G)| > 2 és G-nél kevesebb cstcsu fara igaz az éllitas. Ekkor
létezik olyan v csticsa, ami elsGdleges, azaz 3 v € V(G) : d(v) = 1. Ekkor G — v
is fa, mert kevesebb csticsa van, igy alkalmazhaté ra a felvetés.

V(G =0 =BG =v)[+1 = |V(G)| -1=(EG)]-1) -1

.Azaz V(G| = |E(G)| + 1. O

2.1.11. Definici6. Legyen G = (V, E, ) véges graf. A G graf feszit6 faja vagy
feszit6 erdeje olyan feszit§ részgraf, ami fa vagy erds.

2.1.8. Tétel. Legyen G = (V, E, ) véges grif. A G grifban pontosan akkor van

feszitd fa, ha a grdf dsszefiiggd.

Bizonyitds. Elgszor tegylk fel, hogy G-ben van feszit§ fa, akkor a feszi{t§ faban
is van barmely csticsbél, barmely cstiicsba vezets 1t, igy G-ben is, tehat G 6ssze-
fliggd.

Tegyiik fel most, hogy G 6sszefiiggs. Ha vannak toroljiik a hurokéleket, gy hogy
a graf meég Gsszefiiggd maradjon. Ezt addig folytatjuk mig lehet. Igy a végss graf
minimadlisan 6sszefiiggs, tehat fa. Mivel élek torlésével jutottunk ide, ezért feszits
graf, és igy feszit§ fa. O

2.1.9. Tétel. Minden grifban van feszité erdd.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel miatt minden komponensnek van feszité grafja, amik
igy egyiitt a graf feszit erdejét alkotjak. O

2.1.12. Definici6. Egy G véges grafot paros grafnak neveziink, ha 3 A, B C

C V(G), hogy A# 0, B#0,A n B=0, A U B=V(G) és G minden
élének az egyik végpontja A-beli, masik B-beli. Ezeket az A és B osztalyokat
csucsosztalyoknak nevezziik.

2.1.10. Tétel. Minden legaldbb két csicsi erdd pdros grdf.
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Bizonyitds. ElGszor tegyiik fel, hogy az erd6k Osszefiiggsk, tehat fak. Ezt cstcsok
szama szerinti teljes indukcioval lehet bebizonyitani. Ha |V(G)| = 2, akkor az
egyik csucs legyen A-beli, mésik B-beli. Ekkor ez paros graf.

Tegyiik fel, hogy |V (G)| > 3 és az ennél kisebb cstcsokra is igaz az allitas. Ekkor
G-nek van els6foku csicsa, legyen ez v. Alkalmazzuk az indukcids feltevést (G—uv)-
re. Ekkor G — v paros graf, tehat cstucsai jol osztalyozhatéak. Ha v szomszédja
A-beli, akkor v-t vegyiik bele a B csdcsosztdlyba. Ha v egyetlen szomszédja
B-beli, akkor tegyiik bele v-t az A csicsosztalyba. Ezzel megadtunk a G fa cst-
csainak egy megfelel§ osztalyozasat. Igy a G graf paros graf.

Tegyiik fel, hogy a G erd6 nem o&sszefiigg. Ha G iires graf, akkor keriiljon az
egyik csiics az egyik csticsosztilyba, mig a masik csics a mésik cstcsosztilyba.
Ha G nem iires, akkor G-nek van legalabb két cstucsi komponense. A legalabb
két cstcst komponensekre alkalmazhat6 a bizonyitas el6z6 része, igy azok csi-
csai megfelelGen osztalyozhatoak. Ezen osztalyozasok egyesitésével a legalabb két
csucsu komponensek alkotta részgraf cstucsai osztalyozva vannak. A kimaradd
esetleges izolalt csucsokat tegyiik bele valamelyik csticsosztalyba. O

2.1.11. Tétel. Legyen G = (V,E,p) véges grif, ahol |V(G)| < 2. A G grdf,
pontosan akkor pdros grdf, ha benne minden kér pdros hosszisdgi.

Bizonyitds. Legyen G egy paros graf, ahol jellje A és B a csucsosztalyokat. Ekkor
egy kore felvaltva tartalmaz A és B-beli cstcsokat, igy a hossza paros lesz.

Legyen most G egy graf, ahol |V (G)| > 2, amiben minden kor paros hosszusagu
is. Vegylik a G graf egy feszitGerdejét. Ami a fenti tétel alapjan paros graf, igy a
csticshalmazéat megfelelé modon lehet osztélyozni. Igy az élekre teljesiil az, hogy
az egyik cstics az egyik csiicsosztalyba, mig a masik cstics a méasik csticsosztalyba
talalhato. Legyen ezutan e € E(G), ami nincs a feszitGerdében. Tekintsiik G-
nek azt a komponensét, amihez e tartozik. Fnnek a komponensnek feszitGgrafja
a fenti feszitGerdd egyik komponense. Ez a fa maximalisan kérmentes, ezért e
behuzasaval keletkezik benne kér. Mivel minden kor paros hosszuséga és a t6bbi
éle feszitGgrafban van, ezért a kor csucsai felvaltva A és B-beliek, ezért e egyik
végpontja A-ban van, mig masik végpontja B-ben van. Tehat G paros graf. O

2.1.13. Definicié. Egy paros grafot, A és B csicsosztalyokkal teljes paros graf-
nak neveziink, ha egyszerii és V A-beli csics szomszédos V B-beli cstccsal. Ha
|A| = m és |B| = n, akkor a teljes paros grafot K, ,-nel jeloljik.






3. GRACEFUL GRAFOK ES GRACEFUL
CIMKEZES

A bevezets definicidk és tételek utén, végre ebben a fejezetben vélaszt kaphatunk,
hogy milyen grafok ezek a bizonyos graceful grafok, mi a lényege a graceful
cimkézésnek, illetve hogy milyen alapvetd feltételeknek kell teljesiilni-e ahhoz,
hogy egy graf graceful legyen. Tovabba ismertetni fogom a graceful grafok egyik
legfontosabb sejtését is.

3.1. Graceful cimkézés, illetve cimkézés teljes grafok és
fak esetén

A graceful cimkézés Solomon W. Golomb nevéhez ftiz6dik, de els6ként Alexander
Rosa cikkében olvashatunk a graceful grafok problémairdl, de Rosa cikkében egy
mésik nevet hasznal ezekre a cimkézésekre, mégpedig a [-cimkézést.

3.1.1. Definicio. Legyen G = (V, E, ) véges graf. Ekkor a G graf csicsainak
a cimkézésén, egy olyan bijektiv W leképezést értiink, ahol a V(G) elemeit, nem
negativ egész szamokkal feleltetjiik meg. Hasonl6an beszélhetiink igy élek cimkézé-
seir6l is.

3.1.2. Definici6o. Legyen G = (V, E, ) véges graf, |V(G)| = n, |E(G)| = m,
v,w € V(G) és az v, w cstcsokat a e € E(G) él kéti ossze. A G grafnak létezik
graceful cimkézése, ha van olyan V(G) — {0,...,m} injektiv fiiggvény, hogy V e:

|[f(v) = f(w)]
kiilonbo6zs. Ekkor E(G) = {1,2,...,m}.

3.1.1. Lemma. Legyen G = (V, E, ) véges grdf, |V(G)| =m és |E(G)| =n. Ha
a G grdf gracful, akkor m <n 4 1.

3.1.1. Tétel. Legyen G = (V, E, @) véges, teljes grif és |V(G)| =n. Han =
= 2,3,4, akkor a G grifnak van graceful cimkézése. Ha n > 4, akkor a G grdfnak
nincs graceful cimkézése.

11
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Bizonyitds. Elgszér legyen |E(G)| = m, ami teljes graf esetén m = (}) >

> 10. Indirekt, tegyiik fel, hogy a G grafnak van graceful cimkézése. Legyen
V(G) € {0,1,...,m}, tovabba legyen az éleknek a cimkéi kiilonboz6 egész szamok
1-tol m-ig.

Jeloljitk a G grafnak a 0 és az m cstcs cimkéit 6sszekots élét m-mel (|m—0] = m).
Annak érdekében, hogy egy él cimkéje m — 1 legyen, vagy 1-nek vagy m — 1-nek
kell lenni-e a cstcs cimkézésének (|(m — 1) —0=m — 1| vagy |m — 1| =

= m — 1). Igy barmely G graceful graf esetén, amelynek m éle van, tigy minden
a; cstcs cimkéje kicserélheté m — a;-val, gy hogy az élek cimkézése nem véltozik.
Igy az altalanossag megszoritasa nélkiil meg tudjuk valtoztatni az 1 csiics cimkéjét
az m — 1 cstics cimkéjével.

Jeldlje a G grafnak az egyik él cimkéjét m — 2. Ez az él cimke pedig, az m — 1
és az m csicscimkézett csucsokat Gsszekots élnek a cimkéje lesz. (|[((m—1) — 1| =
m — 2). Ha két él cimkézés is 1 lenne, akkor az egyik a 0 és az 1 cstucsok kozott
helyezkedne el, mig a mésik az m és az m — 1 csiicsok kozott. Ha egy cstcs
cimkéje 2 lenne , akkor az m — 2 él kotné 6ssze 6t az m cstucs cimkével jeldlt
csuccsal (|lm — 2| = m — 2), de Gjra lenne 2 olyan él cimke, aminek a cimkéje 1
lenne, az egyik a 0 és az 1 cstcs kozott lenne, a masik az 1 és a 2 cstics kozott
szerepelne. Ekkor a csticsok cimkéi 0, 1, m — 2 és m, mig az élek cimkéi 1, 2,
m—3, m—2, m—1és m. Annak érdekében, hogy egy él cimkéje m —4 legyen, kell
hogy legyen egy negyedik cstics cimke. Legyen ezért a kovetkezd cstics cimkéje 2.
Ekkor azonban lenne két olyan él cimke, aminek a tavolsdga 2 lenne, ez a két él
pedig a 2 és a 0, illetve az m és az m — 2 él kdzotti élek lennének. Ha n = 5,
akkor kévetkezst kell tenni. (Pontosan 5 csics cimkénk van). Azonban, ebben
az esetben m = 10, és igy lesz m — 6 = 4 él cimke, igy van olyan él cimkézés,
ahol két kiilonboz6 €l cimkéje megegyezik. Igy n = 5 esetén nincs jo cimkézés.
Most vizsgaljuk meg azokat az eseteket, ahol n > 5. Ebben az esetben m > 10 és
4 < m — 6, igy ilyenkor nem lesz él ismétlédés. Ekkor azonban a kdvetkez6 cstcs
cimkéink lesznek: 0, 1, 4, m — 2, m. Illetve a kovetkezd él cimkéink lesznek: 1, 2,
3,4 m—6,m—4, m—3, m—2,m—1, m.

Azonban nincs olyan modszer, ahol az él cimkéje m — 5 legyen, mert minden
véalasztas szerint, kapunk olyan élcimkézést, amely legalabb egy cstcscimkézést
tartalmaz, amit viszont igy mar nem lehet hasznalni. Adjuk hozza az m — 5 cstcs
cimkét és az m — 6 él cimkét. Tovabba adjuk hozza az m — 4 cstces cimkét, amibdél
az él az m — (m —4)-b6l adodik, azaz 4 lesz. Igy az m — 1 cstics cimke esetén, az él
az (m— 1) —1-bdl adodik, ami m — 2 lesz. Nem lehet mar hozzarendelni a 3 cstics
cimkét, amibél az él a 3 — 1 = 2 addédna. Végiil rendeljiik az utolsé csiicshoz az
5 cstics cimkét. Ez viszont nem lehetséges, mivel két olyan élt kaptunk, aminek
a felirata 1 lesz. Igy egy ellentmondést kaptunk, igy n > 5 esetén a G graf mar
nem lesz graceful. O
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3.1.2. Tétel. Legyen G = (V, E, ) véges grif, |E(G)| =m. Ha a G grdfban van
zdrt Euler-vonal és m = 1 (mod 4) vagy m = 2 (mod 4), akkor a G grdif nem
graceful grdf.

Bizonyitds. Tegyiik, fel indirekt, hogy a G graf mégis graceful, gy hogy tartalmaz
zart Euler-vonalat és m = 1 (mod 4) vagy m = 2 (mod 4). Osszegezziink minden
e; €l cimkére. Ekkor >, e; = > " 4, ami egyenld W

Ha m = 1 vagy m = 2 (mod 2), akkor > ", e; = 1 (mod 2). Azonban, egy
tetsz6legesen koron, mondjuk vy, va,. .., vy, v1, az élek cimkézése |v; —val , ...
|vm —v1], és mivel y abszolut értéke (mod 2)-ben kongruens y-nal, ezért az abszolut
értéket elhagyhatjuk, igy Z:’:ll |v; — vig1]| + |vm — v1] kapjuk. Amit, ha tovabb
szamolunk 3771 (v; — vi1) + v — v1 = 0 (mod 2) kapjuk. Ami ellentmondas,
mert Y ", e; =1 (mod 2), ami allitasunkat igazolja. O

3.1.3. Tétel. Legyen G = (V, E, ) véges graf. Ha a G grdf it grif, akkor a G
graf graceful.

Bizonyitds. A bizonyitas konstrukcioval térténik, azaz egy cimkézést adunk, hogyan
lehet egy G grafot, ami at graf, elcimkézni tgy, hogy graceful legyen. LegelGszor
is a graf legelsd csiucsanak a cimkéje legyen 0 és minden mads péaratlan cstucsnak a
cimkéjét 1-gyel noveljiik. A mésodik csicsnak a cimkéje legyen s és minden mas
paros csticsnak a cimkébdl vonjunk ki 1-et. Igy s+ 1 csiicsiink van, és az {0, 1,

. ,5+ 1} halmazbol felcimkézziik a cstcsokat. Igy az elsé esetben {0,1, ..., sh
mig a mésodik esetben { (8;2), ..., 5} lesz a két halmaz, amibél a csticsokat fel-
cimkézziik. Ez a konstrukcié helyes, igy az allitasunkat belattuk. O

Amikor Alexander Rosa el kezdte vizsgalni a grafoknak a graceful cimkézéseit,
felvetdott az a kérdés, hogy vajon minden graf graceful-e, vagy vannak-e a gra-
foknak egy olyan osztalya, ami biztosan az. Ringel és Kotzig is Rosa utén el
kezdett vizsgalodni a graceful "jelenséggel" és kialakult egy sejtés benniik.

3.1.1. Sejtés (Ringel-Kotzig sejtés). Minden fanak létezik graceful cimkézése.

Sok ember probéalkozott ezt a sejtést belatni, de ez az 50 éves probléma még
a mai napig is csak egy sejtés maradt. Azonban Rosa és tarsai, ezen sejtés
belatasahoz el kezdték a fa grafokat még jobban elemezni. Igy elkezdték a fakat
bizonyos tulajdonsagok alapjin kiilon osztalyokba sorolni, igy beszélhetiink ma
mar csillag grafokrol, caterpillar grafokrol, super-caterpillar grafokrol, lobster gra-
fokrol, spider grafokrol.

3.1.3. Definicio. Egy graf levelén, olyan csiicsot értiink, amelynek a fokszdma
pontosan 1.

3.1.4. Definicid. Az at graf, olyan specidlis fa graf, amelynek pontosan két
csiicsa levél.
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3.1.5. Definicid. A caterpillar fa graf, olyan specialis fa graf, amely egy kdzponti
utbol all és tetszbleges szamu levél csatlakozik az tthoz.

3.1.1. Megjegyzés. A caterpillar graf definiciojabol, azonnal kovetkezik, hogy |V (G)| >
> 2. Ha |V(G)| > 3, akkor a caterpillar grafnak létezik kézponti utja. Illetve, ha
bizonyos leveleket eltavolitunk a grafbél, akkor egy ut grafot kapunk.

A most kdvetkezs tétel, a caterpillar grafok graceful tulajdonsigardl szol, amit
a késébbiek folyaman felhasznalok a graceful caterpillar graf megalkotasahoz.

3.1.4. Tétel. Minden caterpillar fa grifnak van graceful cimkézése.

Bizonyitds. Legyen G egy caterpillar graf, ahol |V(G)| = n. Ha n < 2, akkor G
utjanak a hossza 1, ami caterpillar graf. Igy feltehetjiik, hogy a csticsok szama
nagyobb vagy egyenl§ haromnal, és tovibba feltessziik, hogyha a G grafbol leve-
leket torliink, akkor az U utat kapjuk meg, ami vg, v1,...,v5. Mivel n > 3, ezért
az U utunk legalabb egy csiiccsal rendelkezik. Tovabba valasszuk szét a cstcsokat
az alabbiak szerint:

X ={z|zeV(Q), dlvo,z) = 0 (mod 2)}

Y={y|yeV(Q), dvy,y) = 1 (mod 2)} =V(G) — X.

Ez azt jelenti jhogy v; € X ha i péros, és v; € Y, ha ¢ paratlan. Legyen vg cimkéje
n, vg szomszédainak cimkéje 1, 2, 3,. .., ahol a legnagyobb cimkével ellatott csics
legyen v1. Rendeljiik hozza az n — 1, n — 2, n — 3 cimkéket a vy szomszédjaihoz,
kivéve vg-hoz, és a legnagyobb cimke legyen vo. Miutén vy; is megkapja a cimkéjét,
rendeljiink novekvé szdmokat a szomszédaihoz, kivéve a vo;_1-hez, gy hogy a
legkisebb nem hasznalt cimkével cimkéziink. Végiil a legnagyobb megmaradt
cimkét hozzarendeljiik a vg; 41 csticsokhoz. Ezutan a szomszédait cimkézziik ugy
a vo;y1-nek (kivéve a vg; csticsokat), hogy a legnagyobb szamt megmarado cimkét
csOkkend sorrendben kiosszuk a csicsoknak. Végiil a legkisebb megmaradt cimkét
hozzérendeljik a wv9;12 cstcsokhoz. Ezen az alapon torténd cimkézés sorén, az
Osszes cimkénk elfogyott az X és az Y halmazokbdl, igy az Osszes csticsnak van
cimkézése, rdadasul a csicsok cimkézése kiilonbozs lesz. Legyen [; a v; csucs
cimkéje, és igy I < lz < ... éslp > la > .... Legyen i paros, és ha i ¢ {0,k}
akkor a szomszédai a v; csticsanak a cimkézése legyen l;_1, l;—1+1, ..., lj41 és az
indukalt él ctmkeék igy I; —lit1, li —liv1—1, ..., li11 lesznek. Ha ¢ paratlan, akkor
i # k, igy a v; szomszédainak a cimkéi l;_1, l;_1+1, ..., l;41 lesznek és az indukalt
él cimkék pedig l;_1 —1;, {1 +1—1;, ..., l; +1 —1; lesznek. vy szomszédainak a
cimkézése 1, 2, ..., Iy lesz, mig vy szomszédainak cimkéi I 1, lx_1+1, ..., [ —1
lesznek, ha k paros, és lp + 1, lx + 2, ..., lx+1, ha k paratlan. Koénnyen lathato
ebbdl, hogy az n — 1 él cimke mind kilénb6z§ lesz, és a legnagyobb n — 1, mig a
legkisebb 1 lesz. Igy ez egy alkalmas graceful cimkézeés. O
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3.1.6. Definicié. Legyen adva egy caterpillar graf. Ha a caterpillar graf barme-
lyik cstucsahoz tobb levél is csatlakozik, akkor a grafunkat lobster grafnak nevez-
ziik.

Ezekrél a grafokrél érdemes tudni, hogy 1979-ben Bermond azt sejtette, hogy
minden lobster graf graceful. Azonban nem tudta bebizonyitani, és ez csak egy
sejtés maradt. 2008-ban Mishra és Panigrahi be tudtak latni, hogy minden olyan
lobster graf, amelyiknek az dtmérgje legalabb 6t az mar graceful [7]. Illetve egy
mésik osztalyardl is be tudtak latni, hogy az is graceful. Tehat a lobster grafoknak
a graceful cimkézése, még mindig nyitott kérdés.

3.1.7. Definici6. Egy fa grafot, szimmetrikus fanak neveziink, ha a fa minden
szintjén ugyanannyi csticsot talalunk.

3.1.5. Tétel. Minden szimmetrikus fdnak van graceful cimkézése.

3.1.2. Megjegyzés. A tétel bizonyitasat a [7] cikkben olvashatjuk, melyet teljes
indukcidéval latnak be.

3.1.8. Definicié. Egy fa grafot, csillag grafnak neveziink, ha k + 1 csticsa van és
a k + 1 csucesbol, pontosan k£ db levél van.

3.1.3. Megjegyzés. Az utak és a csillagok is egyszerd caterpillar grafok. Az ut
esetén a caterpillar grafnak pontosan két levele van, mig a csillagnal legalabb két
levél mindig van, és a kézponti titvonala hossza 0.

3.1.9. Definicid. Legyen G = (V, E, ¢) véges graf. Ekkor a G graf &tmérdjén, a
leghosszabb ut hosszat érjik, amit diam(G)-vel szokas jelolni.

3.1.6. Tétel. Legyen G = (V, E, ) véges fa grdf, illetve diam(G) =d és 1 < d <
< 3. Ekkor a G fa grdf, caterpillar fa grdf.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy a G grafnak az atmérGje i, ahol ¢ € {1,2,3}. Ha
i = 1, akkor egyértelmd, hogy a G graf a két cstcsa teljes graf.

Ha i = 2, akkor legyen P = vgv1vy a leghosszabb 1t a G grafban. Ekkor azonban
vp és vy levelek, kiilonben az ut hosszabb lenne. Igy, ha y egy maésik cstcs lenne,
akkor az y és a v; csdcs kozott is lenne Ut, viszont az nem megy at a vg és
vy csticsokon. Viszont vy hozzdadaséval tudjuk novelni az Gt hosszat. Mivel
két hossztisagi a leghosszabb ut, ez viszont azt jelenti, hogy y-t a wvi-hez kell
hozzécsatolni. Igy G egy csillag lesz, ami caterpillar graf, tehat készen vagyunk.
Végiil, ha ¢ = 3, akkor legyen P = vgvivavs a leghosszabb ut G-ben. Az megint
vildgos, hogy vy és vs lesznek a levelek, mert akkor a P utat lehetne névelni.
Ha létezik egy y cstcs G-ben, akkor létezni-e kell egy y-bdl induld ttnak, ami
nem tartalmaz més cstucsot a P 1tbol. Ez azt jelenti, hogy létezni kell egy olyan
itnak ami y-bol indul és vy vagy vo-ben ér véget. Tegyiik fel, hogy az ut vi-ben
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végz6dik, de vo-re is ugyanez a bizonyitas. Ha az at y-bél vi-ben nem csak egy
éllel csatlakozik, akkor létezni-e kell egy olyan tutnak, amelynek hossza legaldbb
négy, a vy és v csiicsokkal egyiitt. Igy barmely olyan y cstcs esetén, ami nincs
rajta a P tton, az csak egy éllel csatlakozhat a v1-hez vagy a vo-hoz. Igy a grafunk
csak caterpillar graf lehet. O

3.1.7. Tétel. Minden G = (V, E, ) véges fa grdf, ahol diam(G) = 4 teljesiil, az
graceful grdf.

3.1.8. Tétel. Minden G = (V, E, @) véges fa grdf, ahol diam(G) =5 teljesiil, az
graceful grdf.

3.1.4. Megjegyzés. A két tétel bizonyitasat a [7] cikkben olvashatjuk, melyet a
cikkben talalhaté, 20-as lemma segitségével bizonyitottak.

3.1.10. Definici6. Egy G grafot spider fa grafnak neveziink, ha fa graf és pon-
tosan egy olyan cstcsa van, amelyiknek fokszama nagyobb, mint 2. Ha létezik,
ilyen cstucs, akkor ezt a csicsot elagazasi pontnak nevezziik, illetve a spider graf-
ban az elagazési pontbol indulé kiilonb6z6 hosszusagi utakat nevezziik a spider
graf labainak.

3.1.9. Tétel. Legyen G = (V, E, @) véges spider grif s darab labbal, amelyeknek
hossza {n,n + 1}, ahol n > 1. Ekkor a G grifnak létezik graceful cimkézése.

3.1.5. Megjegyzés. A tétel bizonyitasa a |7] cikkben olvashato, mely egy konstruk-
tiv bizonyitas.

3.1.10. Tétel. Egy spider grif, ami 3 uthdl vagy 4 4tbol dll, az graceful.

3.1.6. Megjegyzés. A tétel bizonyitasat a [5] tanulmanydban olvashatjuk, mely a
3.16-0s lemmaét hasznalja fel a bizonyitis soran.

3.1.11. Tétel. Legyen G = (V, E, ) véges spider grif p utbol. Ha az utak mind-
egyike, k hosszisdgi, ahol k € N, akkor a spider grdf graceful.

3.1.7. Megjegyzés. A tétel bizonyitasat a [5| tanulményban olvashatjuk.

3.1. abra. Caterpillar graf és csillag graf



3.1. GRACEFUL CIMKEZES, ILLETVE CIMKEZES TELJES GRAFOK ES FAK
ESETEN 17

3.2. abra. Spider graf

3.1.11. Definicié. Legyen G = (V, E, ) véges graf. A G grafot firecracker
grafnak nevezziik, ha egy tetsz6leges n hosszt utbél all és az uton 1évé Gsszes
csucs, egy éllel van 6sszekotve, pontosan egy kiilonbhézs csillag grathoz.

3.1.12. Tétel. Minden firecracker grifnak van graceful cimkézése.

3.1.8. Megjegyzés. A bizonyitast szintén a |7] cikkben olvashatjuk.

Veégiil a legfontosabb tétel és egyben ennek a résznek a zaréd tétele megmutatja,
hogy a fa grafokon beliil is, mennyi az a maximalis cstcs, amir6l mar be tudtik
latni, hogy a grafnak létezik graceful cimkézése.

3.1.13. Tétel. Minden fa amelynek legfeljebb 27 csicsa van, annak létezik graceful
cimkézése.

Ezt a tételt Aldred és McKay bizonyitotta be szamitogép hasznalhataval, mely-
nek menetét a [3] és [5] tanulményokban olvashatjuk.






4. KULONLEGES GRAFOK,
KONSTRUKCIOK ES SAGE
IMPLEMENTACIO

Ebben a fejezetben szeretnék megmutatni par eléggé kiilonleges gréafot, amiket a
neviik alapjan is el tudunk mér képzelni. Ezek a grafok mind gracefullak, igy egy
program segitségével meg lehet konstrualni ezeket az egyszerii grafokat. Ehhez
segitségiil a Sage programcsomagot hasznilom, amelyhez konnyen hozza lehet
jutni az interneten, és a programozas nem annyira bonyolult, mint més prog-
ramnyelvek esetén. A Sage a Python nyelvet hasznélja, amely egy magas szinti
programozési nyelv, de a legnagyobb elénye mégis az, hogy a nyelv folyamatosan
fejlodik.

4.1. Graceful double-wheel graf konstrukcidja

4.1.1. Definicidé. Legyen G = (V, E, @) véges graf, |V (G)| = n. Wheel grafnak
neveziink egy grafot, ha a kodzponti csticsa minden csticcsal Ossze van kotve, a
tobbi cstics viszont csak a kdzponti csticshoz vezets él kivételével, pontosan két
cstccsal van Osszekotve. Jele: W,.

4.1.2. Definicié. Legyen G = (V, E, p) véges graf, [V(G)| =2 - N + 1, ahol N
azon csucsok szama, amik egyes kdrokon helyezkednek el. Double-wheel grafrol
beszéliink, hogyha a koron 1évE 6sszes cstcs csatlakozik a kdzponti csticshoz, ahol
a kozponti csics egyik koron sem helyezkedik el. Jele: DWyy.

19
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4.1. dbra. Wheel graf (Wyg) és double-wheel graf(DWi)

Vegyiik elsgként a double-wheel grafokat, amiket az alabbi feltételek szerint
tudunk megkonstrudlni.
Legyen N a korokon 1évS csicsok szdma és x; az a csics, ahol az i-edik csucs
cimkéje ezen a bels6 koron van. Tovabbd legyen y; az a cstcs, ahol a j-edik cstcs
cimkéje a masodik (kiils6) koron van, végiil z legyen a kozponti cstics egy cimkéje.
A javasolt konstrukcio soran két esetet kiilonboztetiink meg, attol fliggden, hogy
milyen az N paritasa. Mindkét esetben legyen a kozponti csics (z) cimkéje 0.
Tovabbéa a csiicsok cimkézései a két koron az alabbiak szerint legyenek definidlva:

Ha N péros és N > 4:

i ,haipéaratlanés 1 <i< N -3
4-N—-3—4 ,haiparosés2<i< N —2
4-N ,hai=N-1
4-N—-2 ,hai=N.

T

( 4-N—4 ,haj=1
N+j ,hajparatlan és3<j < N —3
y;4 3-N—1—3j ,hajparosés2<j<N-—2
4-N—1 ,haj=N-1

2-N ,haj=N.
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Ha N paratlan és N > 5:

1 ,haipéaratlanés 1 <:< N —2
4-N+1—4 haiparosés2<i< N -3
2-N hai=N-1
2-N+4 hai=N.

T

4-N haj=1
2-N+2+j ,hajpéaratlanés3 <j < N —2
yj§ 2-N+1—j hajparosés2<j<N -3
3-N+2 haj=N-1
2-N+2 haj=N.

Az itt lathato programkod, az el6z6 feltételeknek az implementéalasa, ami egy-
szertien par darab for ciklussal, és par darab if paranccsal késziilt. Igy kapunk
egy t6mbot, melyben szerepelni fognak a graceful cimkézés soran felhasznalt csiics-
cimkeék.

def Labels(n):
L=[]
if n % 2 == 0 and 4<=n :
for i in range(l,n+1):
if i==n:
L.insert(len(L),4*n-2)
elif i==n-1:
L.insert(len(L) ,4%*n)
elif i % 2 <>0 and 1<=i and i<=n-3:
L.insert(len(L),i)
elif i % 2 ==0 and 2<=i and i<=n-2:
L.insert(len(L),4*n-3-1i)
for j in range(l,n+1):
if j==1:
L.insert(len(L),4*n-4)
elif j % 2 <>0 and 3<=j and j<=n-3:
L.insert(len(L),n+j)
elif j % 2 ==0 and 2<=j and j<=n-2:
L.insert(len(L),3*n-1-3j)

elif j==n-1 :
L.insert(len(L),4*n-1)
elif j==n:

L.insert(len(L),2*n)
elif n % 2 <> 0 and n>=5:
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for k in range(1,n+1):

if k==n-1:
L.insert(len(L),2%n)

elif k==n:
L.insert(len(L),2*n+4)

elif k % 2 <>0 and 1<=k and k<=n-2:
L.insert(len(L) ,k)

elif k % 2 == 0 and 2<=k and k<=n-3:
L.insert(len(L) ,4#*n+1-k)

for 1 in range(1,n+1):

if 1==1:
L.insert(len(L) ,4*n)

elif 1 % 2 <>0 and 3<=1 and 1l<=n-2:
L.insert(len(L),2*%n+2+1)

elif 1 % 2 ==0 and 2<=1 and 1<=n-3:
L.insert(len(L),2%n+1-1)

elif 1==n-1:
L.insert(len(L),3#*n+2)

elif 1==n:
L.insert(len(L),2%n+2)

return L
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A double-wheel graf szomszédsagi matrixat hasznéljuk fel a graf konstruk-
ci6jahoz, mert a matrixokat kénnyt kezelni. Ami egy 9 csiicsu grafnal a kdvetkezSkép-
pen néz ki, de a programunkban is egy hasonlé matrix van leprogramozva, csak
a program barmilyen n-re képes ezt megkonstrudlni.

A double-wheel graf szomszédsagi matrixa a kévetkezd képpen nézz ki:

001 00O01O01
0001 0O0O0T11
100 01O0O0O01
01 00O01O0Q01
001 0O0O01QO01
0001 0O0O0T11
100 01O0O0O01
010001001
111111110

def adjmatrix_row(n,i):

row=]
I1=1I2=0
if i < 2:

I1 =2+ 1

I2=2x%n - (2 - i)
elif i > (2 * n - 3):
I1l =1 - (2 %n - 2)
I2=2x%n -4+ I1
else:
I1=1-2
I2 =11+ 4
for j in range(2*n):
if j == I1 or j == I2:
row.insert(j, 1)
else:
row.insert(j, 0)
row.insert(len(row), 1)
return row
def dwgraf_adjmatrix(a):
M=Matrix(2 * a + 1)
if a > 2:
for i in range(2 * a):
aktRow=adjmatrix_row(a, i)
M.set_row(i, aktRow)
lastRow = []
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for i in range(a * 2):
lastRow.insert(len(lastRow), 1)
lastRow.insert(len(lastRow), 0)
M.set_row(M.nrows()-1, lastRow)
return M

Végiil mar csak a graf megrajzoltatasa és a cimkézése maradt hatra. A meg-
rajzoltatasa a draw fiiggvénnyel térténik. Ebben a fiiggvényben a szomszédsagi
méatrix alapjan megkonstrualjuk a grafot, viszont tigyelni kell a csticsok elhe-
lyezkedésére. Ha nem pozicionaljuk a cstcsokat, akkor igaz, hogy a szomszédsagi
méatrix alapjan minden csiics j6 csiicesal van 6sszekdtve, de nem kor alaku grafokat
kapunk. A csdcsok pozicidjanak a megadasa a kovetkezSképpen zajlik. A nulla
cstcscimkével ellatott csics, mindig a kézponti cstcs legyen, aminek a helyét x és
y koordinatakkal adjuk meg. Igy a nullas cimke a [0,0] lesz, azaz 6 lesz kbzépen.
A tovabbi csticsok z koordinétajat (6 — (—1)7) - float(cos((3Z) - i) képlettel szé-
molhatjuk ki. Az y-t is hasonloképpen tudjuk szamolni, csak abban az esetben a
koszinusz fiiggvény helyett a szinusz fiiggvényt hasznalunk.

Mar csak a cimkézés van hatra, amit a definicié alapjan irunk be, majd a feltételeket
hozzérendeljik, és megkapjuk az eljarast a graceful double-wheel grafok megkon-
strualasdhoz.

def DW(n):

R=Labels(n)

Ti=[]

T2=[]

for k in range(len(R)/2):
T1.insert(len(T1),R[k])
T2.insert(1len(T2) ,R[len(R)-1-k])

draw(n, T1, T2)

def draw(n, T1, T2):

F=Graph (dwgraf_adjmatrix(n))

T=[]

for i in range(len(T1)):
T.insert(len(T),T1[i])
T.insert(len(T),T2[i])

T.insert(len(T),0)

from math import sin, cos, pi

pos_dict = {}

for i in range(len(T)-1):
x = (6-(-1)"i)*float(cos(((2*pi)/(2*n))*1i))
y = (6-(-1)~i)*float(sin(((2*pi)/(2*n))*1))
pos_dict[T[il] = [x,y]
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pos_dict[T[len(T)-111=[0,0]
F.relabel( [ T[i] for i in range(F.order()) ],
inplace=True)
for u,v,1 in F.edges(): F.set_edge_label(u,v,abs(u-v))
pl = F.graphplot(pos=pos_dict,edge_labels=True,
edge_color=’green’,vertex_colors=’yellow’,
vertex_size=300,graph_border=True)
pl.show(figsize=8)
html (°<h3>Double-Wheel Graceful graph</h3>?’)
@interact
def _(n=slider(4,25,1,1,
’Adja meg a graf koreinek a csicsszamat!’,True)):

[DW(n)]

25
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A double-wheel grafok esetén az algoritmus még baratsagosnak is mondhatd, de

felvet6dhet az a kérdés, hogy mi van, ha nem csak két koriink van, hanem harom,
azaz triple-wheel graf esetén. A triple-wheel gréafok esetén szeretnék egy masik
programot is felhasznalni, mégpedig a MiniZinc programot. A program egyedi
nyelvvel bir, egyszeriibb példaul, mint a Sage programcsomag. A programmal {6-
leg kiilonb6zd optimalizalasi feladatokat tudunk elvégezni, de segitséglinkre van,
ha szeretnénk triple-wheel grafokat vizsgélni.
Elssként irni kell egy programot, ami a definicién alapul, tehat a csicsokat megszé-
mozzuk és ,amelyik cstcsbdl él vezet ki egy maésik csticsba, azoknak a csticsok
cimkéjének az abszolut kiilonbségét vessziik. A k1, k2, k3 az inputok, ahol meg
kell adni, hogy egy kéron hany darab cstcs helyezkedjen el. A mi esetiinkben most
legyen mindegyik korén harom-harom csics. Az m érték jelenti az élek szamat,
az n pedig jelentse a csucsok szamét. Ami a MiniZine nyelvén a kovetkezs:

include "globals.mzn";

int: k1 = 3;
int: k2 = 3;
int: k3 = 3;

int: m = 2*xk1+2*k2+2%k3;

int: n = k1+k2+k3+1;
array[1l..n] of var 0..m: nodes;
array[l..m] of var 1..m: edges;

solve :: int_search(nodes, first_fail, indomain_min, complete) satisfy;

constraint
forall(a in 1..k1+k2+k3) (
abs(nodes[1]-nodes[a+1]) = edgesl[al
)
/\
abs(nodes[2]-nodes[k1+1]) = edges[kl+k2+k3+1]
/\
forall(a in k1+k2+k3+2..2xk1+2xk2+k3) (
abs (nodes[a-k1-k2-k3]-nodes[a-k1-k2-k3+1]) = edges[a]
)
/\
abs(nodes[k1+2] -nodes[k1+k2+1]) = edges[2*k1+2xk2+1]
/\

abs(nodes [k1+k2+2] -nodes [k1+k2+k3+1]) = edges[2*k1+2%k2+k3+1]
/\
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forall(a in 2xk1+2xk2+k3+2..2xk1+2xk2+2%xk3) (
abs(nodes[a-k1-k2-k3]-nodes[a-k1-k2-k3+1]) = edges[a]

)

/\

all_different(edges)

/\

all_different (nodes)

output
L
"nodes: " ++ show(nodes) ++ "\n"

1;
A valasz pedig a kovetkezs:

Compiling triple-whesl2.mzn
Running triple-wheel2.mzn

Finished in 6s 1@msec

Ez az iizenet azt jelenti, hogy az altalunk készitett program nem talalt, olyan

szdmsorozatot, amelynél minden él kiillénb6z6 lenne. Mivel a TW3 graf esetén,
nem koveteltiink meg semmilyen feltételt sem, csak a definici6t hasznaltuk, kije-
lenthetd, hogy a TWs esetén nincs jé graceful cimkézés.
Most vizsgaljuk meg, azt az esetet, amikor minden kéron négy darab cstcs talal-
haté. Ebben az esetben viszont 1étezik megoldas. S6t ha azt is megkoveteljiik,
hogy a kézponti cstics cimkéje legyen 0, és a k1 koron legyen az 1-es cstcscimke,
akkor is van megoldas.

’ Korok ‘ 1. cstics | 2. csucs | 3. csucs | 4. csucs

1. kor | 1 20 23 9
2. kor | 15 ) 17 21
3. kor | 11 18 2 24

’ Korok ‘ 1. cstics | 2. csiics | 3. csuces | 4. csucs

1. kér | 1 18 13 24
2. kor | 15 12 16 6
3. kor | 14 22 2 21

Ez a két tablazat azt mutatja meg, hogy a kortkdn mely csticscimkék helyezkedik
el. A 0 cimke azért nem szerepel a tdblazatban, mert az a kdzponti csics. Ez
csak két megoldas a TW, grafra, de ezeken kiviil is szdmos megoldas létezik.
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Hasonlé a helyzet, hogyha olyan grafot néziink, amelyiknek bar két kereke van,
de a kerekeken a csiicsok szdma nem egyezik meg. Ebben az esetben csak két
kériink lesz, k1 és k2, az n és az m ugyanugy az €élek, illetve a csiicsok szamét
jeloli. Ha megnézziik a 2 — 2, 2 — 3, 3 — 3 eseteket, akkor azt tapasztaljuk, hogy
nincs graceful cimkézés, mert a UNSATISFIABLE feliratot kaptuk vissza. Viszont
megvizsgalva a 3 — 4 esetet mar kapunk megoldasokat.

Compiling dw.mzn
Running dw.mzn
csucsok: [@, 1, 6, 13, 18, 2, 11, 14]

csucsok: [e, 1, &, 13, 11, 2, 18, 14]

csucsok: [@, 1, 13, 6, 18, 2, 11, 14]

csucsok: [@, 1, 13, 6, 11, 2, 18, 14]

Finished in 99msec

A program futtatasa el6tt, megkoveteljiik, hogy a kozponti csics cimkéje legyen
0, mig az els§ koron az egyes szdmu cimke szerepeljen, a mésodik kdéron pedig a
legnagyobb cimke szerepeljen. Tehét ebben az esetben is létezik graceful cimkézés.
Ha a cstucsok szamat noveljiik, azt tapasztaljuk, hogy kis n-re létezik graceful
cimkézés kiillonb6z6 double-wheel grafok esetén. Ugyanez mondhatéd ki, triple-
wheel grafok esetén is.
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4.2. Graceful caterpillar graf konstrukciéja

A masodik graf osztalyunk, azok a caterpillar grafok lesznek. A program készitése
sordn els6ként a caterpillar grafnal hasznélt kézponti utat konstrudltam meg,
majd a program a felhasznal6é altal beirt szamok alapjan, hozzakapcsol annyi
levelet a csiicsokhoz, ahova és amennyit a felhasznal6 szeretne.

4.4. abra. Caterpillar graf adott levelekkel

def CaterpillarGraph(T):

G = Graph()

G.add_path(range(len(T)) [0:1en(T)])

vc=len(G.get_vertices())

for i in range(len(T)):

for j in range(T[i]):

G.add_edge(i,vc)
ve=ve+l

return G

A cimkézés, az el6z6 fejezetben taldlhato (Minden caterpillar graf graceful)
tétel bizonyitasa szerint torténik, ahol konstrukci6é alapjan bizonyitottuk be Al-

litasunkat.

def CaterpillarLabels(T):
under=-1
over=-1
leaves=[]
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mainpath=[]
for i in range(len(T)):
over=over+1+T[i]
join=over
for i in range(len(T)):
mainpath.insert(len(mainpath),join)
if i 4 2 1= 0:
for j in range(T[il):
over=over-1
leaves.insert (len(leaves) ,over)
over=over-1
join=over
else:
for j in range(T[il):
under=under+1
leaves.insert(len(leaves) ,under)
under=under+1
join=under
return mainpath+leaves

Szintén, mint a double-wheel grafok soran lathattuk, az aldbbi programkdd annyit
csindl, hogy kirajzoltatja a grafot, a témbben szerepld cimkékkel felcimkézi, és
lathatova teszi nekiink a grafot. A D.show() résznél rengeteg lehet@ségiink van a
grafokat szerkeszteni, meg lehet adni a csticsok és élek szinét, vagy hogy hogyan
helyezkedjen el a graf.

def Caterpillar(N):
D=CaterpillarGraph(N)
T=CaterpillarLabels(N)
D.relabel( [ T[i] for i in range(D.order()) 1, inplace=True)
for u,v,1 in D.edges(): D.set_edge_label(u,v,abs(u-v))
D.show(edge_labels=True,layout=’tree’,tree_orientation=’down’,
tree_root=0,
vertex_colors=’yellow’,figsize=7)

Caterpillar([2,7,2,2,2,3])
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4.5. abra. Caterpillar graf cimkézéssel

4.3. Graceful n-szeresen Osszetett teljes paros graf kon-
strukcidja

Most vizsgaljuk meg, hogy paros grafok esetén, hogy alakul a cimkézés. A kon-
strukcio soran, nem csak a paros grafokat tudjuk leprogramozni, tgy hogy grace-
fulak legyenek, hanem egy olyan grafot is tudunk késziteni vele, aminek van egy
kbézponti csticsa, és ez a csucs az Osszes adott teljes paros grafnak az egyik csicsa.
Ezt a graf tipust nevezziik n-szeren Osszetett teljes paros grafnak.

def BigArrayOk(T):
if len(T) == 0:
return true
if len(T) > 1:
return false
if TLOI[1] > 2:
return false
return true
def ArraySort(T):
for i in range(l, len(T)):
val = T[i]
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j=i-1
while (j >= 0) and (T[j] < val):
T[j+1] = T[j]
j=3-1
T[j+1] = val
return T
def ArrayDupes(T):
count_dict = {}
dupes=[]
for i in range(len(T)):
count_dict[T[i]] = O
for i in range(len(T)):
count_dict[T[i]] = count_dict[T[i]] + 1
for i in count_dict:
if count_dict[i] > 1:
dupes.insert(len(dupes), [i,count_dict[i]])
return dupes
def ArraySum(T):
a=0
for i in range(len(T)):
a=a+T[1i]

return a

33
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4.6. abra. 2-szeresen Osszetett teljes paros graf

4.7. abra. 3-szorosan Osszetett teljes paros graf

@

A konstrukcié sordn, minden ilyen jellegii grafot meg lehet alkotni, viszont
lesznek olyan grafok, amik nem lesznek graceful tulajdonsiguak. Ahhoz, hogy
legyen graceful cimkézése a grafnak, ahhoz az kell, hogy a teljes paros grafok
koziil maximum ketts legyen izomorf egymassal. Ha t6bb ilyen izomorf grafot is
Osszekapcesolunk, vagy 3-at, vagy 2-2-t, akkor a grafot nem lehet graceful cimkékkel
ellatni.

def BigGraphLabels(T):

L=[]

dupes=ArrayDupes(T)

if BigArrayOk(dupes):
print("Van lehet&ség a cimkézésre!")
if len(dupes) < 1:

dupes.insert(len(dupes),[-1,-1])

lastedge=0
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def

L.insert(len(L),0)
1=0
while i < len(T):
L.insert(len(L),T[i])
if T[i] == dupes[0][0]:
L.insert(len(L),1)
i=1i+1
i=1+1
i=0
while i < len(T):
lastedge = lastedge+T[i]+1
for j in range(T[il):
L.insert(len(L),lastedge+j)
if T[i] == dupes[0][0]:
lastedge = lastedge+T[i]+1
for j in range(T[i]):
L.insert(len(L),lastedge+(2*j))
i=1+1
i=1+1
lastedge=L[len(L)-1]
else:
print ("Nincs lehet&ség a cimkézésre!")
for i in range(ArraySum(T)+PartSum(T,0)):
L.insert(len(L),i)
return L
PosDictCalc(T,L):
R=20
r=10
n=ArraySum(T)
pos_dict = {}
pos_dict[L[0]]=[0,0]
m=0.0
for i in range(len(T)):
m=m+T[1]/2
x = Rxfloat(cos(((2%pi)/n)*m))
y = Rxfloat(sin(((2*pi)/n)*m))
pos_dict[L[i+1]] = [x,y]
m=m+T[i]/2
for i in range(n):
r*float (cos (((2%pi)/n)*i))
r*float (sin(((2%pi)/n)*i))

X

y

35
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pos_dict [L[i+PartSum(T,0)]] = [x,y]
return pos_dict
def PartSum(T,a):
n=len(T)+1
for i in range(a):
n=n+T[i]
return n
def BipartGraf(L):
G = Graph(len(L)+1)
for i in range(len(L)):
k=PartSum(L,i)
for j in range(L[il):
G.add_edge(0,k+j)
G.add_edge(i+1,k+j)
return G
def Bipart(L):
L=ArraySort (L)
D = BipartGraf (L)
Labels=BigGraphLabels (L)
D.relabel( [ Labels[i] for i in range(D.order()) 1, inplace=True)
for u,v,1l in D.edges(): D.set_edge_label(u,v,abs(u-v))
pos_dict=PosDictCalc(L,Labels)
pl = D.graphplot(pos=pos_dict,edge_labels=True,
edge_color=’black’,vertex_colors=’yellow’
,vertex_size=300,graph_border=True)
pl.show(figsize=8)
Bipart([4,3,3,3])

Ebben a programrészben, a cimkézési eljaras lathato, illetve az atlathatosig
miatt a pozicio is meg lett adva. Ha olyan grafot adunk meg, amiben tébb izomorf
graf is 6sszekapcsolodik, azoknél az eseteknél is kirajzolja a grafot, de kapunk egy
iizenetet, hogy a grafthoz nincs lehetéség graceful cimkézésre.
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4.8. dbra. Cimkézés sikeres, illetve sikertelen esetben

wWan lehet@ség a cimkézésre!

Mincs lehet8ség a cimkézésrel

4.4. Graceful pendant graf konstrukcidja

Az utolso graf, amit szemléltetni fogok, az a pendant graf, ahol a pendant magya-
rul medéalt jelent. Nevét a graf kinézetérsl kapta, ami egy medalhoz hasonlit, de
itt is, mint a t6bbi esetben, nem medal grafként fogom nevezni, hanem maradok
a pendant grafnal.
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4.4.1. Definici6. Legyen G = (V, E, ¢) véges graf |V (G)| = 2-n. A G grafot
pendant grafnak nevezziik, ha egy zart at minden csticsdhoz, pontosan egy cstcs
csatlakozik, amikb&l més él nem hazhaté.

4.4.2. Definicio. Legyen G = (V, E, @) véges graf, |V(G)| =2-n. A G pendant
graf graceful cimkézése:

1. els6faja, ha a 0. és a 2 - n. cimkék a zart tton helyezkednek el

2. masodfaja, ha a 2 - n. cimke szomszédos a 0. cimkével és a 0. cimke a zart
Gton van, a 2 - n. cimke pedig nincs az tton

3. harmadfaju, ha a 2 - n cimke a zért uton van és szomszédja a 0 csiics nincs

a zart uton.

4.9. &bra. 20 és 12 csticst pendant graf
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4.4.1. Tétel. Legyen f : N — NUO, és legyen G = (V, E,p) véges pendant

grdf, ahol a zdrt it csicsai a {v1, ..., v,} halmazbdl kerilnek ki, mig a maradék
cstcsok a {u;, ..., up} halmazbol kerilnek ki. Ha azu; és vj szomszédosak, akkor
1= j-vel.

Han =4 (mod 8) és n > 12, akkor a G grifnak van graceful cimkézése, ami
elséfaji és a kdvetkezéképpen adhaté meg:

0 ,hai=n
Fvs) = 2-n—1i1+1 , ha i pdratlan és1 <i<n-—1
Yo i+2 ,hai=2,2+2...,n-2
i, ha i pdros és 2 <1< 5 —2.
2-n—1 ,haj=n
1 ,haj=n-—1
5+1 ,haj=n—-2
2:n—i+1 ,haj=32+1,3243. .. n—4
flu;) = i+6 ,haj=323042 . n-3
1+5 ,haj:?’gT"—l
i+4,th%—Lg+Lng%—2
2-n—i—1 , hajpdros és2 <j <" —3
i+2 , hajpdratlan és1 < j <5 —3

4.4.2. Tétel. Legyen f : N — NUO, és legyen G = (V, E,p) véges pendant

graf, ahol a zdrt ut csicsai a {v1, ..., vy} halmazbol kerilnek ki, mig a maradék
csticsok a {u;, ..., un} halmazbol kerilnek ki. Ha az u; ésv; szomszédosak, akkor
1= j-vel.

Ha n = 3 (mod 16) és n > 19, akkor a G grifnak van graceful cimkézése, ami
elsdfaji és a kovetkezdképpen adhats meg:

0 ,hai=n
F(:) 2-n—1i+1 , ha i pdratlan és1 <i<n-—2
v;) =
' i+2 L hai=" 42 n—1

. o . . 1
1 ,hazparoses2§z§%—2.
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2-n—1 ,haj=n
1 ,haj=n-1
"Tﬂ—i—l ,haj=n—2
n+2 ,haj=n—3
2-n—i—1 , haj= 32"
2-n—142 ,haj:?"’z;l—l—l
J) =9 9. i 7 Jhaj=3n=l_g3nl g p_7
2.n—i+1 ,haj=30"2 4430148 p—5
i+2 ,haj=3%1 433045 n—4
2-n—i—1 ,hajpdrosés?ﬁjg%—4
i+4 ,haj=" —1nH g 30l
1+ 2 ,hajpdmtlanéslgjg’%rl—?)

4.4.3. Tétel. Legyen f: N = NUO, és legyen G = (V, E, p) véges pendant grdf,
ahol a zdrt 4t csicsai a {v1, ..., vy} halmazbol kerilnek ki, mig a maradék csi-
csok a {u;, ..., un} halmazbol kerilnek ki. Ha az u; és vj szomszédosak, akkor
1 = j-vel.

Han = 11 (mod 16) és n > 27, akkor a G grdfnak van graceful cimkézése, ami

elsdfaji és a kovetkezdképpen adhatd meg:

0 ,hai=n
flv) = 2-mn—i+1 , haipdratlan és 1 <i<n-—2
' i+2 L hai=" 42 n—1
1 ,haz’pdmsés2§i§"7+1—2.
2-n—1 ,haj=n
1 ,haj=n—-1
41 haj=n-—2
n+4 ,haj=n—3
n ,haj=n-5
2-n—i—1 , haj=32-1
fluj)=¢ 2-n—i+2 ,haj=32141
2:n—i—7 ,haj=32t_23nd 49 pn—9
2:n—i+1 ,haj=3""1 44302148 n-7
i+2 ,haj=301 43 30d 45 . n—4
2-n—1—1 ,hajpdrosés2§j§%—4
i+4 L haj="—1nH 4 30l
v+ 2 ,hajpdmtlanéslgjg’%rl—?)

\

Ezen tételek bizonyitasat a [2] folyoiratban olvashatjuk, de a tételeket fel-
hasznélva a Sage programcsomag segitségével el lehet késziteni egy olyan prog-
ramot, mely mind a harom tétel feltételeit tartalmazza és elkésziti a cimkéket,
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majd kirajzoltatja a pendant grafot. Ha olyan esetet adunk meg, mely egyik
tételt se tudja alkalmazni, ugy egy hibaiizenetet kapunk.

def Labels(n):
L=[]
if n % 8 == 4 and n>=12:
for i in range(l,n+1):
if i == n:
L.insert(len(L),0)
elif i % 2 == 0 and i<(n+1)/2-2:
L.insert(len(L),i)
elif i % 2 <> 0 and i<n:
L.insert(len(L),2*n-i+1)
elif n/2<=i<=n-2 and 1 % 2 == 0:
L.insert(len(L),i+2)
for i in range(l,n+1):
if 1 ==
L.insert(len(L),2*n-1)
elif i == n-1:
L.insert(len(L),1)
elif i == n-2:
L.insert(len(L),n/2+1)
elif i == 3*n/4-1:
L.insert(len(L),i+5)
elif 3#n/4+1<=i<=n-3 and 1 % 2 == 0:
L.insert(len(L),2*n-i+1)
elif 3#n/4<=i<=n-2 and 1 % 2 <> 0:
L.insert(len(L),i+6)
elif n/2-1<=i<=3#n/4-1 and i % 2 <> O:
L.insert(len(L),i+4)
elif 2<=i<=3#n/4-2 and 1 % 2 ==
L.insert(len(L),2*n-i-1)
elif 1<=i<=n/2-2 and i % 2 <> 0:
L.insert(len(L),i+2)
elif n % 16 == 3 and n>=19:
for i in range(l,n+1):
if i == n:
L.insert(len(L),0)
elif 1 % 2 == 0 and i<=(n+1)/2-2:
L.insert(len(L),i)
elif i % 2 <> 0 and i<=n-2:
L.insert(len(L),2*n-i+1)
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for

elif (n+1)/2<=i<=n-1 and i %
L.insert(len(L),i+2)

i in range(1,n+1):

if i == n:
L.insert(len(L),2*n-1)

elif i == n-1:
L.insert(len(L),1)

elif i == n-2:

IMPLEMENTACIO

2 == 0:

L.insert(len(L), (n+1)/2+1)

elif i == n-3:
L.insert(len(L) ,n+2)
elif i == (3*n-1)/4:
L.insert(len(L),2*n-i-1)
elif i == (3*n-1)/4+1:
L.insert(len(L),2*%n-i+2)
elif (3#n-1)/4-2<=i<=n-7 and
L.insert(len(L),2*n-i-7)
elif (3#n-1)/4+4<=i<=n-5 and
L.insert(len(L),2%n-i+1)
elif (3#n-1)/4+3<=i<=n-4 and
L.insert(len(L),i+2)
elif 2<=i<=(3*n-1)/4-4 and i
L.insert(len(L),2*%n-i-1)

elif (n+1)/2-1<=i<=(3*n-1)/4-

L.insert(len(L),i+4)
elif 1<=i<=(n+1)/2-3 and i %
L.insert(len(L),i+2)

elif n % 16 == 11 and n>=27:

for

for

i in range(1,n+1):
if i == n:
L.insert(len(L),0)

i%h2==0:

i%2==0:

i% 2 <> 0:

% 2 == 0:

1 and 1 % 2 <>0:

2 <> 0:

elif 1 % 2 == 0 and i<=(n+1)/2-2:

L.insert(len(L),1i)
elif 1 % 2 <> 0 and i<=n-2:
L.insert(len(L),2*%n-i+1)
elif (n+1)/2<=i<=n-1 and i %
L.insert(len(L),i+2)
i in range(1,n+1):
if i == n:
L.insert(len(L),2%n-1)
elif i == n-1:

2 == 0:
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return L

L.insert(len(L),1)
elif i == n-2:

L.insert(len(L), (n+1)/2+1)

elif i == n-3:
L.insert(len(L) ,n+4)
elif i == n-b:
L.insert(len(L),n)
elif i == (3*n-1)/4:
L.insert(len(L),2*n-i-1)
elif i == (3*n-1)/4+1:
L.insert(len(L),2*n-i+2)
elif (3*n-1)/4-2<=i<=n-9 and
L.insert(len(L),2*n-1i-7)
elif (3*n-1)/4+4<=i<=n-7 and
L.insert(len(L),2*n-i+1)
elif (3*n-1)/4+3<=i<=n-4 and
L.insert(len(L),i+2)
elif 2<=i<=(3*n-1)/4-4 and i
L.insert(len(L),2*n-i-1)

elif (n+1)/2-1<=i<=(3*n-1)/4-

L.insert(len(L),i+4)
elif 1<=i<=(n+1)/2-3 and i %
L.insert(len(L),i+2)

def PendantGraph(n):

G=Graph (

)

G.add_vertices(range(2*n))

for i in

range(n):

G.add_edge(i,n+i)

if 1

1= 0:

G.add_edge(i-1,1)

else

G.add_edge(n-1,1)

return G

A

1

2

h 2

h 2

h 4

2::

<>
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0O and 1 % 2 <> 0:

and 1 % 2 <>0:

<> 0:

A cimkézés utdn, a kdvetkezs programkod a pendant grafot alkotja meg. Lényege,

hogy tetszélegesen vesz fel 2 - n darab csticsot, majd élekkel kéti dssze 6ket, hogy

egy zart utat kapjunk, és a maradék csticsokat pedig kiilénb6z6 dton talalhato
csiicsokhoz koti éllel.

def PendantGraph(n):
G=Graph ()



44

def

FEJEZET 4. KULONLEGES GRAFOK, KONSTRUKCIOK ES SAGE

G.add_vertices(range(2*n))
for i in range(n):
G.add_edge(i,n+i)
if 1 '= 0:
G.add_edge(i-1,1)
else:
G.add_edge(n-1,1i)
return G
Pendant (n) :
F=PendantGraph(n)
L=Labels(n)
draw(F, L)

IMPLEMENTACIO

Végiil R1 és R2 segitségével, megadjuk az elhelyezkedését a csicsoknak, ugy

hogy R1 és R2 jelenti a kor sugarat.

def

draw(G, L):

R1=20

R2=25

pos_dict = {}

for i in range(len(L)/2):

x=R1xfloat (cos(((2*pi)/(len(L)/2))*i))
y=R1xfloat (sin(((2*pi)/(len(L)/2))*i))

pos_dict[L[i]] = [x,y]

for i in range(len(L)/2,len(L)):
x=R2xfloat (cos(((2*pi)/(len(L)/2))*1i))
y=R2*float (sin(((2%pi)/(len(L)/2))*i))

pos_dict[L[i]] = [x,y]

G.relabel( [ L[i] for i in range(G.order()) ], inplace=True)

for u,v,1 in G.edges(): G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))

pl = G.graphplot(pos=pos_dict,edge_labels=True,

edge_color=’green’,vertex_colors=’yellow’,
vertex_size=300,graph_border=True)

pl.show(figsize=7)

Pendant (20)
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4.10. abra. 20 csdcsu pendant graf graceful cimkézése

A tételek érdekességei az, ha az ember megfigyeli, hogy mi térténik az

n =12, n = 19 és n = 27 esetekben, akkor ha leprogramozza szépen a feltételeket,
akkor észreveheti, hogy a tétel azokban az esetben is helytallo. Azonban, ez nem
lehetséges, mert a szdmitdégép nem veszi észre, hogy a feltételek {itkdznek, igy
lesz olyan ¢ érték, amire két érték is helyes. Ezt azonban a szamitégép nem irja
feliil, és csak az elsd értéket adja vissza. Példaul az elsG tétel esetében, az n = 12
esetén, i = n —2 és 1 = 3% + 1 is lehetséges. Mivel a szdmitogép ugye az elsé
feltételt nézi meg, az n = 12 esetén % 4+ 1 =7 cimkét kapjuk meg.
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