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1. Bevezetés

Koriilbeliil 30 éve, 1987-ben jelent meg Bak, Tang és Wiesenfeld forradalmi cik-
ke, melyben bemutattak a racsmodellt, amit ¢k "self-organised criticality” névvel
illettek [I]-ben. Megjelenése 6ta a modell erdsen vizsgalt témakorré valt mind
a matematikai, mind a fizikai irodalmakban. A modellben apré hatasok komp-
lex rendszerek felbukkandsahoz vezethetnek, mely a rendszert egy stacionarius
allapot felé mozditja. Szdmos modellt inditott utjanak a szerzok cikke, példéul
Olami-Feder—Christensen modell [2], mely foldrengések modellezését szolgalja, vagy
forest-fire modell [3], amit erdétiizek szimuldldsa motivalt, azonban jarvanyok
vizsgalatakor is hasznosithaté [4]. Ezenfeliil az agykutatas teriiletén is alkalmazott
[0], az agyi aktivitdsok leirasara. A teljesség igénye nélkiil alkalmazott tovabba
biolégiai, tarsadalmi teriileteken, és tozsdei fluktudciok elemzésekor is.

Egy megfelelé reprezentacios csoport keresése a diszkrét logaritmus probléma
szamara a mai napig egy népszerii problémakor a kriptografidban. Az elliptikus
gorbék egyre széleskoriibb hasznélata kitiiné példa arra, hogy a diszkrét logarit-
mus probléma alkalmas hatékony kriptografiai protokollok megvalésitasara, ugyanis
az RSA mellett napjaink egyik legelterjedtebb kriptorendszere, melyet hasznélnak
kulcscsere protokollok, digitdlis alairasok és pszeudorandom szamok generalasara
is.

Altaldnosan a diszkrét logaritmus probléma az alabbi moédon fogalmazhatd meg.
Amennyiben G multiplikativ csoport, g, h € G, keresett olyan x, melyre ¢* = h.
Ha H additiv csoport P, Q) € H, akkor keresett y, melyre y P = (). A probléma meg-
oldasa megfelel6 csoportok esetén szamitasilag nehéz, igy alkalmasak kriptografiai
protokollok felhasznalasara. Whitfield Diffie és Martin Hellman 1976-ban javasoltak
kulcscsere megvaldsitasara, majd Taher ElGamal 1985-ben nyilvanos kulest krip-
torendszert mutatott be, melyek mind a diszkrét logaritmus probléman alapulnak.
Emellett egyéb érdekesebb nemkommutativ csoportokban is definidltak diszkrét lo-
garitmus problémét, példdul [6]-ban. Azonban mindennapi hasznélatban féleg a
véges testek feletti elliptikus gorbék valtak elterjedté.

A két talan elsére idegennek t{ing témakort kapcsolta ossze Biggs [7]-ben. Krip-
tografiai hasznélatra javasolt bizonyos graf csalddoknak sandpile modell segitségével
értelmezhetd csoportjat. Azonban egymaéstol fliggetlentl [8]-ban és [9]-ben is meg-
mutattak ennek hatékony megoldhatosagat. A diplomamunkdmban két grafcsalad
felett értelmezett diszkrét logaritmus probléma keriil bemutatasra, azok megold-
hatosagaval egyiitt.



2. Sandpile modell

2.1. Alapfogalmak

2.1. Definicié. Legyen G = (V, E) multigraf, ahol V' = {vy,...,v,} a csicsok
halmaza, valamint ¢ = (u,v) € E € V x V az élek halmaza, tovabba, ha u = v,
ekkor az e = (u,v) élt hurokélnek nevezziik. Ezek megengedettek, de nem tesznek
hozza sokat elméleti szempontbdl, igy feltessziik, hogy G hurokélmentes.

Legyen w : V x V. — N egy sulyfiiggvény, ahol w(u,v) > 0 pontosan akkor,
ha (u,v) € E.

Legyen u, v € V', ekkor v-t elérhetének nevezziik u-boél, ha 1étezik éleknek olyan soro-
zata, amely u-ban kezdddik és v-ben végzodik. Egy cstuicsot globalisan elérhetének
vagy nyelének neveziink, ha G minden cstcsabdl elérhetd. A kovetkezdkben fel-
tessziik, hogy G-nek létezik legalabb egy globalisan elérheté csiicsa.

Egy v € V csics kifoka alatt azt a d*(v) nemnegativ egészet értjik, ami a v-bol
indulé élek stlyainak osszege, befoka alatt a d~(v)-vel jelolt nemnegativ egészet,
ami a v-be érkezo élek sulyainak Osszege.

2.2. Definicié. A (V, E, s) rendezett harmast sandpile grafnak nevezziik, ha (V, F)
iranyitott multigraf, s € V' pedig globalisan elérhetd cstcs.

Tovéabba ha d~(s) = 0, akkor abszolut nyel6nek nevezziik. Jelolje a nemnyelé
csticsokat V := V\{s}. Egy sandpile graf nyel§ csticsénak abszolit nyel6nek kell
lennie, de a témakorben a legtobb esetben érdemi valtozas nélkiil eltavolithatjuk a
nyelébél kiinduld éleket. Tovabba egy G = (V, E, s) sandpile grafra gyakran csak
(V, E) grafként hivatkozunk.

2.1. Megjegyzés. Egy sandpile grafra szemléletesen tekinthetiink tgy, mintha
homokszemeket helyeznénk egy graf csucsaira. Azt szeretnénk modellezni, hogy
hogyan viselkedik a graf altal alkotott rendszer, ha folyamatosan 1j homokszeme-
ket pakolunk a csticsaira. Ahogy a homokvarak is, amint til sok szem kertil egy
adott pontra, akkor az leddl, és homokszemek tovabbi pontok felé mozdulnak. Egy
sandpile graf esetében annak teherbirdsat a kifoka hatarozza meg, a ledolés utani
homokszemek helyzetét pedig a ledontott éllel szomszéd cstcsok adjak.

2.3. Definicié. Legyen X véges halmaz, ekkor ZX = { Z a,r | a, € Z, Yz € X}

zeX
egy szabad Abel-csoport X-n. Megszoritva nemnegativ egyiitthatokra hasonléan

adodik NX.



2.4. Definicié. Legyen G sandpile graf vy, ..., v, cstcsokkal.
G Laplace-leképezése alatt a A : ZV — ZV cstucson értelmezett leképezést értjiik,

ahol:
A) :==d"(v)v — Z w(v, u)u.

ueV

G redukalt Laplace-leképezése alatt A : ZV — ZV nemnyeld csticsokon értelmezett
leképezést értiink, ahol:

Legyen D = diag(d—(vy),...,d" (vy)) diagonélis matrix, A a G szomszédsagi matrixa,
vagyis A;; = w(v;,v;). Ekkor G Laplace-métrixa L = D — A.

Tovabba egy G graf A Laplace-leképezése megegyezik L transzponaltjaval. A
Laplace-leképzés és Laplace-matrix sok esetben megkonnyiti a szamolast a sandpile
csoportban, példaul generator keresésben vagy rend kiszamolasban.

2.1. Tétel (Kirchoff). Egy G graf feszit fainak szdma megegyezik tetszbleges
redukalt Laplace-matrixanak determinansaval.

2.5. Definicié. Egy G feletti konfiguracio alatt egy ¢ : V' — Z fliggvényt értiink,
amire ¢(v) = 0 minden v € V* esetén, tovabbd c(s) = — Z c(v).

veV
Jelolésben ¢ = (cq, ..., ¢y).

2.6. Definicié. Egy ¢ konfigurdciét stabilnak neveziink egy v € V csticsban, ha
¢(v) < d~(v). Ellenkezd esetben ¢ instabil.

Egy konfiguraciot stabilnak neveziink, ha minden csticsban stabil.

2.7. Definicié. Amennyiben c instabil egy v csticsban, ekkor v leddlhet, ami egy ¢
konfiguraciéba jutasat jelenti, ahol redukaljuk c(v) értékét d—(v)-vel, és v minden
w szomszédja esetén noveljik c(w) értékét egyel. Vagyis:
c(u) —d (u), hawu=uv,
é(v) =< c(u) + 1, ha u és v szomszédosak,

c(v), egyéb esetben.

Ha c instabil v cstcsban, akkor v ledontését megengedettnek nevezziik.

2.2. Megjegyzés. Egy c konfiguraciéra alkalmazva egy megengedett ledontési so-
rozat eredményeképp létrejovo konfiguracié leirhatd

c=c—d (v)v+ Z w(u,v)u = ¢ — Av.

ueV
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2.8. Definicié. Egy vy, ..., v, nem nyeld csicsok sorozata megengedett ledontési
sorozat ¢ konfigurdciora nézve, amennyiben v; megengedett, tovabba vy, ..., v;_
ledéntésébol keletkezo konfiguracio kovetkeztében v; ledontése is megengedett.

Egy c konfigurdciora alkalmazva egy megengedett ledontési sorozat eredményeképp
létrejove konfigurdcio leirhaté ¢ = ¢ — Ao, ahol o € ZV, o, pedig a v cstics
el6fordulasanak szama a sorozatban. Ez jelolésben ¢ % ¢ — Ao.

2.2. Tétel. Legyen c egy sandpile konfiguracio.
1. Ekkor létezik ¢ stabil konfiguracio, amire ¢ — ¢.

2. Tegytik fel, hogy ¢ — ¢ egy o ledontési vektorral, és ¢ — & egy o/. Ha ¢
stabil, akkor ¢’ > 0. Ha ¢ és ¢ is stabil, akkor ¢ = &.

2.9. Definici6. Legyen c egy G feletti konfiguracid, ekkor c stabilizaldsa egy
egyértelmi ¢ stabil konfiguracio, amelyre ¢ — ¢, mely jelolésben c¢°.

2.10. Definici6. Jelolje M a nemnegativ, stabil konfiguraciokat G felett. Ekkor
M kommutativ monoid a stabilizalé 0sszeadasra nézve, vagyis

a®b:=(a+0b)°.

A stabilizal6 osszeadds NV-beli sszeadds, amit stabilizalds kovet. Az egység a
nulla konfiguracio.

2.11. Definicié. Egy ¢ konfiguracié elérheto, ha minden a konfiguracié esetén
létezik b konfiguracio, hogy a + b — ¢, tovabba visszatérd, ha nemnegativ, elérheto
és stabil.

2.12. Definicié. A G feletti maximalisan stabil konfiguracié alatt az alabbit értjiik:

Crax = Z(d+(v) — 1)v.

veV

2.1. Allitas. Egy ¢ konfiguracié visszatéré pontosan akkor, ha létezik olyan a > 0
konfiguracié, hogy ¢ = a (*) cpax.

2.3. Tétel. A G feletti visszatéro konfiguraciok csoportot alkotnak a stabilizald
Osszeadasra nézve.

2.13. Definicio. A G feletti visszatéré konfiguraciok csoportjat sandpile csoport-
nak nevezzik és jelolése S(G).

2.3. Megjegyzés. miatt egy sandpile csoport elemeit gy is megkaphatjuk, ha
szisztematikusan homokszemeket adunk a c¢,,,, konfiguracidhoz, majd stabilizalunk.



2.4. Megjegyzés. Szemléletesen egy konfiguracié egy a graf minden cstcsaban
adott homokszemek listaja. Egy ilyen konfiguraciét stabilnak mondunk, ha min-
den csucsban a homokszemek szama kevesebb, mint a cstucs teherbirasa. Ha in-
stabil konfiguraciohoz jutunk, a rendszer stabilizdlja énmagat és ledonti az insta-
bil csticsokat. Egy instabil csticsbél annak stabilizdlasa soran minden szomszédos
csucsba atkertil egy homokszem, igy az eredeti csticsban a kifok mértékével csokken,
a szomszédos csucsokban egyel-egyel n6 a homokszemek szama. A rendszer sta-
bilizalasa addig tart, ameddig minden csics nem stabilizalodik, amely véges sok
lépésben megtorténik, mivel 1étezik nyeld cstcs, ami a rendszerben felhalmozodott
instabilitast okozo homokszemeket elnyeli.

2.14. Definicid. Legyen £ < ZV Laplaceracs a A képe, L < ZV redukalt
Laplace-racs a A képe. Ekkor G kritikus csoportja

C(G) = ZV /L.

2.4. Tétel. Létezik S(G) és C(G) kozott izomorfizmus az aldbbi médon:

Tovabba az S(G) sandpile csoport 7 egységeleme az alabbi mdédon szamolhaté:

N = ((Cmaz — (2€maz)”) + Cmaz)°-

2.1. Példa. Példaként tekintsiik az alabbi G grafot:

U V(G) = {UlaUQaU37aU47S}

o E(G) = {(v1,v2,1), (v1,v3,1), (v1,04,1), (va,8,1), (v3,v4, 1), (vg,5,1)}

ahol (v;,v;,w) jeloli a v; és v; kozotti w silyu élt.

L&




Az igy adédo graf nyelé nélkili kifokai rendre (3,2,2,3), amik meghatarozzak egy
adott konfigurdcio stabilitasat.

Vegytik példaul a ¢ = (4,0, 1,0) konfigurdciét, amely instabil a v; csticsban, mi-
vel a konfigurdcié vi-re esé eleme nagyobb, mint annak kifoka. Stabilizalasdhoz
vy csucsot ledontve egy-egy homokszem aramlik a szomszédaiba, azaz vs, v3, vy
csucsokba. igy a (1,1,2,1) konfigurdcidhoz jutunk. Ekkor azonban v vélik in-
stabilld, amit ledontve a mar stabil (2, 1,0, 2) konfigurdciéhoz jutunk.

Osszefoglalva a stabilizalast: (4,0,1,0) — (1,1,2,1) — (2,1,0,2).

A konfiguraciok kozott akadnak olyanok, melyek érheték 6nmagukbol indulva legélis
operéciésorozat végrehajtasaval. Ezek a visszatérd konfiguraciok, melyek S(G) cso-
portot alkotjak.

Az S(G) csoport elemszdma megegyezik a feszit6 fainak szaméaval miatt, me-
lyet az L redukalt Laplace-matrixanak determinansabél kapunk. Az L-bol a nyel6
csucshoz tartozé sort és oszlopot elhagyva kapjuk:

3 -1 -1 -1
_ 1 2 0 0
L=1 1 0o 2 1
-1 0 -1 3

Tovabba ekkor det(L) = 11, igy a csoport elemszdma is 11.

Mivel ¢nae = (2,1, 1,2), igy[2.4] felhaszndldsdval a csoport egységeleme a kovetkezd:

= ((maz — (2€maz)°) + Cmaz)°
=(((2,1,1,2) — (4,2,2,4)°) + (2,1,1,2))°
=(((1,1,1,2) = (1,1,1,2)) + (2,1, 1,2))°
=(((1,1,1,2) = (1,1,1,2)) + (2,1, 1,2))°
=(((1,1,1,2) = (1,1,1,2)) + (2,1, 1,2))°
=1((3,1,1,2))°

=(2,1,1,0)

Tovabba visszatérd konfiguraciok az alabbiak:

= (2,1,1,2) |e=(2012 |ec=(112) |ca=(1012)

cs =(0,1,1,2) 6 = (1,1,0,2) cr =(2,0,0,2) s =(2,1,0,2)

Cg = (2, 1,0,1) Cio = (2,17 1, ].) C11 = (2,1,1,0)




S(G) Cayley-tablazata az alabbi:

¢ C (€3 €4 C5 C Cyr Cg Cg Cio C11

Ci| €3 & C5 C9 Cg Cip Ci1 G Cr C2 (O
Ca| &4 C3 Cg Cg Cr C1 Cip Ci1 C C3 Cg
C3| €5 C Cg Cr Cg C2 C1 Cip Ci1 C4 C3
Cy4| C9 Cg Cr Cg Ci1 C3 C2 C1 Cp Cs C4
Cs| €8 Cr Cg Ci1 Cio C4 C3 C2 C1 Cg Cj
C6|Cio €1 C2 C3 C Cr Cg C9 C5 Ci1  GCp
C7|C1 Cip €1 Cp C3 Cg Cg C53 C4 Csg Cr
Cg| Cg Ci1 Cip €1 C2 Cg C5 C4 C3 C7 Cg
Cg| €7 C Ci1 Cip €1 C; C4 C3 Co Cg Cg
Cip| €2 €3 € C5 C Ci1 C Cr Cg C1 Cro
Ci1| &1 G €3 & C5 Cg Cr Cg C9g Cio C11

2.2. Monodrémia parositas

A tovabbiakban célunk egy a csoporton értelmezett diszkrét logaritmus problémat
megold6 algoritmus bemutatédsa, melyet Shokrieh [9]-ben mutatott be. A sandpile
csoportok megkozelithetoek gorbeelméleti szemszoghbol is, melyet a mi esetiinkben
az elliptikus gorbéken ismert MOV tamadas alapjaul szolgald bilinedris parositas
motival.

2.15. Definicié. Egy G graf divizorén az aldbbi V(G) altal generalt szabad Abel-
csoportot értjiik:
Div(G) = {). a,(v) | a, € Z}.
veV
G divizorainak elemeire gondolhatunk dgy, mint egyész egyiitthatds linearis kom-

bindcié a grafok cstcsain. Tovabba Div(G) elemeit divizornak nevezziikk. Egy D
divizor esetén egy v cstcs egytitthatéjat jelolje D(v).

Legyen M(G) = Hom(V,Z) Abel-csoport, mely minden egész értéki fiiggvényt
tartalmaz, amik a graf cstcsain értelmezettek.

Legyen f € M(G), valamint jelolje ord,(f) = Z (f(u) — f(v)), ekkor legyen

u,vER

div(f) = Z ord,(f)v.

veV

Tekintsiik deg : Div(G) — Z csoport homomorfizmust az aldbbiak szerint:

def(D) = Y D(v).

veV
Definidlja Prin(G) = {div(f) € Div(G) | f € M(G)} a {6 divizorok csoportjat.
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Jelolje Div®(G) a homomorfizmus magjat, vagyis ami tartalmazza a nulla foki
divizorokat.

G Jacobianja alatt a kovetkezot értjiik:

Jac(@) = Div®(G)\Prin(G).
2.2. Allitas. Legyenck Dy, D, € Din®(G), tovdbba my,my egészek, hogy
m1Dy = div(f1) és meDy = div(fs), ekkor megmutathat6, hogy

7; 3 Diwate) = 7; 3 D)
2.16. Definicié. Jelolje (., .): Div°(G) x Div®(G) — Q:
Di L Doy = 3 D0l

Ekkor a parositas szimmetrikus és bilinearis.

2.17. Definicié. Legyen A matrix, ekkor minden P matrixot, melyre APA = A
teljestl, az A matrix pszeudoinverzének vagy altalanositott inverzének nevezziik.

2.2. Példa. Legyen J az n x n-es csak egyesekbdl all6 matrix. Ekkor () matrix
esetén )+ %J reguldris, tovabba Q1 = (Q+ %J)*1 — %J matrix a ) pszeudoinverze.
S6t ezt () Moore-Penrose pszeudoinverzének is nevezziik, mivel ellenérizhetd, hogy

QOT=0QTQ =1 — %J és QTQQT = QT is teljesiil.

2.5. Tétel. Legyen P tetszOleges pszeudoinverze L Laplace-métrixnak, ekkor a
monodromia parositas a kovetkezé modon adott:

(D1, Dy = [D1]" P[D;] (mod Z).

2.3. Diszkrét logaritmus probléma grafok jacobianjan

Tekintsiink egy G grafot, ahol Jac(G) ciklikus csoport, ekkor a csoport felett megad-
hatoé diszkrét logaritmus problémat szeretnénk megoldani a monodromia parosités
segitségével. Tovabba tegytk fel, hogy Jac(G) egy generatora is ismert.

2.4. Algoritmus

Bemenet: Dy, Dy € Div?(G), ahol Dy = x - D teljesiil Jac(G)-ben
Kimenet: z (mod ord(Dy))

10



Algoritmus:

1. Szamoljuk ki (D1, g) = ry +Z és {Ds, g) = ro + Z a[2.5| formula segitségével.

2. Oldjuk meg a ro = rix + y diofantikus egyenletet = (mod ord(D)) érték
meghatarozasahoz.

Algoritmus elemzése

Mivel a monodrémia pérositas bilinedris, ezért: (Ds,g) = x(D,g), vagyis ry =
riz Q\Z-ben. Ahhoz, hogy belassuk, hogy a diofantikus egyenlet megolddsa pont

z(mod ord(D)) értéket adja, tekintsiik az aldbbi lemmat.

2.1. Lemma. Legyen g generatora Jac(G) ciklikus csoportban. Legyen h tetszoleges
eleme Jac(G)-nek. Ha (h,g) = ¢ + Z, ahol a,b € Z,Inko(a,b) = 1, ekkor h rendje
Jac(G)-ben b.

Bizonyitds. Legyen h rendje Jac(G)-ben 7. A monodrémia parositas bilinearitdsa
miatt:
ya

5 tL=7rhg =y hg =09=2

Vagyis emiatt b|~y.

A maisik oldalrél
b-h,gy=0h,g)=a+7Z="1.

Mivel Jac(G) ciklikus és a monodrémia parositds bilinedris, minden Jac(G)-beli
elem trividlisan parosithaté b - h-val. A monodrémia parositds nem-elfajultsdga
miatt b- h = 0, ami miatt /.

Vagyis v = b. m

Mivel Dy = xD;, ezért D, rendje osztja D; rendjét, ami n miatt r = 3 (a,b €
Z, Inko(a,b) = 1), b pedig D rendje Jac(G). Ekkor b-vel szorozva ry = rix +
y-bol kapjuk ax + by = c egyenletet valamely ¢ egészre. Ekkor az adott ax +
by = ¢ (Inko(a,b) = 1) linedris diofantikus egyenletnek létezik megoldasa, és x
meghatarozott modulo b.
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3. Modositott kerékgraf

Legyen n pozitiv egész, Ws,, 11 pedig a 2n+1 csicst kerékgraf, ami all egy vy, ..., V9,41
csucsokbol allé "abroncs”, és w "kozéppont” részbol. Ekkor w szomszédos v;-
vel minden 1 < 7 < 2n + 1 esetén. Jeldlje W, azt a grafot, amit a kovetkezd
modositasokkal kapunk Wy, 1-bol: adjunk egy 1j v, 42 csicsot a grafhoz, amiket
kosson €l vy és vq, 41 cstcsokhoz, tovabba toroljilk a vy és vo,, 1 csticsokat 6sszekotd
élt.

Jelolje W,, csticsainak halmazat V, éleinek halmazat E. Valamint legyen V* =
V\{¢}, ami szemléletesen a moédositott kerékgraf abroncsa.

Ekkor a G = (V, E,w) sandpile grafbél keletkezett S(G)-n definidlhaté diszkrét
logaritmus probléma. Vagyis adott g generator S(G)-n, valamint b, ¢ € S(G) kon-
figuracid, ekkor keresett olyan = € Z, hogy ¢ = (z - ¢1)°.

3.1. W,-beli diszkrét logaritmus probléma megoldasa

Ennek megoldasa a fejezetben leirt modon torténik. A graf ismeretében, mely
csak egy n paramétertdl fiigg. Ekkor kiszamithaté az L = D — A Laplace-maétrix,
valamint az ahhoz tartozé P pszeudoinverz példaul, alapjan. Kiszamithato
tovabbd S(G) generator eleme, majd a generdtor elemhez tartozé divizor, ami
g = (g1, .., g2n+2) konfiguraci6 esetén: D, = (— ZZQZI”Q Gir 1 - - -5 Gonto) vektorral
leirhat6. Hasonldan kiszamitjuk a c¢; és ¢y konfiguraciokhoz tartozé D.,, D., divizo-
rokat is. Majd az algoritmus [1| pontja szerint, felhasznalva allitast kiszamoljuk
D, -P-D,és D, -P-D,, amelyekbdl keletkez6 diofantikus egyenletet megoldva

adddik a megoldas.

3.1. Példa. Tekintsiik példaként az 5 cstcsi modositott kerékgrafot. Legyenek
= (2,1,1,1) és co = (1,0, 2,1) tetszOlegesen valasztott konfigurdciok.
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Ekkor a graf Laplace-matrixa:

3 -1 -1 -1 0

-1 3 -1 0 -1

L=D-A=| -1 -1 3 -1 0
-1 0 -1 3 -1

0O -1 0 -1 2

Pszeudoinverze:
47 1 3 _ 1 _ 7
200 25 200 25 50
_ 1 w1 8 _ 1
25 5 25 75 25
P = 3 _ 1 47 1 s
= 2 2 2 2
O N
25 75 25 75 25
7 _ 1 7 _ 1 9
50 25 50 25 25
Tekintve a sandpile csoportot, a generator elem a g = (2,1,1,0) konfigurdcid,

amelybdl képzett divizor D, = (—4,2,1,1,0).
Majd kiszamolva D., = (=5,2,1,1,1), D., = (—4,1,0,2,1) értékek adédnak.

Tovabbé tekintsiik a

47 1 _3  _ 1 _1 4

200 25 200 25 50

s S s - S 9

%5 715 4275 715 275 83
D. P-Dy=(-52111) [ -3 —% & —L & 1 |=8

e A SO S S 1

25 75 25 75 25

_r T 7 P % 0

50 25 50 25 25

4r 1 3 _ 1 _1 4

2 2 2 2

I I )

25 75 25 75 25

— (= N I A T A G 4 _ 16

DCQ.P.DQ_( 4’1’07271) 200 25 200 25 50 1 3

s W GO N S 1

275 75 275 75 25

_r T 7 P % 0

50 25 50 25 25

igy r o= %,r/ = % adddnak, amibol a %l‘ +y = % linearis diofantikus egyenletet

megoldva kapjuk az x = 20 megoldast.
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Példa a diszkrét logaritmus megoldasara SageMath programban

Gréaft mérete 2

Valasztott konfigurdcidk [(1, 2, 2,1, 2, 1), (2,1, 8, 2, 1, )]~

Legyenek a valasziott konfiguraciok (1, 2, 2, 1,2, 1)es(2,1,0,2, 1, 1)

Adott (7 graf esetén szamitsuk ki Laplace matrixat, majd annak pszeudoinverzat.

/[ 5 -1 -1 -1 -1 -1 0

-1 3 -1 0 0 0 -1
-1 -1 3 -1 0 0 0
Az igy kapott L = D) — A Laplace matrix: -1 0 -1 3 -1 0 0
-1 0 0 -1 3 -1 0
-1 0 0 0 -1 3 -1
\ 0 -1 0 0 0 -1 2 )
{ B _ 31 _ 3 s —de —dk —2L \
o BE W 4P B ¥ ¥
e G B S (i
e | TEWR W W W W
L pszeudoinverze: _E _m _TL%— 3 TR e _—%@
RO S () S (| S TR I
CTOF SRy ORE O Tm S Sy i
\ —m 5/ 5@ 5 5 39 5w /
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AS(G) sandpile csoport generator eleme:
(2,1,1,1,1,0)

A generator elembdl kapott divisor vektor
(_6: 2'. ]'l ]-s ]-s 1? U)

Avalasztott konfiguraciokbdl kapott divisor vektorok:

% 31 3 2 3 21
B B
TR B FE W
710;5 2] B§§4 108 @ 94
Db»P-DQ:(—Q.. 1,2,2,1,2, 1)» @ —?;% ]éigg? % ﬁ —%
UF W Ty W % B
T A
539 539 539 539 539 539
s o_mo 3 2 3 @
¥l W _F W %
o S i R
1 mOrE
popp=naL02L0 | g B g
EEEEER
T W O G E
T 59 539 T 539 53 R 539

6
Keressk az alabbi linearis diofantikus egyenlet megoldasat: =% T

A diofantikus egyenlet megolddsa:
21 = 39 (mod 88)

A diszkrét logaritmus probléma megoldasa az ¢ = 39.
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Graf mérete 2
Valasztott konfigurdcidk [(1, 1, 2, 1, 2, 13, (2, 2, 2, 1, 2, 1))~

Legyenek a valasztott konfiguraciok (1,1, 2,1, 2, 1)eés (2,2, 2,1, 2, 1)

Adott & graf esetén szamitsuk ki Laplace matrixat, majd annak pszeudoinverzét.
/{5 -1 -1 -1 -1 -1 0\

-1 3 -1 0 0 0 -1
-1 -1 3 -1 0 0 0
Az igy kapott L = D — A Laplace matrix. | —1 0 —1 3 -1 0 0
-1 0 0 -1 3 -1 0
-1 0 0 0 -1 3 -1
\ 0 -1 0 0 0 -1 2 )
I( L - = —oi —dL  _al
3 N BF  af HE Y8 W
nE S BRI W W W
. . S R (B L | |
L pszeudoinverze: _E _1 T _E,_gg; X s TS _—jﬁg
L - () G ) /- B
\ —s% 5@ 5w 5% @ % 5w /
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A &(G) sandpile csoport generator eleme:
(2,1,1,1,1,0)

A generator elembdl kapott divisor vektor:
(-6,2,1.1,1,1,0)

Avalasztott konfiguraciokbol kapott divisor vekiorok:
Dy, =(-81,1,21,21)
D, =(-10,2,2,2.1,2,1)

Az 1. generator felhasznalasval:

6 31 _ 3 2 _ 3 _3 54 6
I W A B W R 2
i % % % —% ‘% ‘% L 1em %
Do P-Dy=(-8,1,1,21,21)- é B R R } L N
CWE e W W W M W 1
TE N R % R OE E :
530 530 530 530 530 539 530
S s 3 2 _ 3 _ 3 5 -6
_F® TIE T _® I % F ;
~1ip %i; % ;gfé; ‘% ‘% ‘% Ll ass 13
DeoPD-(0222020- | o 5 w5 B W || |1 27T
G S - R )
R B S ;
539 539 539 539 539 539 539
Keresslik az alabbi linearis diofantikus egyenlet megoldasat: % T+y= %

A diofantikus egyenlet megoldasa:
1 = 69 (mod 176)
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4. Négyzetes korgraf

Mas sandpile grafok esetén is felvetddik a kérdés, hogy alkalmasak-e kriptografiai
hasznédlatra. Mar Shokrieh is felvetette [9]-ben a moddszere alkalmazasanak le-
het&ségét nem ciklikus sandpile csoportokban. Az alédbbi fejezetben [10] dltal leirt
C? graf sandpile csoportjan értelmezett diszkrét logaritmus probléma megolddsara
alkalmazzuk Shokrieh médszerét.

4.1. Definicid. Legyen n pozitiv egész, C,, pedig az n csicsi korgraf V' = {vy, ..., v,}
csticshalmazzal. Ekkor legyen C? négyzetes korgraf az aldbbi 4-reguléris graf V'
csticshalmazzal, ahol minden i-edik csics szomszédos az @ + 1 (mod n) és i +
2(modn) cstcsokkal.

AN

C3,C% és CF grafok

Tobb tanulményban is foglalkoznak C? sandpile csoportjanak struktirajanak meg-
hatdrozasdval. A sandpile csoport elemszamanak meghatdrozasaban is fontos C?
feszitd fainak szdma 7(2) = nF?, ahol F,, az n-edik Fibonacci szdm. Ezt eredetileg
Bedrosian sejtett meg, majd Kleitman és Golden bizonyitott [11]-ben. Tovabba
Hou, Woo és Chen [I0]-ben megmutatta, hogy C? sandpile csoportja két vagy
harom ciklikus csoport direkt szorzata, amik a koévetkezok:

(n,Fn)

A csoport strukturajanak ismeretét és[2.4]részben leirtakat felhasznalva oldjuk meg
a sandpile csoportban definialt diszkrét logaritmus probléméat, mely az el6z6 részhez
hasonléan az aldbbi médon adhaté meg. Legyen G = C? négyzetes korgraf, S(GQ)
a grafbél keletkezé sandpile csoport, tovabba c;, co € S(G) konfiguraciok. Keresett
olyan 2 < z < ord(S(G)), hogy ¢2 = (x - ¢1)°. Ekkor n paraméter megvalasztasatol
fiiggden a sandpile csoport két vagy harom csoport direkt szorzatara bomlik fel.
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4.1. C?-beli diszkrét logaritmus probléma megoldasa

Az alapotlet Shokrieh algoritmusanak hasznédlata, melyet alkalmazzunk az egyes
ciklikus részcsoportokra, majd részmegoldasokbdl a kinai maradéktétel alkalmazasaval
adjuk meg az eredeti probléma megoldasat.

A graf ismeretében kiszamoljuk L Laplace-matrixat, valamint annak P pszeu-
doinverzét a kordbban ismertetett médon. A probléméaban adott ¢; és ¢o kon-
figuraciokhoz adott divizorokat jelolje D., és D., hasonléan az el6z6 fejezethez,
melyek a részcsoportok szamatél fliggetleniil ugyanazok.

Két generatoros eset

Amennyiben Inko(n, F,,) = 1, ekkor §(G) == Zp, @ Z(M;n). Legyenek ¢, és go

generatorai az egyes részcsoportoknak. Ekkor minden ¢ € §(G) konfigurédcié esetén
c=(ny-g1+ng-g2)° ahol n; e N és 0 < n; <ord(g;) i =1,2. A generdtorok isme-
retében kiszdmolhatdak a generator konfiguraciokhoz tartozé divizorok, melyeket
jelolje Dy, és Dy,

Az egyes generatorok alkotta részcsoportokban hasznaljuk Shokrieh modszerét.
Ismételten a allitast felhaszndlva kiszdmoljuk D., - P - Dy, és D., - P - Dy,
értékeket.

Amelyekbdl adédik egy z1, mely a keletkezé diofantikus egyenlet megoldasat adja
modulo ord(g;). Hasonléan D., - P - D, és D,, - P - D,, értékekbdl is adodik zy
megoldas modulo ord(gs).

Harom generatoros eset

Amennyiben (n, F,) # 1, ekkor S(G) = Zr,) ® Zr, @ Z(n?n). Legyenek g1, g2

és g3 generatorai az egyes részcsoportoknak. Ekkor minden ¢ € S(G) esetén
c=(ny-g1 +n2-go+n3-g3)°, ahol n; € N és 0 < n; < ord(g;) i = 1,2,3.
A generatorok ismeretében kiszamolhatbéak a generator konfiguraciékhoz tartozo
divizorok, melyeket jelolje Dy , Dy, és D,,.

A két generatoros esetben mar megoldott médon megkapjuk x; és x5 megoldasokat
a g1 és go generatorok altal generdlt részcsoportokban. Hasonléan g3 generatort
felhaszndlva D, - P- Dy, és D, - P- D, értékekbdl keletkezd diofantikus egyenletet
megoldva adédik z3 modulo ord(gs).

Mindkét esetben hasonléan eljarva a kapott xq,xs, és esetleges x3 megoldasokbdl
adodé kongruencia rendszert a kinai maradéktétel segitségével megoldva adodik a
diszkrét logaritmus probléma megolddsa S(C?)-ben.
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4.1. Példa. Tekintsiik példaként a 7 csticsi négyzetes kerékgrafot. Legyenek
= (1,3,3,2,0,1) és o = (3,1,3,2,2,0) tetszblegesen valasztott konfiguraciok.

Ekkor a graf Laplace-matrixa:

4 -1 -1 0 0 -1 -1
-1 4 -1 -1 0 0 -1
-1 -1 4 -1 -1 0 O
L= 0O -1 -1 4 -1 -1 0

o 0 -1 -1 4 -1 -1
-1 0 0 -1 -1 4 -1
-1 -1 0 0 -1 -1 4

Pszeudoinverze:

ST e S C

e E e [ (D E B

(B O ES E ES{ B

[ B e e

Eloleiglue|-2lz -2l

SIS B b S S

w
I
|
el-ghsloglegivel-2ls
|

Tekintve a sandpile csoportot, mely két részcsoport direkt szorzatara bomlik fel, a
generator konfiguraciok a kovetkezok:

e g1 =1(1,1,3,2,3,0)
e go=1(1,1,3,2,3,0).

Ezekbol képzett divizorok:
¢ Dgl = (_107 17 37 37 27 0; 1)
« Dy, =(-11,3,1,3,2,2,0).

Tovabba kiszamoljuk D., = (—5,2,1,1,1), D., = (—4,1,0,2,1) divizorokat.

A gy generatort felhasznalva tekintsiik az alabbiakat

B8 1 _ 2 _6 _6 2 1 —~10
91 91 91 9 9 9
D, P-D (10133201) _% _@ 9711_% _g _@ _% ;’.
c1’ g = (7Y, 1, 9,0,4,U, ~—91 ~ 91 o1 99 ~ 91 ~ 91 91 =
P S S S S S O W
T91 91 T 91 91 91 91 91 0
381
137
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|

‘ =

\
—_
o

8 1 2 6 2
B S G - 5 1
921 911 ?é 911 921 961 961 1
S B S B B
D.,-P-D, =(-11,3,1,3,2,2,0) | -2 -& -+ 2 L -2 5 3
2P T A S e | I
A S o © B
B S S S S 1 A W
1 91 91 91 91 91 91
_ 4%
137
fgy az algoritmusban hasznalt jeloléseket megtartva r = %, r = 1% adédnak, amibdl

a %x—i—y = % linedris diofantikus egyenletet megoldva kapjuk az 7 = 12 megoldést
modulo 13.

A g generatort felhasznalva tekintsiik az alabbiakat

8 1 _2 _6 _6 _2 _1 11
I A
IR A AN
961 921 91 % 91 921 961
D, - P-Dg, =(-10,1,3,3,2,0,1) “u Ty —% o —i T 3 |=

U I S O
I A
91 91 91 91 91 91 91

_ 31

137
8 1 2 6 _6 _2 _ 1 11
B S T R S 5 3
S G S G S 3 1
961 921 91 % 91 921 961

DC2'P'D92 =(_1173,173,2,270) —% —% —% ? —é —g —g ;)

B S N G (R 5
B S R R R 0
91 91 91 91 91 91 91

425

13

fgy r= g‘—}, r = % adddnak, amibdl a ;%x +y = g—? linearis diofantikus egyenletet

megoldva kapjuk az x5 = 51 megoldast modulo 91.
Végezetiil tekintve a diofantikus egyenletek megoldasait, az alabbi kongruencia

rendszer addodik:
r =12 (mod 13)

x =51 (mod 91) -

Ezt megoldva adodik a diszkrét logaritmus probléma x = 51 megoldasa.
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Példa a diszkrét logaritmus megoldasara SageMath programban

Graf mérete 6
Valasztott konfiguracicdk [(1, 3, 3, 3, 3), (2, 3, 2,8, ]~

Legyenek a valasztott konfiguraciok (1, 3, 3, 3, 3)és (2, 3,2, 0, 3)

Adott (7 graf esetén szamitsuk ki Laplace matrixat, majd annak pszeudoinverzét.

4 -1 -1 0o -1 -1
-1 4 -1 -1 0 -1

i -1 -1 4 -1 -1 0
Az igy kapott L = I — A Laplace matrix: 0 -1 -1 41 -1
-1 0 -1 -1 4 -1
-1 -1 0 -1 -1 4
L1 _1 _ 5 _1 _1
A D S S
¥ 2 # ¥ ¥
L pszeudoinverze: :g :% _E _E :% :E
S (R R A I
I S R
36 36 72 36 3 72
A S(G') sandpile csoport generator eleme:
(1,1, 3,3, 3)
(3,.3,.0, 2, 2)
(3,2,0,2, 2)
A generator elembdl kapott divisor vektor:
(-11,1,1,3, 3, 3)
(-10, 3, 3,0, 2, 2)
(—9,3.2,0,2,2)

Avalasztott konfiguracickbol kapott divisor vektorok:
D, =(-13,1,3,3,3,3)

D, =(-10,2,3,2,0,3)
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D.-P-D,=(-13,1,3,3,3,3)-

.D, =(~10,2,3,2,0,3)-

D -P-Dy=(-13,1,3,3,3,3)

D, -P-D,=(-10,2,3,2,0,3)-

Az 1. generator felnasznalasval:

B _1 _1 _5 _1 _1
O O S S
G
A B
P2 ¥ T BT
FCEIEYORE

6 36 k) El 36 2

B 1 1 _5 _1 _1
U R N S S
¥Ry RY
F ¥ T B ¥ %
I . L S B |
¥ T 3 F F B

6 3 7 36 6 72

Keressuk az alabbi linearis diofantikus egyenlet megoldasat: %

A diofantikus egyenlet megoldasa:

x =1 (mod 2)

Az 2. generator felnasznalasval:

3 1 1 5 1 _ 1
U
I R R S
F ¥ ? B ¥ %
I S S
I G S S SR

36 36 2 36 36 7
B _1 _1 _5 _1 _1
_ro# ¥ 2 % ¥
¥ P B ¥ F D
. L R
P 3 T ® B ¥
I S
kT 36 70 36 36 (i
1

Keressiik az alabbi linedris diofantikus egyenlet megoldasat: 1

D, -P-D,=(-13,1,3,3,3,3).

D, -P-Dy=(-10,2,3,2,0,3)-

Keressik az alabbi linedris diofantikus egyenlet megoldasat: ] T+y=

A diofantikus egyenlet megoldasa:
z2 =1 (mod 4)

Az 3. generator felnasznalasval:

13 1 1 3 1 1
I s .
¥ ¥ B F T* %
T ¥ R ¥ 7
I B R S
B . I

36 36 Vi 36 36 72

3 1 1 _3 _1 _1
A T e
¥ ¥ F T 7 ®
I S B
P T % %R
S e

a6 aw Z BRI BRI T2

A diofantikus egyenlet megoldasa:
x3 = 5 (mod 12)

o] =

W] =

11
1
1 77
3 |=5 =38+
3
3
11
1
1 57
i —
3 =28+
3
3
1
~10
3
3 120
= _ 39
0 7 32
2
9
—10
3
3 101
0 [T7 " B71
2
2
9
3
2 347
= — —9
; 5 =28+
2
2
9
3
2 271
2 99 L
0 -2t
2
2
7
12

A diofantikus egyenletek megolasaibol, a Kinai maradéktetel segitségevel adddik a probléema megoldasa.
A diszkrét logaritmus probléma megoldasa az @ = 5.
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Graf mérete

9

Vélasztott konfiguracisk [(1, 2, @, 3, 1,1, 2, 2), (3, 3, 2, 2, 2, 2, 3, )]~

Legyenek a valasziott konfiguraciok (1, 3,0, 3,1,1,3,2)€s8(3,3,2,2,2,2, 3, 3)

4 -1

-1 4

-1 -1

0 -1

Az igy kapott L = I} — A Laplace matrix: 0 0
0 0

0 0

-1 0

-1 -1

wro 19 1 2

L pszeudoinverze: —% —%ﬁ % ;1}_?5
T ¥ B ¥

B

¥ ooF ¥ %

918 918 150 918

A S(G) sandpile csoport

genera
(1,3,2,3,2,3,3,2)
, 9,3, 0

(1, 3,3, 1,

-1 0 0
-1 -1 0
4 -1 -1
-1 4 -1
-1 -1 4
0 -1 -1
0 0 -1
0 0 0
0 0 0
I |
Ty
oy
¥
W
¥ ow
T
E P
B
918 459
erator eleme:

)

A generator elembdl kapott divisor vektor:
(—19,1,3,2,3,2, 3,3, 2)
(-15,1,3,3,1,1,3,3,0)

Avalasztott konfiguraciokbdl kapott divisor vekiorok:

Dy =(-14,1,3,0,3,1,1,3,2)

D., =(-20, 3, 3, 2,
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Az 1. generator felhasznalasval:

107 19 1 8 71 7 2% 1 19 _19
¥y OB ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ T 1
r R B ¥ ¥ ¥ W O ¥ ¥ 3
7 i bt b2 4 “ Y 2657
Do PeD=(-1413031132 | % —& m o F o@mo oy o oow || -3 oTry
I S R . N . A 3
S S . G ;
|2 ¢ ¢ & % % = & #)| )
ot 518 i 918 38 158 318 318 158
o7 19 1 s 1 1 =B L 19 —19
wom o ® o%¥ % % W % % 1
T E B ¥ ¥ O®E _F _H OE 3
p : i 1 i T
D, -P-Dy=(-20,3,3,2,2223,3 E :ﬁ 75 ? E E E _T :E . g =1 :109—1—_
A S G- S GO N A A 3
[ A G A A 3
¥ o¥ ¥ ¥ # ® T W b 2
A8 I8 Fid 98 518 5 [ a8 F] =
Keressik az alabbi lineris diofantikus egyenlet megoldasat: % r+y %
Adiofantikus egyenlet megoldasa:
= 20 (mod 34)
Az 2. generator felnasznalasval:
107 19 1% T T 2 1 19 15
¥R E ¥ E _E B OF T 1
FEO¥ OB ¥ ¥ ¥ ¥ OF ¥ 3
*Q‘Jrf; ;L; | %: % % £ % *g 31 e 8
—(— B I G O ¢ AN (A - s G s ol B _ _ S
D, -P-D;=(-14,1,3,0,3,1,1.3,2) w B ¥ o i T W T g :ll =13 =3
® ® ® ¥ F W OB ¥ R 3
oW W ® OW ¥ @ O omwm W 3
T r ¥F ¥ ¥ F F ¥ OB 0
o] ot ] [ox 918 F) 98 I8 oo
107 19 1L _® _ 71 _T _ % 1 19 _15
(E BB TR R R ¥ TH 11
oW W O¥ OFF ¥ ¥ W % 3
— (= B (s G s A (A /S A - » il I 20 g2
D, -P-Dy;=(-20,3,3,22223,3) B 73 P il m B e 795 } =37 =86 T
R . S A ]
PO OT OHF R OT WO OE W 3
¥ or ¥ ¥ W OFT T ¥ OB 0
918 I8 e g 718 & ot 318 ]
Keressik az alabbi linearis diofantikus egyenlet megoldasat: 3 T4+y= %

A diofantikus egyenlet megoldasa:
z2 = 54 (mod 153)
A diofantikus egyenletek megolasaibél, a Kinai maradéktétel segitségével adodik a probléma megoldasa.
A diszkrét logaritmus probléma megoldésa az x = 54
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5. Altalanositott inverz

A kovetkez6 fejezetben a C? graf sandpile csoportja felett értelmezett diszkrét loga-
ritmus probléma megoldasat szeretnénk leegyszertiisiteni, egy altalanosan hasznalhato
parametrizalt formula megadéasaval. Ehhez a graf Laplace-matrixanak pszeudoin-
verzét szeretnénk altalanosan megadni.

5.1. Definicié. Egy A = (a;;) négyzetes matrixot Toeplitz-matrixnak neveziink,
ha a féatloval parhuzamos elemei megegyeznek, azaz az alabbi forméja:

agp ay as P ¢ 7o |

a_1 ap ay o Ap—2

A= a_o a_q Qo ... Ap—3
G_nt1 AGopy2 G_pi3 ... Qg

A négyzetes korgraf Laplace-matrixa egy specialis Toeplitz-métrix, melyet ciklikus
matrixnak is neveznek.

5.2. Definicié. Egy A = (a;;) négyzetes matrixot k-ciklikus métrixnak neveziink,
melynek sorai ciklikusan ismétlédnek, azaz az alabbi formaju:

agp ay ao N ¢ 7o |

k:an_l ]CCLO aq o Ap—2

A= k?CLn_Q k?(ln_l apg ... Qp—3
kay kay, kas ... qp

Ha k = 1 az A maétrixot egyszerfien ciklikusnak nevezziik, ahol a;; = a;_;,q <
i,j < n. Az ilyen alaki matrixok strukturdjaval Cline, Plemmons és Worm [12]
munkdjukban foglalkoztak. A mi esetiinkben a sandpile csoport jellemzésében
eredményeik koziil a ciklikus matrixok pszeudoinverze jatszik majd kulcsszerepet.

Ehhez egy altalanosabb inverz fogalmat vezetiink be. Az [3] és {] fejezetekben mar
elokeriilt a pszeudoiverz fogalma, azonban ennek altalanositdasdhoz tekintsiik az
alabbiakat.

5.3. Definicié. Egy M n x m matrix pszeudoinverze alatt egy M’ matrixot értiink,
melyre M = MM'M teljesiil. Tovabba, amennyiben M’ teljesiti az M’ = M’ M M’
feltételt, akkor M és M’ egymas fél-inverzei. Azt az egyedi fél-inverzet, melyre
MM’ és M'M hermitikussiga is teljesiil, Moore-Penrose inverznek nevezik, melynek
jelolése M.

Jelolje C, az n x n komplex matrixok félcsoportjat a szorzasra nézve. Minden
A € C, esetén, A-nak valamely hatvanya egy H maximalis C, -beli részcsoporthoz
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tartozik. A legkisebb ilyen p pozitiv egész szamot, melyre A? € H azt A indexének
nevezzilk. Ha A indexe 1, akkor A’, mely A pszeudoinverze H-ban van, melyet A
csoport inverzének neveziink.

Az [13]-ban A-nak olyan A’ fél-inverzeit tekintik, melyben a A’ nemnulla sajatértékei
reciprokai az A nemnulla sajatértékeinek, ezeket spektral inverznek nevezik. Tovabba
Scroggs és Odell megmutatjdk, hogy egy A nemnulla matrixnak pontosan akkor
létezik spektral inverze, ha A indexe 1. A spektrél inverz felhasznélasaval a grafunk
sandpile csoportjanak Laplace-matrixanak is megadhaté spektral inverze, mely a
[12]]-b61 adédéan megegyezik a Moore-Penrose pszeudoinverzzel.

Jelolje Z az n x n matrixokat, melynek sajatértékei kiillonbozéek. Ekkor Cz-beli
matrixok zartak a szorzasra nézve és félcsoportot alkotnak.

5.1. Tétel. Minden A € Cz indexe 1, és az egyediili A® spektral inverz az egyetlen
pszeudoinverze A-nak. Tovabbéd ha Z normalis, akkor A% = AT

5.2. Tétel. Legyen A egy n x n-es k-ciklikus matrix aq,...,a,_1 elsé sorral és
Loy - - - 5 1 sajatértékkel. Legyen w primitiv n-edik egységgyok, és A" = k. Ekkor
A? elsé6 sora b, ..., b,_1, ahol

1n71 ' )
b= B0w), i=0,1,...,n—1,
n%ﬁj(w) i n

tovabba

0  hap; =0;
5]':{1 ’

5.3. Tétel. Legyen A k-ciklikus és szinguldris, ekkor A" is k-ciklikus pontosan
akkor, ha k az egységkoron van.

5.1. Kovetkezmény. Ha A k-ciklikus valamilyen k esetén, amikor k az egység
koron van, akkor A5 = A"

A C? gréf esetén alkalmazhaté a tétel k = 1 esetén, tovabba a graf ismeretében
Laplace-matrixa jol leirhatd. Ezek segitségével a pszeudoinverz paraméteres felirasa
is megadhato.

5.1. Példa. Példaként tekintsiik C? grafot, mely 4 regularis és szomszédsagi matrixa
segitségével megadhato Laplace-matrixa, mely

4 -1 -2 -1
1 4 -1 -2
L=1 5 1 4 1

-1 -2 -1 4

Léathaté, hogy a graf 1-ciklikus, igy L® = L*. Legyen w = i = 4/—1, ekkor REF
miatt L sajatértékei megadhatok a kovetkezéképpen:

pi=2+w —w¥  j=0,1,2,3.
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Vagyis o = 0, 1 = 6, us = 4, uz = 6. Tovabba alkalmazéasaval AT elsd sora az
alabbi modon adodik:

1/1 wt w
b=—(—+ -+ ) t=0,1,2,3.
Y4\2  3+i 3—i
Ebbdl by = é,bl = %,bg = —4—18,63 = 1—16, amely a pszeudoinverz elsé sorat adja,
ami hasonléan L-hez 1-ciklikus, igy
7 1 _ 1 _ 1
a8 16~ 48 16
_1 7 _ 1 _ 1
It = 16 48 16 a8
T8 16 48 16
1 1 _ 1 -
16~ 48 16 18

Az aldbbi altaldnositas segitségével tekintsiik C'* sandpile csoportjan adott disztkrét
logaritmus probléma megoldasat. Legyenek S(C?) Laplace-métrixa L, peszeudoin-
verze P = L%, tovabba generatorai n paraméterétél fiiggben ¢; = (gi0s-- - Gin—1)
i=1,2vagyi=1,2,3. Adott ¢; = (¢j0,...,¢jn-1) J = 1,2 konfiguracidk esetén a
keresett diszkrét logaritmus probléma (z - ¢1)° = ¢y esetén = megaddsa. Ekkor az
algoritmusbeli r; ; = ¢; - P - g; parositasok értékeinek szamitasa egyszertisodik
le.

El6szor tekintsiik az alabbi kifejezést:

Po P1 --- Pn- 3i,0 Vi,0
Pn—1 Po ... Pn-2 gin Vi
P-g; = . . N E . = . :
pr P2 ... Do Jin—1 Vin—1
ahol
n—1
2 D1 g ha k = 0;
Vik = § o9 = Vj.
}:'pbk(mmin)'m ha k # 0.
1=0
Innen

n—1 n—1 n—1 n—1
Cj -V = ch,l‘vi,l =Co- Zpl'gl+ chzpl—k(mod n) " 91,
1=0 1=0 k=1 1=0

ahonnan p; elemek szerint explicit kiszdmolhatdk.
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24

25

26
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28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

6. Fiiggelék

def w_graph(n):

G=graphs.WheelGraph (2*n+3)

V = G.vertices()

G.delete_edge(V[0],V[2*n+2])

return(G)

def cn2_graph(n):

G = graphs.CycleGraph(n)
G.allow_multiple_edges(True)

for i in range(0,
G.add_edge(i,

return(G)

def config_vector(c):

n):
i+ 2) % n

return vector([b for a,b in c.items()])

def divisor_vector(v)

return vector([-1*sum(v)] + list(v))

def graph_figure(G, sink_vertex):
G = G.to_directed()
G.allow_multiple_edges(True)

G.to_directed()

G_edges = list(G.edges())

for e in G_edges:

if e[0] == sink_vertex:
1ist(G.edges()) .remove(e)

— G.relabel(list(range(0,sink_vertex))+['sink']+list(range(sink_vertex+1l,order (G)+1

return G

example_list_wgraph =

L

[cez, 1, 1, 1, 1, o0, 2, I,

[, 2, 1, 0, 2, 2,
(2, 1, 2, 1, (2, 2,
(2, 2, 1, 1, 1, 2,
[co, 1, 2, 1, 1, 1,

[[(1, 2’ 2, 1’ 2’ 1)’
(2, 1,1, 2, 1, 0),

1, DI,
2, O1,
2, DI,
2, D11,

(2’ 1’ O’ 2, 1) 1)]’
(2, 0, 1, 2, 2, 0)],
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45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

(1, 1, 2, 1, 2, 1), (2, 2, 2, 1, 2, DI,

(e, 2, 2,1, 0, 1),
[(O, 1, 1, 1’ 2! 1),

(2, 0, 2, 0, 1, DI,
o, 1, 2, 1, 2, DI],

[fe2, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1), (2, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1)],
[(2, 1, 0, 1, 2, 2, 2, O, (2, 2, 0, 2, 0, 2, 1, DI,
[, 2,0, 2,1,0,2, 00, (2, 1, 0, 2, 2, 1, 0, DI,
[, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1), (1, 2, 2,0, 2, 2, 1, DI,
(1, 1, 0, 2, 2, 1, 2, 1), (2, 2, 0, 1, 1, 2, 1, 0)]11]
example_list_cn2graph = [

[ee, 2, 2, 1, 20, 1, 2, 2, 3, 21,

[, 3, 2,0, 3, (1, 2, 0, 3, 2)1,

[, 3, 3, 3, 3), (2, 3, 2, 0, 3)],

[¢t, 2, 0, 3, 2), (3, 2, 0, 1, 2)1,

(s, 2, 2, 1, 0, (0, 1, 2, 2, 311,

(c¢t, 3, 3, 2, 0, 1), (3, 1, 3, 2, 2, 0)1,

(s, 2, 0, 2,1, 3, (3, 2, 2,0, 3, DI,

(2, 3, 2,0, 2, 1, (2, 3, 2, 2, 0, 3)],

[, o, 1, 2, 2, 2), (3, 3, 2, 3, 2, 2)1,

(e, 2, 2, 1, 3, 3, @, 3,1, 3, 2, 211,

(e, 2, 3, 2, 3, 1, 3, (3, 3, 0, 3, 1, 2, DI,

[a, 3, 3, 1, 3, 2, 2), (3, 3, 3, 1, 2, 3, DI,

(¢, 3, 3, 2, 3, 3, 2), (3, 3, 3, 2, 0, 3, )],

[, 3, 3, 0, 2, 1, 3, 3, 2,0, 2, 1, 3, 3)],

[, o, 3, 2, 3,3, 0, 3,2,2, 3,1, 0, 211,

(o, 3, 0, 3, 1, 1, 3, 2), (3, 3, 2, 2, 2, 2, 3, 3)],
[, 3, 2, 2,3, 2,3, 0, (3, 0,1, 2,2, 3,3, 2],
(s, 2, 3,0, 1, 3, 3,0, (3,2,3,1, 2,3, 2, 2],
[, 3, 2,3, 3,1, 2,3, 3,3, 1,1, 3,0, 3, 3,
(s, 1, 0, 3, 1, 2, 3, 3, (3, 2, 3, 2, 3, 0, 1, 311,

[, 3, 3,2, 2,2,1,1,3), (1, 3, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 1],
(e, 3, 1, 3, 3, 2, 3, 1, 2), (2, 3, 2, 2, 1, 2, 1, 2, 2)],
(¢, 3, 1,3,1, 2,1, 3,2, 3, 3,1, 3,3, 1,1, 3, D1,
[, 3, 3,2, 2,3, 1,1,3), (2,2, 2,1, 2,2, 3, 3, 1I]1]

def dlp_print():
pretty_print('Legyenek a valasztott konfiguracidk {0} és
— {1}\n'.format(cl_vector, c2_vector))

G_figure = graph_figure(G, 0)
G_figure.show()
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92 pretty_print('Adott $G$ graf esetén szamitsuk ki Laplace matrixat,
— majd annak pszeudoinverzét.')

93 print

94 pretty_print('\nAz igy kapott $L = D-A$ Laplace matrix:',
— laplacian_matrix)

95 print

96 pretty_print('$L$ pszeudoinverze: \n', pseudo_inverse);

97 print

98

99 pretty_print('A $\mathcal{S}(G)$ sandpile csoport generator eleme:')

100 for g in Generator_vector:

101 pretty_print(g)

102 print

103

104 pretty_print("A generator elembdl kapott divisor vektor:")

105 for g in Generator_divisor:

106 pretty_print(g)

107 print

108

109 pretty_print("A valasztott konfigurdcidkbdl kapott divisor
— vektorok:")

110 pretty_print("$D_b={0}$".format(cl_divisor))

111 pretty_print ("$D_c={0}$".format(c2_divisor))

112 print

113

114 def dlp_objects():

115 global cl1_configuration, c2_configuration, cl_divisor, c2_divisor
116 cl_configuration = SandpileConfig(S, list(cl_vector))
117 c2_configuration = SandpileConfig(S, list(c2_vector))
118
119 cl _divisor = divisor_vector(cl_vector)
120 c2_divisor = divisor_vector(c2_vector)
121
122 global group_order
123 group_order = S.group_order ()
124
125 global laplacian_matrix, pseudo_inverse
126 laplacian_matrix = S.laplacian_matrix()
127 pseudo_inverse = laplacian_matrix.pseudoinverse ()
128
129 global generator_divisor, Generator, Generator_order,
— Generator_vector, Generator_divisor
130 Generator = S.group_gens()
131 Generator_order = [order(g) for g in Generator]
132 Generator_vector = [config_vector(g) for g in Generator]
133 Generator_divisor = [divisor_vector(g) for g in Generator_vector]

134

135
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136 def dlp_sandpile():

137 Generator_order_temp = copy(Generator_order)

138 Solutions = []

139

140 for i in range(0, len(Generator)):

141 pretty_print('Az {0}. generadtor felhasznadlasval:'.format(i+1))
142 print

143

144 pairingl = cl_divisor*pseudo_inverse*Generator_divisor[i]
145 pairing2 = c2_divisor*pseudo_inverse*Generator_divisor[i]
146

147 rl = pairingl - floor(pairingl)

148 r2 = pairing2 - floor(pairing2)

149

150 divisor_temp = Matrix(len(Generator_divisor[i]), 1,
— Generator_divisor[i])

151 pretty_print('$D_b \cdot P \cdot D_g=$',cl_divisor, '$\cdot$’,
— pseudo_inverse, '$\cdot$', divisor_temp, '$=$',

152 pairingl, '$=$', floor(pairingl), '$+$', ril)

153 print

154 pretty_print('$D_c \cdot P \cdot D_g=$',c2_divisor, '$\cdot$’,
— pseudo_inverse, '$\cdot$', divisor_temp, '$=$',

155 pairing2,'$=$', floor(pairing2), '$+$', r2)

156 print

157

158 if r1.denominator() !'= Generator_order[i]:

159 Generator_order_temp[i] = rl.denominator()

160

161 var('x,y")

162 solution_diof_eq = solve_diophantine(ril*x+y==r2)

163

164 pretty_print('Keressik az aldbbi linedris diofantikus egyenlet
- megoldasat:',rl,'$x + y =$',r2)

165 print

166

167

168 if solution_diof_eq != O:

169 solution = int(mod(int(solution_diof_eq[0](t_0 = 0)),

— Generator_order_temp[i]))

170

171 else:

172 solution = 0

173 Generator_order_temp[i] = 1

174 pretty_print('A diofantikus egyenlet megoldasa:')

175 pretty_print('$x_{0} = {1} \; (mod \ {2})$'.format(i+1, solution,
- Generator_order_templ[i]))

176 print

177
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180
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209

210
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212

213

214
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216

217

218

219

220

Solutions.append(solution)
dlp_solution = CRT_list(Solutions, Generator_order_temp)
return(dlp_solution)

#CODE W
@interact(layout=[['n','g']1])
def (n = slider([1 .. 3], label = 'Graf mérete', default = 2)):
Q@interact
def _(selected_elements = selector(example_list_wgraph[n-1], label =
— 'Valasztott konfigurdcidk',6 default =
- example_list_wgraph[n-1][0])):
global cl1_vector, c2_vector
cl_vector selected_elements[0]
c2_vector = selected_elements[1]

global S, G
G = w_graph(n)
S = Sandpile(G,0)

dlp_objects()
dlp_print ()

solution = dlp_sandpile()

pretty_print('A diszkrét logaritmus probléma megoldisa az $x =
— {0}.$'.format(solution))

#CODE CN2
@interact(layout=[['n','g']1])
def _(n = slider([6 .. 10], label = 'Graf mérete', default = 8)):

Q@interact
def _(selected_elements = selector(example_list_cn2graph[n-6], label
— = 'Valasztott konfigurédcidk', default =

— example_list_cn2graph[n-6][0])):
global cl1l_vector, c2_vector
cl_vector = selected_elements[0]
c2_vector = selected_elements[1]

«

global S,

G
S

cn2_graph(n)
Sandpile(G,0)

dlp_objects()
dlp_print ()

33



221

222

223

224

solution = dlp_sandpile()

pretty_print('A diofantikus egyenletek megolasaibdél, a Kinai

—

pretty_print('A diszkrét logaritmus probléma megoldisa az $x

—

maradéktétel segitségével addédik a probléma megoldésa.')

{0}.$' .format (solution))
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