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T.Sz): On the Diophantine equation x% + g2™ = 2yP, Acta Arith.
( p q q y
127 (2007) 71-86.

F. S. Abu Muriefah, F. Luca, S. Siksek, (1.5z.): On the
Diophantine Equation x* + C = 2y", preprint.

Hajdu L., (T.Sz.): Arithmetic progressions of squares, cubes and
n-th powers, kozlésre benyujtva.

S. Laishram, T. N. Shorey, (1.5z.): Squares in products in
arithmetic progression with at most one term omitted and common
difference a prime power, kozlésre benyujtva.

(T.Sz.): Note on a paper “An Extension of a Theorem of Euler” by
Hirata-Kohno et al., kozlésre benyuijtva.

Hajdu L., (T.Sz.), R. Tijdeman: Almost perfect cubes in arithmetic
progressions, preprint.

(T.Sz.): Triangles with two integral sides, kozlésre elfogadva.
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végesseégi allitas.
[0 Szamtani sorozatok
U Elliptikus

Chabauty médszer Tétel. Csak véges sok (x,y, m, g, p) megolddsa létezik
haromszdgekre (7)—”@/(, ahol ng(X, y) — 1, m,x,y < N és 3 < P, q pdratlan
 IntegralRungePotnts primek, gy, hogy y nem irhaté fel két eqymdst kovetd

négyzetszdm osszegekent.
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primek, gy, hogy y nem irhato fel két egqymdst kovetd
négyzetszdm osszegekent.

o fixy:x>+¢g® =2-17P, teljes megoldas.
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Chabauty médszer Tétel. Csak véges sok (x,y, m, g, p) megolddsa létezik
haromszdgekre (7)—”@/(, ahol ng(X, y) — 1, m,x,y < N és 3 < P, q pdratlan
 IntegralRungePotnts primek, gy, hogy y nem irhaté fel két eqymdst kovetd

négyzetszdm osszegekent.

o fixy:x>+¢g® =2-17P, teljes megoldas.
o fix g:x?+3°" =2yP, teljes megoldas.
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Ol Bl el Példak y két egymast kovetd négyzetszam osszege esetre:

U Exponencialis

egyenletek
U Kapcsolddd -Lé g 7q9
Anyek
eredme-nge 5 7 307
[ MultL—Freg 5 13 42641
modszer 5 | 29 1811852719
0 Szdmtani sorozatok 5 97 2299357537036323025594528471766399
O Elliptikus 13 7 11003
Chabauty médszer 13 13 13394159
0 Probléma 13 101 224803637342655330236336909331037067112119583602184017999
hadromszogekre 25 " 69049993
al R Poi 25 47 378293055860522027254001604922967
SR Ugoe Ponts I Y 4010333845016060415260441
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e Luca (2002): x* 4+ 293" = y", teljes megoldas.

o Le (2003): x* + p? = y", teljes megoldas (p < 100).
o Pink (2004): x* + (p7' - ps)? = 2y", korlat n-re.
o Cohn (1996): x* + 1 = 2y", teljes megoldas.

e Pink, Tengely (2000): x* + a? = 2y", korlatok, teljes
megoldas 1 < a <1000 es 3 < n < 80 esetén.
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e Luca (2002): x* 4+ 293" = y", teljes megoldas.

o Le (2003): x* + p? = y", teljes megoldas (p < 100).

o Pink (2004): x* + (p7' - ps)? = 2y", korlat n-re.

o Cohn (1996): x* + 1 = 2y", teljes megoldas.

e Pink, Tengely (2000): x° 4+ a® = 2y", korlatok, teljes
megoldas 1 < a <1000 es 3 < n < 80 esetén.

o Tengely (2004): x* + a? = 2y", teljes megoldds
3 < a <501, algoritmus.
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F. S. Abu Muriefah, F. Luca, S. Siksek, Sz. Tengely

Tétel. Legyen C pozitiv egész (C =1 (mod 4) és C = cd?).
Tegytik fel, hogy (x,y) megolddsa a kovetkezd egyenletnek

x>+ C=2y", x,yeZ, qgddxy) =1, (2)

ahol p > 5 prim. Ekkor
() x=y=C=1, vagy
(ii) p osztéja a Q(v/—c) idedlosztdly szamdnak, vagy
(i) p=5és(C xy)=(979,5) (12519, 3), (125,183,7)
(2125,21417, 47), vagy

(iv) p|(q—(=clq)), ahol q pdratlan prim q | d és q 1 ¢, ((c|q)
jeloli a Legendre szimbolumot).
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Kovetkezmeny. Legyenek g1, ..., qx kilonbozo primek,
amelyekre q; =1 (mod 4). Tegylik fel, hogy (x,y,p, a4, ..., ak)
megoldasa az aldbbi diofantikus egyenletnek

x°+qi"...q* =2yP, ahol

X, y € LT, ged(x, y) =1, a; >0, p > 5 prim.

E kkor

() x=y=16ésa; =0, vagy
(ii) p osztéja a Q(v/—c) idedlosztdly szamdnak valamilyen
négyzetmentes c-re, ahol ¢ | g1q3 ... qx, vagy

(i) p=5és([]q; x y)=(12519,3), (125,183,7),
(2125,21417,47), vagy

(iv) p|(g?—1) valamilyen i-re.
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Tétel. Az x> + C = 2y" egyenlet x, y relativ prim megolddsai
azn>36sC=1 (mod4), 1< C <100 feltételek mellett:
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Tétel. Az x> + C = 2y" egyenlet x, y relativ prim megolddsai
azn>36sC=1 (mod4), 1< C <100 feltételek mellett:

1241=2.1", 79249=2.5 52429=2.33 11724+29=2.193,
0932 +20=2.793, 112441 =2.3" 692441 =2.7% 1712+41=2.11%
12453=2.33, 252461=2-73, 512+61=2-113, 372 +89=2.93
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2yP + tH1 12 2P = X2,

ahol (t1,t2) € {(17,1),(3,11)} és B; < p.
lvorra, Kraus (2006): Frey gorbék

Ei: Y2 =X3+2xX? 4+ 247X,

Er: Y2=X342xX2 + Db yPX.

Szdmelméleti Szemindrium
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Az x* + 391192 = 2yP eqyenlet esetében

N(E1)p —

(E2)p = 27 -3-11. A médszer seqitségével azt

kapjuk, hogy p "kicsi’, kivéeve a kovetkezo parokat:

(
(
(
(

f1,f10). (2, f11), (£3. f16). (f4. f19), (f5, f20).
t6,17). (7. 16). (f8. f9), (f9. fg), (f10. f1),
f11.12), (f12, 113), (13, f12). (f14, F15), (F15, f14),
f16.13), (f17. f18), (f18. f17). (f19. f4), (f20. f5),

fi — 422441
fs s 4224F1
fg s 422411
f13 > 4224M1
f17 > 422401

f, — 4224B1
fo > 4224F1
f10 > 4224/1
f1q > 4224N1
f1g > 4224R1

f3 > 4224C1
f7 > 4224G1
f11 > 4224K1
f15 > 422401
f19 > 422451

fy — 4224D1
fg s 4224H1
f15 > 422411
f16 > 4224P1
foo > 4224T1

Szdmelméleti Szemindrium
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DB Ahol nem kapunk korlatot p-re ott modulo 5,7 eés 19 vizsgaljuk 3
] Exponenciélis k- J /&4
eggen[etek lteVOJet-
U Kapcsolddd
eredmények par a; mod 4 a; mod 6 a7 mod 18
0 Multi-Frey (2, f11) {1,3) {0,2,4,6,8,10,12,14,16}
modszer 2;3';16; {{3}} " } {0,2,4,6,8,10,12,14,16}
, . 4,19 1,3 2,4

g;ﬁ?mtt.im sorozatok (fs, f0) 01,3} {0,2,4,6,8,10,12,14, 16}
Chabant (fo. f7) 3} {0,2,4,6,8,10,12,14, 16}

a au,g médszer o 1o} (03 (0.2,4)
D,Problg.ma (f12,f13) {1,3} {0,2,4}
haromszogekre (f14, f15) 1,3} {0,2,4,6,8,10,12,14, 16}
O IntegralRungePoints (f17, f18) {1,3} {0,2,4,6,8,10,12,14,16}
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L. Hajdu, Sz. Tengely

Tétel. Legyen n prim és x1l1, Xt e {2,n} egy primitiv nem
konstans szamtani sorozat. Ekkor t < 6 és ha t = 6 akkor

(L, b, 15, L, 15, l6) = (2,n,n,2,2,2),(2,2,2,n,n,2).
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L. Hajdu, Sz. Tengely

Tétel. Legyen n prim és x1l1, Xt e {2,n} egy primitiv nem
konstans szamtani sorozat. Ekkor t < 6 és ha t = 6 akkor

(L1, b, I3, la, 15, l6) = (2,n,n,2,2,2),(2,2,2,n,n,2).
Tétel. Legyen )(1l1 S = {2,5} egy primitiv nem konstans
szamtani sorozat. Ekkor t < 4 és ha t = 4 akkor

(L, b, 15, 13) = (2,2,2,5), (5,2,2,2).

tengely@math.klte.hu — slide 12




I
[ Jndversity of
[ Debrecen

Szamtani sorozatok

U Eredmények
U Exponencialis
egyenletek

U Kapcsolddd
eredmények

U Multi-Frey
modszer

U Elliptikus
Chabauty médszer

U Probléma
hadromszogekre

U IntegralRungePoints

Szdmelméleti Szemindrium

L. Hajdu, Sz. Tengely

Tétel. Legyen n prim és x1l1, Xt e {2,n} egy primitiv nem
konstans szamtani sorozat. Ekkor t <6 és hat=06 akkor

(L, b, 15, L, 15, l6) = (2,n,n,2,2,2),(2,2,2,n,n,2).

Tétel. Legyen )(1l1 S = {2,5} egy primitiv nem konstans
szamtani sorozat. Ekkor t<4és hat=4 akkor

(L, b, 15, 13) = (2,2,2,5), (5,2,2,2).

Tétel. Legyen n prim és x1l1, .., x 1 € {3,n} egy primitiv nem
konstans szamtani sorozat. Ekkor t <4 6s hat=4 akkor

(lh, b, 5, 14) = (3,3,n,n),(n,n,3,3),3,n,n,3),(n 3,3 n)
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U Elliptikus .
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0 Probléma ) 3
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Egredméngﬁ':_ Korabbi eredmények:

Xponenciatts

egyenletek . ’ ey es e ’ ’ ’ .
0 Kapesolédo e FEuler: negy kiilonboz6 négyzetszam nem alkothat szamtant
eredmenyek sorozatot,

U Multi-Frey

modszer . n n __ n

® Darmon, Merel (1 997) X"+ y = 2z ,

U Elliptikus .

Chabauty médszer ® Bennett, Skinner (2004) x" + yn = 222,

[J Probléma

héromszsgekre e Bennett, Vatsal, Yazdani (2004): x" + y" = 223,

U IntegralRungePoints

e Hajdu (2004): x!', ..., xl",2 < I; < L, ekkor t < ¢(L),

Szdmelméleti Szemindrium tengely@math.klte.hu — slide 13




I
[ Jndversity of
I Debrecen

o Eredmenyek Korabbi eredmenyek:

U Exponencialis

egyenletek ’ oy e e _» ’ ’ ’ .
Dgiapcsolédé e FEuler: negy kiilonboz6 négyzetszam nem alkothat szamtant

eredmények SorozatOt
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modszer . .n n __ n
® Darmon, Merel (1 997) X"+ y = 2z ,

Chabanty modser o Bennett, Skinner (2004): x" + y" = 222,
U Probléma
héromszigekre o Bennett, Vatsal, Yazdani (2004): x" + y" = 223,
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e Hajdu (2004): x1 xt ,2<[; <L, ekkor t < c(L),
e Bruin, Gyoéry, Hajdu, Tengely (2006): L = 3 eset megoldasa.
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cgenletek n(n+d)---(n+ (k—1)d) = by’ (4)

U Kapcsolddd

eredmények
i Néhany eredmény a témakorbdl:

0 Elliptikus o FEuler: b=1, k=14,

Chabauty médszer

U Probléma
hadromszogekre

U IntegralRungePoints
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U Eredmények
U Exponencialis

cgenletek n(n+d)---(n+ (k—1)d) = by’ (4)

U Kapcsolddd

eredmények
i Néhany eredmény a témakorbdl:

0 Elliptikus o FEuler: b=1, k=14,

Chabauty médszer

0 Probléma ° Oblath (1 950) b = 1, k = 5,

hadromszogekre

U IntegralRungePoints
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egyenletek
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eredmények

U Multi-Frey
modszer

U Elliptikus
Chabauty médszer

U Probléma
hadromszogekre

U IntegralRungePoints

n(n+d)---(n+ (k—1)d) = by?

Neéhany eredmény a témakorbal:

Szdmelméleti Szemindrium

Euler: b =1,k =4,
Oblath (1950): b =1,k =5,

[ Iniversity of

Dﬁbﬂ:ﬂw

(4)

Erdos, Selfridge (1975): b = d =1, tetszéleges hatvany

hossz,
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n(n+d)---(n+ (k—1)d) = by?

Neéhany eredmény a témakorbal:

Szdmelméleti Szemindrium

Euler: b =1,k =4,
Oblath (1950): b =1,k =5,

3
[ Iniversity of
I Debrecen

Erdos, Selfridge (1975): b = d =1, tetszéleges hatvany

hossz,

Mukhopadhyay és Shorey (2003): P(b) < 3,k =5,
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eredmények
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modszer
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n(n+d)---(n+ (k—1)d) = by? (4)

Neéhany eredmény a témakorbal:

Szdmelméleti Szemindrium

Euler: b =1,k =14,

Oblath (1950): b =1,k =5,

Erdos, Selfridge (1975): b = d =1, tetszéleges hatvany
hossz,

Mukhopadhyay és Shorey (2003): P(b) < 3,k =5,
Bennett, Bruin, Gyéry és Hajdu (2006): b =1 és

6< k<11,
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n+id = ax? ahol 0 < i < k. (5)

Tétel (Hirata-Kohno, Laishram, Shorey,Tijdeman). Legyen
d>1,P(b) =k és7 < k <100 ekkor a fenti diofantikus
egyenletre teljesiil, hogy (ag, a, ..., ax—1)-ra a kovetkezo
lehetoségek vannak:

k=7:
k=13:

2,3,1,5,6,7,2),(3,1,5,6,7,2,1),(1,5,6,7,2,1,10),
3,1,5,6,7,2,1,10,11, 3,13, 14, 15),
1,5,6,7,2,1,10,11,3,13,14,15, 1),
1,5,6,7,2,1,10,11,3,13,14,15,1,17,2,19,5, 21, 22),
56,7,2,1,10,11,3,13,14,15,1,17,2,19,5,21,22,23,6,1, 26, 3),

(
(
(
(
(
(6,7,2,1,10,11,3,13,14,15,1,17,2,19,5,21,22,23,6,1,26,3,7).

A kimaradé eseteket és a k =5, P(b) = 5 esetet megoldottam.

Szdmelméleti Szemindrium
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Elliptikus Chabauty modszer By o

O Eredmények Példa: (ao' ai,..., 06) — (2, 3, 1, 5, 6, 7, 2) Ekkor
U Exponencialis
egyenletek

0 Kapcsolédé XA% + Xg — 2X12,
eredmények

O Multi-Frey 9X§ + Xg ~ 1OX§:

modszer

0 Szadmtani sorozatok 9)(% —_ X(Z) o 2X§

U Elliptikus
Chabauty modszer
U Probléma

hadromszogekre

U IntegralRungePoints
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[ Iniversity of

Elliptikus Chabauty modszer

IDebrecen

I]Eredméng.ek. Példa: (00’01’_. _'06) — (2,3,1,5,6,7,2). Ekkor
U Exponencialis
egyenletek
0 Kapcsolédé X;% + Xg — 2X’]Zr
eredmények ) 5 5
U Multi-F =
m(')d:zelr i 9X4 T XO 1OX3 '
0 Szdmtani sorozatok 9X2 — X2 — 2)(2
0 Elliptikus 4 0 6
Chabauty modszer
0 Probléma Probléma: meghatarozni azon (X, Y) pontokat, amelyekre
hadromszogekre , .
0 IntegralRungePoints X & @ és Y & Q(l)

Cs: 26(X +)BX+i)OX°—=1)=Y? (6)

Szdmelméleti Szemindrium

ahol 0 € {—4+2i,—2+4i,2+4i4+2i}.
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[ Iniversity of

[ Debrecen
U Eredmények 0 gorbe X4/X0
O Exponencidlis 2—4i | y?=x3+(=12i—9x + (=572i —104) | {—1,%1/3}
egyenletek 2+ 4i y? = x> + (12i — 9)x + (—=572i + 104) {1, £1/3}
[ Kapcsolodo 4-2i | y?=x3+ (=12i +9x + (—104i — 572) {+1/3}
eredmények 4420 | yZ=x3+ (120 + 9x + (—104i + 572) {=1/3}
U Multi-Frey
modszer

0 Szamtani sorozatok | Azaz x4/xg € {£1, £1/3}. Ezekbdl adddik: n =2,d = 1.

U Elliptikus
Chabauty modszer
U Probléma

hadromszogekre

U IntegralRungePoints
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U Multi-Frey
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U Szamtani sorozatok
U Elliptikus
Chabauty médszer

U Probléma

hadromszogekre

U IntegralRungePoints

S. Laishram, T. N. Shorey és Sz. Tengely

Plx) = max{p | x},

w(x) =#{p : p | x, p prim.}

legyen k >4t > k—2eésy1 <y <...<y,0<y; <k
egeszek és Y = k — t.

(n +y1d)- - (n + yed) = by?,
ahol P(b) < k.

Tétel. Legyen ¢y =1,k > 7 és d 1 n. Ekkor a fenti egyenletnek
nincs megolddsa w(d) = 1 esetében.

Tétel. Legyen ¢ =0,k > 11 és d 1 n. Ekkor a fenti egyenletnek
nincs megolddsa w(d) = 1 esetében.
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L. Hajdu, R. Tijdeman és Sz. Tengely

n(n+d)...(n+ (k—1)d) = by’ (7)

ahol k >3,d > 0,(n,d) =1, P(b) < k, y + 0.

Tétel. Tegyiik fel, hogy (n,d, k, b, y) megolddsa (7)-nek k < 32
és P(b) < k ha k = 3 vagy k > 13 feltételekkel. Ekkor (n, d, k)
a kovetkezo lehet:

n,1,k)ahol —30<n<—-4vagy1<n<5,
n,2,k) ahol —29 <n < -3,
10,3,7),(-8,3,7),(—8,3,5),(—4,3,5),(—4.3,3), (=2, 3,3),

(
(
(
(—9.,5,4), (=6,5,4),(=16,7,5), (—12,7,5).
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Probléma haromszogekre
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U Exponencialis
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-ii.J-
[ Iniversity of

Debrmw

Legyen 0 < a, B < ;t. Olyan haromszogeket keresiink,

amelyekre x,y € N és z,, zg € Q(0).

Szdmelméleti Szemindrium
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U IntegralRungePoints

Koszinusz tételbol:

X* = 2p1xy + y* = 73,

x° —2poxy + y> = zé,

ahol @1 = cos(a) és @ = cos(B).

Szdmelméleti Szemindrium
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Koszinusz tételbol:

X2 — 201Xy + g2 = zi,

x° —2poxy + y> = zé,

[ Iniversity of

Dﬁbﬂ:ﬂw

ahol @1 = cos(a) és ¢r = cos(B). Osszeszorozva az

egyenleteket:

Cap : X' =2(01 + @2)X° + (412 + 2)X° = 2(01 + @)X +1 = Y~

Szdmelméleti Szemindrium
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U Eredmények
U Exponencialis

Bertalan Zoltan: megoldasok meghatdrozasa

(@, B) = ()3, 7/2), (a, B) = (71/2,27]3) és (a, B) = (r/3,27/3)

b,
[ Jndversity of

egyenletek
L ” ’ ’ . . oo .
0 Kapcsol8ds esetekben. Elso két esetben 1 rangu elliptikus gorbe (192A1):
eredmények
U Multi-Frey
modszer
[0 Szamtani sorozatok " > >
O Elliptikus - 195 2 a
Chabauty modszer 1768 2475 3903 3637
E,P“’ble”mak 70130640 8109400 9286480 12976600
UL 498993199440 | 136318711969 | 517278459169 | 579309170089

U IntegralRungePoints

Harmadik esetben Mordell eqy eredménye alapjan nincs
megoldas.

Szdmelméleti Szemindrium
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Szdmelméleti Szemindrium

Gorbék Q(v/3)

és Q(v/5) felett.

3
[ Iniversity of
I Debrecen

(a, B) Ea,B Rank X p
(716, 7/2) | vZ=u?—u?—2u 1 {0,+1} | 5
(7/6, 7/3) =3+ (V3-Nul—u+(—V3+1) 1 {0} 7
(7/5,7/2) | vZ=ud —u?+1/2(V5—7)u+1/2(V/5-23) 1 {0} 13
()5, 7/3) vZ = u3 +1/2(vV5 = 1)u? +1/2(V5 = 5)u — 1 1 {0,1} 13
(7/5,27/5) | vZ=ud—2u—1 1 {0} 7
(7/5,47/5) | vZ=u3 +1/2(—V/5+1)u? —4u + (2V5—2) 0 {0} -

ahol t € N.

(x4, za) =

(t't' —1+5

> t) és (x,y,zB) = (t,t, 1),

Amikor (a, B) = (/5, m/3) a kovetkez6 megoldast kapjuk:
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Szdmelméleti Szemindrium

F. Beukers, Sz. Tengely: algoritmus Runge tipusu egyenletek
megoldasara, amelyben nem kell algebrai egyutthatés Puiseux
kifejtéseket hasznalni.

tengely@castor -~ $ mc
tengely@castor magmal $ ./magma
Magma V2.14-2 Fri Nov 9 2807 10:45:17 on castor [Seed = 977883484]
Type 7 for help. Type =Ctrl=-D to guit.
> load "/home/tengely/magma/IntegralRungePoints.m";
Loading "/home/tengely/magma/IntegralRungePoints.m"
> P<x,y=:=PolynomialRing({Integers(),2):
> Ti=y"da2*y"3-0% " 2¥y " 24 2% *y - 15%x-7 ;
> RungeSolve(f);
true -9%x*2*%y"2 + y*4
<-1, -1= 4
Reduction is OK at : -1/18*X[1]"2 + X[1] + X[2Z] - 3
[0, 8 0,1, 6, 0, 8, 0, 8, -27 ]
Vanishing function : -27*x*3 + y*3
Integral solutions of Res y(F(x.y).P({x,y))=0 : []
Special interval : <0, 1=
Reduction is OK at : 5/18*X[1]72 + X[1] + X[2] + 3
[6, 0,06, 1, 6, 0, 8, 8, 0, 27 ]
Vanishing function : 27#x"3 + y"3
Integral solutions of Res_y(F(x,y)},P(x,y))=0 : []
Special interval : =<-1, 0=
Reduction is OK at : 10/27*X[1]"4*X[2] + 7/9*X[1]"4 + 5/3*X[1]"3 - 2/9*X[1]"2*X[2] + X[2]"2
[e, 1, 8, 8, 6, 6, -9/2, 8, 0, 0 ]
Vanishing function : -9%x*y"2 + 2%y
Integral solutions of Res y{F(x.y).P{x.y))=0 : []
Special interval : <-1, 1>
Solutions in the special interval [ -1, 1 ]

[ =-1, -4>, =-1, -1=, =<-1, 1>, =<-1, 2= ]
-11 [ =-1, -4=, <-1, -1=, <-1, 1=, <-1, 2= ]

=
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