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KOSZONETNYILVANITAS

Ez tton szeretném meg koszonni csalddomnak, hogy hozzajarultak a tanulméanyaim
sikeres befejezéséhez tiirelmiikkel és tamogatasukkal.






BEVEZETO

A szakdolgozat a sajatértékek, sajatvektorok kiszamitasat mutatja be, kiillénbozé
tipusokon keresztiil.

Az elméleti hattérhez Matthews [1] konyvét hasznaltam fel, amely a linearis
algebra alapfogalmait mutatja be. Minden fejezetben az adott probléma elméleti
bemutatasa mellett gyakorlati példan illusztraljuk a médszer miikodését.

Az elsd fejezet a linearis algebrai alapfogalmakat tartalmazza. Ebben a fe-
jezetben két példa alapjan ismertetem a sajatértékek, sajatvektorok kiszamitasat
adott n x n-es matrix segitségével és meghatarozom a méatrix n-edik hatvanyat.

A masodik fejezetben a binaris rekurziorol ejtek szot, melynek altalanos alakja:
p = UGnp—1+van—o, ha n > 2, ahol adottak a ag, a1, u, v elemek. Ebben a részben
az a, értékét hatarozom meg.

A harmadik fejezetben az inhomogén rekurziv egyenletrendszer dltalanos alakjara
keresek megoldast, a megadott elemek segitségével. A két adott egyenletrendszer:
a%n+byn+c = Tpt1 és drp+eyn+ f = yny1, ahol adottak a a,b, ¢, d, e, f, zo és yo
értékek.

A negyedik fejezetben a linearis differencial egyenletrendszer szerepel. Al-
taldnos alakjat hatdrozom meg, amely :% = ax + by és % = cx + dy egyenletek,
ahol z(0),y(0),a,b,c, és d értékek adottak.

Az 6t6dik fejezet a Sage implementécio, ahol interaktiv applikaciot készitettem
az el6z6 fejezetekben szerepld példakhoz a Sage [4] online verzigjaval. Ebben a
részben a Sage lineéris algebrai eljarédsait a [3] internetes oldalt felhasznalva, még
a programozési eszkozoket a [2] internetes oldalt kovetve készitettem el a Sage
applikaciokat.






1. LINEARIS ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

1.1. Definicié. A négyzetes matrix egy olyan matrix, melyben a sorok és oszlopok

szama megegyezik.

1.2. Definicid. Legyen A komplex négyzetes matrix. A A € C szamot, X # 0
oszlopvektort az A métrix sajatértékének, sajatvektoranak nevezziik,akkor ha tel-
jesill, hogy AX = AX. Az X-et sajatvektornak nevezziik megfelel6 A sajatértékre.

1.3. Definicié. A det(A — XE) = 0 egyenletet az A matrix karakterisztikus
egyenletének, a det(A — X E) polinomot az A matrix karakterisztikus polinomja-
nak nevezziik. Az A matrix karakterisztikus polinomjat gyakran jelolik cha()\)
ként. Ennélfogva az A sajatértékei a karakterisztikus polinomjanak a gydkei.

1.4. Definici6. Egységmétrixnak nevezziik az olyan n X n-es négyzetes matrix,
melynek fgatlojaban 1-ek, a tobbi helyen 0-k szerepelnek. Az egységmatrixot
gyakran I,-nel, E,-vel vagy ha n adott, akkor I-vel vagy E-vel jelolik

10 ...0

01 0
I, =

00 ... 1

1.5. Definicié. A determinans egy n x n tipusd matrixhoz rendelt szadm

@11 ... Oqn
A=
Q1 Onn
«11 12 ... O1n
D=[Al=]| : oL = E (1) oy, - a,
Opl Qp2 .. Onm (i1,0.11m)
n-ed rendii determinéns. Ahol I(i1,...,1i,) jeldli az (i1, ..., i, ) permutéaciéban 1évé

inverziék szamat.
A determinédns néhany tulajdonséaga:
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6 FEJEZET 1. LINEARIS ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

1. Ha egy sor minden eleme nulla, akkor a determinéns érteke is nulla.
2. Ha két sort megcseréliink a determinans elGjelet valt.

3. Ha A; = M\A;, akkor a determinéns nulla.

4. Ha két sor megegyezik akkor D = 0.

Legyen A 2x2-es méatrix, A1, Ao egymadstol kiilonbozd sajatértékei A-nak,
valamint X7, Xo a megfelel§ sajatvektorai. Legyen P egy métrix, melynek os-
zlopai rendre X1, X5. Akkor P invertalhaté és

peiap— M 0
0 A

Ez alapjan A™ kiszamitasara alkalmazzuk a kévetkezd eljarast:

(P7YAP)(P7'AP) ... (P7'AP) = ( Ao? Aon ) :
2

Ekkor a (P~'AP)-bsl n db van, és az egymas mellett 4ll6 P~! és P szorzata az
egységvektort adja igy ezek kiesnek. Ebbdl kovetkezik, hogy:

P*lAnP: >\71L 0
0 x|

Kisebb rendezés utan az A™ az alabbi médon kapjuk:
-1 -2 .
Példa: legyen A = ( 1 0 ) métrix.

A_EA:| N

\ 14+V/I+8 —1+3 {A1—1
12: pr— pr—
9 2 A

A1 = 1-hez tartozo6 sajatvektor:

() ()= ()

X1+X9=0



Ao = —2-hez tartozé sajatvektor:
1 =2 X1\ (0
-1 2 X, ) \0
X1 —-2X5=0

Xo=t— X1 =2t

Igy a P matrix:

inverze pedig:

1 _1
P = l3 .
3

Majd &sszeszorozzuk a matrixokat igy egy diagonalis matrixot kapunk:

PlAP = 10 )
0 —2

ol ol

Most kiszamoljuk A™-t:

—_
© 3
0

N O
~—

3
N~
N
W= |

wl—
Wl Wl

)

A" = %(171 + %(—2” _%(171) + %(—QH)
S COR (C-ONE TURSTCE U



8 FEJEZET 1. LINEARIS ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Legyen A n X n-es matrix, Ay, ..., A\, egymastol kiilonb6z4 sajatértékei A-nak,
valamint Xi,..., X, a megfelel§ sajatvektorai. Legyen P egy métrix, melynek
oszlopal rendre X1,...,X,. Akkor P invertalhato és

A 0 ... 0
prigp| O O
0 0 ... A\
-1 -2 2
Példa: legyen A=| -1 -2 0 méatrix.
-1 1 -3
“1-Xx -2 2
A-EXN=| -1 —-2-X 0 = (N 4+ 6\ + 11\ +6)
-1 1 —3-2)
A =—1
—(A A2 F 1IN +6) = (=1 =N (=2=N) (=3 =N = Ay = -2
A3 =—3

A sajatvektorokat az el6z6 példahoz hasonléan szdmolhatjuk:

1. A1 = —1-hez tartoz6 sajatvektor:
0o -2 2 X4 0
-1 -1 0 Xo | =10
-1 1 =2 X3 0
X3 1
X2 =S —1
X3 -1
2. Ag = —2-hez tartozé sajatvektor:
1 -2 2 X4 0
-1 0 O Xo | =10
-1 1 -1 X3 0
X4 0
Xy | =t



3. A3 = —3-hez tartozé sajatvektor:

2 =2 2 X4
-1 1 0 Xo
-1 1 0 X3
X1
X2 =z
X3
Igy a P matrix:
1
P=1] -1 1
-1 10
inverze pedig:
1 -1 1
Prt=11 -1 2
0 1 -1

-1 0
PlAP=] 0 -2
0 0
Kiszamoljuk A™-t:
1 0 (=)™ 0
A" = -1 1 0 (—2)"
-1 1 0 0
A" = m—2m (=1)" 42"+ 3"

1n _ 2n (_1)n + 2n

1" —

(-1 -3
2(2") —
1" —2(2n)

371






2. BINARIS REKURZIO

A rekurzié altalanos alakja:
az ag, a1 adott elemek, valamint az u és v is adott

Ap = UGp_1 + Vay_2, ha n > 2.

A rekurzié atirhato matrixos alakba:

u v Gp—1
1 0 Ap—9
A=Y ")
1 0
Megnézziik, hogy az A matrix diagonalis matrix-e. Ha az akkor folytathatjuk a

feladatot. Az
an+1
an

felirhaté az A matrix segitségével, az alabbi alakban:

Gn+41 — A an,
an an—1 .

Most az adott kezddértékbdl allo vektorral és az A matrixszal fejezziik ki az

I
VR
S
S 1S
| 3
~__—

Ekkor az A matrix :

n=1,n=2,...,n =n esetekben:

(o) =) =aan) )= ()

Ez igy megy tovibb egészen:

an o1 [ ar [ an(n—1) app(n-1) ay
(an1>_A (a())_(agl(n—l) agg(n—1)><a0>'



12 FEJEZET 2. BINARIS REKURZIO

A — ( ai1(n) aiz(n) > '

az1(n) a(n)
A szorzéas elvégzése utan megkapjuk az a, értékét:
an = a11(n — 1)ar + ai2(n — 1)ao.

Példa: az adott elemeket a kovetkezSképpen valaszuk:u = 3,v = —2,a1 =

4,a9 = 5. Tehat az A matrix :

Megnézziik, hogy az A matrix diagonélis lesz-e:

33— -2

A—FE)N =
| | 1 0—A

A2 =

Bi\/98_3il_{>\1:1
2 2

A1 = 1-hez tartoz6 sajatvektor:

() (5)

Xo=s=— X1 =s

(5)-(1)

Ao = —2-hez tartozé sajatvektor:
1 -2 X1\ (0
1 -2 X, ) \0
X1 —2X2=0

XQZt:>X1:2t

(2)=(1)



13

Igy a P matrix:

(1)
(08

Majd &sszeszorozzuk a métrixokat igy egy diagonalis matrixot kapunk:

PlAP = 1o )
0 2

Most kiszémoljuk A"-t, valamint A" !-t:

I
e (023 4)

W =202 20 —
A‘( S 20m - )

inverze pedig:

gt [~ 2020 201 2020
- _(l)nfl + on—1 2(1n71) _gn—1 :

Ha elkezdjiik behelyettesitjiik az ag, a1 értékeket és ezeket megszorozzuk az A
megfelel§ hatvanyaval akkor megkaphatjuk az a;-et, ahol ¢ = 2,..., n. Példaul:

as a 3 -2 4 2
(3)(2)- () ()-(2)
an \ _ e[ a1 ) _ — (1)t 4202771 2017 —2(2nh) 4
A1 - agp - 7(1)71—1 +2n—1 2(]_71—1) 7271—1 5

— @y = (— (1" 227 )20 2275 = 4 (1) 22 ) +10(1m 2.






3. INHOMOGEN REKURZIV
EGYENLETRENSZER

Az inhomogén lineéris egyenletrendszer altalanos alakja: az xg és yo adott kezdsértékek

axrn, +byn, +c¢ = xpp1

dep, +eyn+f = yns1-

Ekkor az el6z6 egyenletekbél egy métrixot és harom vektort kapunk, amelyeket
az aldbbi moédon jeloliink:

A= a b 7B = “ 7Xn = o 7Xn+1 = Tnt .
d e f Yn Yn+1

Az A méatrixnal megvizsgaljuk azt hogy diagonalis lesz-e. Ha igen folytatjuk a
feladatot. A két egyenletet a kapott vektorokkal és matrixszal leirhatjuk egy
egyenletbe:

Xni1=AX, + B.

A fenti egyenletbe beirjuk a kapott vektorokat és matrixot:
Tpt1l _ a b Tn, N c
Yn+1 d e Yn f
_ axy + byn . c
dry, + eyn /
_ axy + by, + ¢
dry, +eyn + f .
X1 =AXy+ B,

Xy =AX,+B=A(AXo+ B)+ B = A*Xy + AB + B,
X3=AXy+ B =A(A’Xo+ AB+ B) + B = A*X, + A’B+ AB + B.

Ez alapjan:

Itt:
A’B+ AB+ B = (A’ + A+ 1,)B.

15



16 FEJEZET 3. INHOMOGEN REKURZIV EGYENLETRENSZER

Ez alapjan kapunk egy logikai menetet((> ;_, A*)B) és {gy megtudjuk adni az
X,-t:
X,=A"Xg+ (A" 1+ A2+ 4+ A+ IL)B.

Ahol A™ az alabbi médon nézz ki:

g [ an(n) az(n) )
a1 (n) ag(n)
Az X,-re vonatkoz6 formula indukcioval igazolhatd,tegyiik fel, hogy X, =
A"Xo + (A" 4+ A2 + .+ A+ I5)B teljesiil. Most megmutathatjuk, hogy
n+ l-re is teljesiil. Az X,,4+1 egyenlé AX,, + B-vel, igy az X,, helyére beirhatjuk a

A" Xo+ (AP L4+ A2 4+ A+ ) B kifejezést. Majd elvégezziik a miiveleteket
és megkapjuk az Osszefiiggést:

n

Xnp1 = A" X+ (O AF)B.
k=0

Példa: legyen adottak az alabbi értékek:a = —2,0 = 3,d = —1l,e = 2,¢ =
2, f=—-2,20 =3, és yo = 2. Ekkor:
Tp+l = —2%p+ 3y +2
Yntl = —Tp+ 2y, — 1.

Ekkor az

(e () (1))

Megnézziik, hogy az A matrix diagonélis lesz-e:

|A—E)\ = 2UA 3 ey
-1 2—A
A =1
A2 =
Ay =—1
A1 = —1-hez tartoz6 sajatvektor:
-3 3 X1y (0
-1 1 X, ) \0
-X1+Xo=0

Xo=s—= X1 =5



(5)-(2)

Ao = —1-hez tartozé sajatvektor:
-1 3 X1\ (0
-1 3 X, ) \0
—-X14+3X2=0

Xo=t= X1 =3t

(2)=(1)

Igy a P matrix:

inverze pedig:

Majd 6sszeszorozzuk a méatrixokat igy egy diagonalis matrixot kapunk:

PlAP = 1o )
0 —1

Most kiszamoljuk A™-t:

11 )\o )\ L
TR T
—gl" = (=1 1"+ 5(=)"

NNl
SN—

17



18 FEJEZET 3. INHOMOGEN REKURZIV EGYENLETRENSZER

3 3
V=1 2 2
2 2

Az A matrix diagonélis lesz igy folytathatjuk a feladatot.

meanen=(22)(2)+(5)-(2)

Xp=A"Xo+ (A" 1+ A2+ .+ A+ L)B

X, = (1"U + (=1)"V) ( Z’ ) + (nU+ (<1>21>> v) ( _22 >



4. LINEARIS DIFFERENCIAL
EGYENLETRENSZER

Altalanos alakja:

LS.
g ety
d

d—izcas%—dy,

ahol adottak az z(0),y(0),a,b,c, és d értékek. Itt az A és X matrixok az aldbbi
moédon alakulnak:

dx
c d Y %

Az X derivaltjat megkaphatjuk az alabbi kifejezésbdl:
X' = AX.

Most ellendrizziik, hogy az A matrix diagonélis lesz-e. Elgszor kiszdmoljuk
a sajatértékeket, majd a sajatvektorokat a bemutatott médon. Az X = PY =
P1X = Y, itt az Y az alabbi modon néz ki: ¥ = ( o ) . Bz alapjén teljesiil
Y1
a kovetkez :

X' =PY' = AX = A(PY), valamint Y/ = P"'AP = X = ( Aol f ) Y.
2

Ekkor ) = Az és y] = Aayi. Olyan fiiggvényeket kell kapnunk, melyekre igaz
hogy f' = A1 f.A konstans nulla fiiggvényre trivialis. Igy a t=0:

e)\lt 6)\2t .

x1 = x1(0) és y1 = y1(0)

Most pedig kiszamoljuk Y:

n O\ _ oy (a0
<yw»)‘P X‘(mm)'

Most pedig vissza helyettesitem a kapott értékeket az x; = x1(0)eM?

ésy1 =
y1(0)e*2t helyre majd ezt tijra behelyettesitem az z illetve y helyére.

19



20 FEJEZET 4. LINEARIS DIFFERENCIAL EGYENLETRENSZER

Példa:
dx
= = p—
dt Y
dy
— = 2 4y.
2t T+ 4y
Ekkor az A matrix:
A= 1)
2 4
Legyen az x = 3 és y = —2, mikor a ¢ = 0. Megnézziik, hogy az A matrix
diagonalis lesz-e:
1-X -1
A—E)N= =\ —5)\+6
| | 2 4— A +

A1 = 2-hez tartozé sajatvektor:

() (2)-(0)

X1+X9=0

Ao = 3-hez tartozé sajatvektor:

() ()-(0)
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Igy a P matrix:
p_ -1 1
1 -2
pl_ -2 -1
-1 -1 )

Majd 6sszeszorozzuk a méatrixokat igy egy diagonalis matrixot kapunk:

PlAP = 20 )
0 3

Az X matrix valtozdinak meghatarozasihoz a kivetkezd képlet alkalmazhato:

X=PY, aholy = "' ) x={"].
Y1 )

r = —x1+y

inverze pedig:

y = x1— 2.
Tovabba az 2’ és 3/ derivaltja:

' =2z, ésy = 3y.

r = x1(0)e*
yi = y(0)e™.

Most az X = PY atrendezésével kiszamithatjuk az Y értékeét:

x1(0) 1 [ =(0)
<y1<o>> - <y<o>>

A kapott értéket behelyettesitjiik:

T = —4e%

y = —€”

T = 4€2t _ €3t

y = —4e? 4+ 23,






5. SAGE IMPLEMENTACIO

Ez a fejezet a bemutatott példak kiszamitdsdhoz hasznalt programcsomaghoz
tartozo kodokat tartalmazza, a programcsomag a Sage [4], amelynek interneten
ingyenesen elérhetd valtozatdhoz irédtak a kodok.

Négy interaktiv applikaciét tartalmaz ez a rész, amelyben megvaltoztathatbak
az adott kezdd@értékek. A megvaltoztatott kezdGértékeket a kod ujraszamolja és
kifrja a megoldas részleteit.

Matrix n-edik hatvanya

html('<h3>Adott mdtrix n-edik hatvanyanak meghatdrozdsa</h3>')

@interact

def _(A=('matrix', matrix(SR,2,2,[-1,-2,-1,0]))):
html('A rekurziéhoz tartozé $A$ matrix: $%s$'%slatex(A))
D,P=A.eigenmatrix_right()
html('Az $A$ matrix sajdtértékei: $%s$ és $%s$'%(latex(D[0,0]),latex(D[1,1])))
html('sajatérték: $%s$, hozza tartozd sajatvektor: $%s$'%(latex(D[0,0]),latex(P.column(0
html('sajatérték: $%s$, hozza tartozd sajatvektor: $%s$'%(latex(D[1,1]),latex(P.column(1
html('A sajatvektorokbdl al16 $P$ matrix: $%s$'Slatex(P))
html('$P$ inverze: $%s$'%latex(P.inverse()))
html('Ekkor a $P~{-1}AP$ matrix diagondlis: $%s$'%latex((P~-1*A*P).factor()))
html('Innen $A™n$ zart alakja konnyen meghatadrozhaté: $A~n=PD*nP~{-1}$')
n=var('n')
An=P*matrix (SR, [[D[0,0]1"n,0],[0,D[1,1]"n]])*P.inverse()
html('Az $A$ matrix $n$-edik hatvdénya:$%s$'Slatex(An.factor()))

))))
))))

Adott matrix n-edik hatvanyanak meghatarozasa

A rekurziéhoz tartozé A matrix: <71 7(2))

Az A matrix sajatértékei: 1 és —2
sajatérték: 1, hozza tartozé sajatvektor: (1, —1)

sajatérték: —2, hozzé tartozé sajatvektor: (1, %)

1 1
A sajatvektorokb6l 4116 P matrix: (71 )

| :

Ekkor a P"'AP méatrix diagon&lis: ((1) (2))
Innen A" zért alakja kénnyen meghatarozhaté: A" = PD"P!
1 n+1 1 2 n 2
-3 (-2 +35 3 (-2 2
Az A matrix n-edik hatvanya: 3 =2 33 -2 3
1 (-2)" — 101 (—=2)" + 2
3 303 3

P inverze: <

el i
el wio

23



24 FEJEZET 5. SAGE IMPLEMENTACIO

Binaris rekurzio

html('<h3>Bindris rekurzié zart alakjanak meghatdrozésa</h3>"')
html('Adott az <p>$a n=ua_{n-1}+va {n-2}$</p> rekurziv sorozat')
html('$a 0,a 1,u,v$ kezddértékekkel.")
@interact
def (ab=('a0',5),al=('al',4),u=('u",3),v=('v',-2)):
html('Meghatdrozzuk a sorozat zart alakjat linedris algebrai médszerekkel.')
A=matrix (SR, [[u,v],[1,0]1])
html('A rekurziéhoz tartozdé $A$ matrix: $%s$'%latex(A))
M=vector(SR,2,[al,a0])
D,P=A.eigenmatrix_right()
html('Az $A$ matrix sajatértékei: $%s$ és $%s$'%(latex(D[0,0]),latex(D[1,1])))
html('sajatérték: $%s$, hozzad tartozd sajatvektor: $%s$'%(latex(D[0,0]),latex(P.column(0)
html('sajatérték: $%s$, hozzad tartozd sajatvektor: $%s$'%(latex(D[1,1]),latex(P.column(1)
html('A sajatvektorokbdl a116 $P$ matrix: $%s$'%latex(P))
html('$P$ inverze: $%s$'%latex(P.inverse()))
html('Ekkor a $P~{-1}AP$ matrix diagondlis: $%s$'%latex((P"~-1*A*P).factor()))
html('Innen $A"n$ zéart alakja konnyen meghatdrozhaté: $A~n=PD nP~{-1}$"')
n=var('n')
An=P*matrix(SR,[[D[0,0]"n,0],[0,D[1,1]"n]])*P.inverse()
html('Az $A$ matrix $n$-edik hatvanya:$%s$'%latex(An.factor()))
html(r'Az $A"n\left(\begin{array}{c}a 1\\a 0\end{array}\right)=\left(\begin{array}{c}a {n+1}\\a n\end{array}\right)$
0sszefiliggés alapjan addédik a formula az $a n$ sorozatra:')
T=expand (An*M) .simplify()
html('<h4>%$a n=%s$</h4>'%latex(T[1].simplify full()))

))
))

Binaris rekurzié zart alakjanak meghatarozasa
Adott az
ap = UAp-1 + Vap—2

rekurziv sorozat ag, a1, u, v kezdoértékekkel.

a0

al 4

u 3

v -2

Meghatdrozzuk a sorozat zart alakjat linedris algebrai médszerekkel.

3 -2

A rekurzibhoz tartozé A matrix: 1 0
Az A matrix sajatértékei: 1 és 2
sajatérték: 1, hozza tartozé sajatvektor: (1, 1)

sajatérték: 2, hozzad tartozd sajatvektor: (17 %)
L 1 2114 - 1

A sajatvektorokbél &116 P méatrix: 1

. -1 2

P :

inverze ( 2 _2>

Ekkor a P 'AP méatrix diagonalis: (é g)

Innen A" zart alakja kénnyen meghatarozhaté: A" = PD"P~!
2ntl 1 22" 42
2" —1 —2" 42

Az A"(Z‘) = (a"l’“) dsszefiiggés alapjan adédik a formula az a, sorozatra:
0 n

ol

Az A matrix n-edik hatvanya:

ap =-2"4+6
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Inhomogén rekurziv egyenletrendszer

html('<h3>Inhomogén rekurzié zart alakjanak meghatédrozésa</h3>')
html('<p>$x_{n+1}=ax_n+by n+c$</p>")
html('<p>$y {n+1}=dx_n+ey n+f$</p>"')
html('adott $x 0,y 0% kezdGértékek mellett.')
@interact
def (a=('a',-2),b=('b"',3),c=("'c",2),d=('d",-1),e=("e",2), f=('f"',-2),x0=('x0",3),y0=("'y0",2)):
A=matrix(SR, [[a,b],[d,e]ll)
html('Az $A$ matrix: $%s$'%latex(A))
B=vector(SR,2,[c,f])
html('A $B$ vektor: $%s$'%latex(B))
X0=vector(SR,2,[x0,y0])
html('Az $X 0% vektor: $%s$'%slatex(X0))
D,P=A.eigenmatrix_right()
html('Az $A$ matrix sajatértékei: $%s$ és $%s$'%(latex(D[0,0]),latex(D[1,1])))
html('sajatérték: $%s$, hozzad tartozd sajatvektor: $%s$'%(latex(D[0,0]),latex(P.column(0))))
html('sajatérték: $%s$, hozzad tartozd sajatvektor: $%s$'%(latex(D[1,1]),latex(P.column(1))))
html('A sajatvektorokbdl a116 $P$ matrix: $%s$'%slatex(P))
html('$P$ inverze: $%s$'%latex(P.inverse()))
html('Ekkor a $P~{-1}AP$ matrix diagondlis: $%s$'%latex((P"-1*A*P).factor()))
html('Innen $A~n$ zart alakja konnyen meghatdrozhatd: $A~n=PD"nP~{-1}$')
n=var('n')
An=P*matrix(SR,[[D[0,0]"n,0],[0,D[1,1]1"n]])*P.inverse()
html('Az $A$ matrix $n$-edik hatvanya:$%s$'%latex(An.factor()))
html(r'Az $\left(\begin{array}{c}x n\\y_n\end{array}\right)=A"n\left(\begin{array}{c}x_ O\\y 0\end{array}\right)+(A"~{n-
1}+A™{n-2}+\1ldots+A+E)B$ Osszefiiggés alapjan adédik a formula $x _n$-re és $y n$-re:')
k=var('k")
sumAn=matrix (SR, [[sum(An(n=k)[0,0],k,0,n-1),sum(An(n=k)[0,1],k,0,n-1)]1, [sum(An(n=k)[1,0],k,0,n-1),sum(An(n=k)[1,1],k,0,n-
111
XY=expand (An*X0) .simplify()+expand(sumAn*B).simplify()
html('<h4>$x_n=%s$</h4>'%latex(XY[0].simplify full()))
html('<h4>$y n=%s$</h4>'%latex(XY[1].simplify full()))

Inhomogén rekurzié zart alakjanak meghatarozasa
Tni1 = aZy +by, +¢
Ypi1 = dz, +ey, + f

adott zg, y, kezdéértékek mellett.

x0 3
yo 2

- -2 3
Az A méatrix:
z 1X <71 2)
A B vektor: (2, —2)
Az X; vektor: (3,2)
Az A matrix sajatértékei: —1 és 1
sajatérték: —1, hozza tartoz6 sajatvektor: (1, %)

sajétérték: 1, hozzd tartozé sajatvektor: (1, 1)
11

A sajatvektorokbdl 4116 P matrix: (l 1)
3

1 . . X -1 0

Ekkor a P~ AP matrix diagonalis: 01

Innen A" zért alakja kénnyen meghatadrozhaté: A" = PD"P~!

(AR I feat)

n 3
Fer-3 -

P inverze: <

ol ke
wles wlee

Az A métrix n-edik hatvénya:

Az (Z") = A"(zo) + (A" 4+ A" 4 ...+ A+ E)B bsszefiiggés alapjan adédik a formula @,-re és y,-re:
n o

zn=7% (-1)* —4n+2

b=} (1" 0+
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Linearis differencialegyenlet rendszer

html('<h3>Linedris differencidlegyenletrendszer megoldasa</h3>"')
html('Az $x(t)$ és $y(t)$ flggvényekre megoldjuk a kdovetkezé egyenletrendszert:')
html(r'<p>$\frac{dx}{dt}=ax+by$</p>")
html(r'<p>$\frac{dy}{dt}=cx+dy$</p>")
html('adott $x(0),y(0),a,b,c,d$ kezdGértékek mellett.")
@interact
def _(x=('x(0)',3),y=('y(0)"',-2),A=("matrix', matrix(SR,2,2,[1,-1,2,4]))):
X=vector(SR,2,[x,y])
html('Az $A$ matrix: $%s$'%latex(A))
D,P=A.eigenmatrix_right()
X1=P.inverse()*X
html('Az $A$ matrix sajatértékei: $%s$ és $%s$'%(latex(D[0,0]),latex(D[1,1])))
html('sajatérték: $%s$, hozzad tartozd sajatvektor: $%s$'%(latex(D[0,0]),latex(P.column(0))))
html('sajatérték: $%s$, hozzad tartoz6 sajatvektor: $%s$'%(latex(D[1,1]),latex(P.column(1))))
html('A sajadtvektorokbdl 116 $P$ matrix: $%s$'%latex(P))
html('$P$ inverze: $%s$'%latex(P.inverse()))
html('Ekkor a $P~{-1}AP$ matrix diagondlis: $%s$'%latex((P"-1*A*P).factor()))
html('Alkalmazzuk az $x=%sx_1+%sy 1, y=%sx_l+%sy 1$ helyettesitést's
(latex(P[0,0]),latex(P[0,1]),latex(P[1,0]),latex(P[1,1])))
html('Az eredeti rendszerbdl kapjuk, hogy $x_I1\prime=%sx_1$ és $y 1\prime=%sy 1$'%(latex(D[0,0]),latex(D[1,1])))
html(r'A helyettesitésb6l adédik, hogy $\left(\begin{array}{c}x 1(0)\\y 1(0)\end{array}\right)=P~{-1}\1left(\begin{array}
{c}x(0)\\y(0)\end{array}\right)s$")
html('Azaz $x_1(0)=%s$ és $y 1(0)=%s$'%(latex(X1[0]),latex(X1[1])))
t=var('t')
x1t=X1[0]*exp(D[0,0]*t)
ylt=X1[1]*exp(D[1,1]*t)
html('A fentiek alapjan $x_1=%s$ és $y 1=%s$'%(latex(x1lt),latex(ylt)))
html('A helyettesitésb6l pedig megkapjuk a megoldast $x$-re és $y$-ra:')
html('<h4>$x(t)=%s$</h4>"'%latex(P[0,0]*x1t+P[0,1]*ylt))
html('<h4>$y(t)=%s$</h4>"'%latex(P[1,0]*x1t+P[1,1]*ylt))

Linearis differencialegyenletrendszer megoldasa

Az z(t) és y(t) figgvényekre megoldjuk a kévetkezd egyenletrendszert:

dz _
Efaerby
dy _

o =cx+dy

adott z(0),y(0), a, b, ¢, dkezdértékek mellett.

x(0) 3
y(0) -2
1 -1
A
2 4
Az A métrix: -1
’ 4

Az A matrix sajatértékei: 3 és 2
sajatérték: 3, hozza tartozé sajatvektor: (1, —2)
sajatérték: 2, hozzé tartozé sajatvektor: (1, —1)

A sajatvektorokb6l 4116 P mtrix: ( ; i)
X -1 -1
P inverze: ( 2 1)

Ekkor a P 'AP matrix diagondlis: (g (2)

Alkalmazzuk az z = lz; + ly;,y = —2z; + —1y; helyettesitést

Az eredeti rendszerbdl kapjuk, hogy zi/ =3z és y,/ =2y,
z1(0 z(0

A helyettesitésbél adédik, hogy 10) =p! ©)
4:(0) y(0)

Azaz z;(0) = —1 és y,(0) =4

A fentiek alapjan z; = —e(? &s % =40

A helyettesitésbél pedig megkapjuk a megoldast z-re és y-ra:

z(t) = —e) 4 401

y(t) = 2e61) _ 401
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