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KOSZONETNYILVANITAS

El6szor szeretnék koszonetet mondani a csalddomnak, akik az egyetemi éveim
alatt mindig mellettem voltak, és tdmogattak a legnehezebb napokon is.

Tovabba, szeretnék koszonetet mondani Dr. Tengely Szabolcs témavezetémnek,
akinek segitsége nélkiil nem johetett volna létre ezen dolgozat.

Végiil, szeretnék koszonetet mondani a Debreceni Egyetem Matematikai Intézetében
dolgoz6 valamennyi oktatonak lelkiismeretes munkéjukért.






1. BEVEZETO

1967-ben Alexander Rosa cikkében [1] taldlkozhattunk eldszor a graceful cimkézés
fogalméaval, amelyet még (-cimkézésként taldlhatunk meg ebben a cikkben. Egy
grafnak egy cimkézése S-cimkézés, hogyha létezik olyan injektiv f csucscimkézés,
és bijektiv g élcimkézés, hogy minden e = wv € E esetén |f(u) — f(v)| = g(e) .
Vagyis, egy élnek a cimkéje, a ra illeszkedd csticsok cimkéinek abszolut értékben
vett kiilénbsége, ahol az élek cimkéi mind kiilénbézGek. Solomon W. Golomb
mar ezt a cimkézést, graceful cimkézésként emliti az 1972-ben megjelent "How to
number a graph" cikkében [2].

Azonban az évek soran a kutatok szamos 1j definiciot, és tételt alkottak meg,
amelyek kozil talan E.K.Gnang tétele volt a legjelentdsebb. Gnang 2019-ben
kiadott publikaciojaban [3], a fagrafok esetén adott egy éltalanos bizonyitést a
graceful cimkézés létezésére. Ezen eredmény ellenérzése, jelen pillanatban is folya-
matban van.

Ahogy multak az évek, tjabb grafcsaladokrdl lattdk be, hogy létezik graceful
cimkézésiik, viszont a grafok sokasdga miatt, még mindig vannak olyan grafcsala-
dok, amelyekrdl nem tudni, hogy létezik-e graceful cimkézésiik. Ilyenkor viszont
felmeriil a kérdés, hogy egy adott grafcsalad esetén, létezik-e olyan cstcscimkézés,
amelyet ki lehet terjeszteni az egész gréafcsaladra.

Az el6z6 dolgozatomhoz hasonléan, a diplomamunkam sorén is speciélis grafoknak
az implementalasat tldztem ki célul, illetve olyan grafoknak a cimkézését vizsgal-
tam, amelyekrdl eddig csak sejteni lehetett, hogy létezik graceful cimkézése. Az
implementalas részét minden esetben a SageMath programcsomagban [4] végeztem
el, viszont néhany algoritmust az alap Java programozési nyelv segitségével probal-
tam megalkotni. A vizsgalt grafcsaladok kozott szerepelnek tovabbra is a fagréa-
fok, illetve specialis korgrafok, de szeretnék egy olyan grafcsalddot is bemutatni,
amelynél nem feltétlen kovetelmény példaul, hogy Osszefiiggs legyen a graf. Vi-
szont az implementélasok soran fontos, hogy a formuldk precizen legyenek leirva a
cikkekben. Igy a cikkek feldolgozasa soran nem csak az implementélasra kellett fi-
gyelnem, hanem a formuldk helyességére is. Sok esetben a helyes programeszkézok
hasznalata utan deriilt ki, hogy néhany cikk esetében elirdsok, hidnyossagok van-
nak. Igy ezen esetekben a formulakat javitani kellett. Példaul javitasra szorultak
a G, grafok, a medal grafok, a CyC, grafok, a sarkiny grafok, a parhuzamos
hurokkal rendelkezé korgréafok, illetve a pok grafok formulai is.
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4 FEJEZET 1. BEVEZETO

A dolgozatom irdsa soran viszont egy érdekes gondolatom tdmadt a grafok kon-
strukcidja sordn. Amikor régebben egy méatrixot implementalni szerettem volna,
elGszor is megnéztem annak a grafnak a szomszédsagi matrixat, hogy milyen tu-
lajdonsagokkal rendelkezik. A szomszédsagi métrix egy binaris matrix, amelyrdl
a graceful cimkézés miatt feltessziik, hogy a f6atlojaban csak nullak szerepelnek,
hiszen graceful cimkézés sordn csak azoknak a grafoknak van graceful cimkézése,
amelyek egyszerd grafok. Ekkor tdmadt az az 6tletem, hogy mi térténne akkor,
hogyha én egy graf szomszédsagi matrixaként a Hadamard-matrixot venném némi
moédositassal. Ennek eredményeit is szeretném bemutatni ebben a dolgozatban,
amelyet megel6z egy kisebb kédelméleti ismertets.



2. GRACEFUL CIMKEZES KERESESE

El6szor is ebben a fejezetben néhany alapvetd definiciot, illetve tételt szeretnék
ismertetni, amelyek nélkiil nehezen értelmezhet6 maga a graceful cimkézés. A
tételek és definicik utan, egy révid eljarast szeretnék bemutatni, amely sorédn
béarmilyen graf esetén megallapithaté, hogy az adott grafnak létezik-e graceful
cimkézése, vagy sem. Viszont ez az eljards csak kis cstcsszamu grafok esetén
hasznalhato, hiszen az eljarast nagyban meghatarozza az éleknek, és a csticsoknak
a szama.

2.1. Definiciék és fontosabb allitasok

2.1.1. Definici6. Legyen G = (V, E, ) véges graf. Ekkor a G graf cstucsainak
a cimkézésén egy olyan T’ bijektiv leképezést értiink, ahol az Gsszes v € |[V(G)|
csiicshoz hozzarendeliink kiillénb6z6 nemnegativ egész szadmokat.

Egy graf éleinek cimkézésén egy olyan A bijektiv leképezést értiink, ahol az 6sszes
e € |E(G)| élhez hozzarendeliink kiilonb6z8 nemnegativ egész szamokat.

2.1.2. Definicio. Legyen G = (V, E, ) véges, egyszerii graf, ahol |V (G)| = n,
|[E(G)| = m. Ha van olyan f : V(G) — {0,...,m} injektiv fiiggvény, hogy
barmely e € E(G) esetén az

[f(v) = f(w)] (v,w € V(G))

értékek kiilonbozéek, akkor ezt az f fliggvényt a G graf graceful cimkézésének
nevezziik. Ekkor az élek cimkéinek a halmaza: {1,...,m}.

2.1.1. Lemma. Legyen G = (V,E,¢) véges, egyszerd grif, |V(G)| = m és
|E(G)| =n. Ha a G grdf gracful, akkor m <n + 1.

2.1.1. Tétel. Legyen G = (V, E, @) véges, teljes grif és |V (G)| = n.
Han = 2,34, akkor a G grdfnak van graceful cimkézése. Ha n > 4, akkor a G

grafnak nincs graceful cimkézése.

Megjegyzés. Tovabbé, érdemes megjegyezni, hogy az évek soran egyre tobb ember
vizsgalta a fagrafok graceful cimkézéseit. Alexander Rosa "On certain valuations
of the vertices of a graph" cikkében [1] mar bebizonyitotta néhany fagrafcsalad-
r6l, hogy graceful grafok, viszont nem tudott olyan tételt megfogalmazni, ami
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6 FEJEZET 2. GRACEFUL CIMKEZES KERESESE

azt allitja, hogy minden fa graceful. Par évtizeddel késébb, viszont a tovabbi fa-
grafcsalddok sikeres vizsgalata sordn, Ringel és Kotzig sejtésként fogalmazta meg,
hogy minden fanak van graceful cimkézése. Ezt Ringel-Kotzig-Rosa sejtésnek,
vagy mas néven "A graceful fak sejtésének" nevezték.

Azonban 2019-ben E.K.Gnang, a Purdue Egyetem professzora, "On graceful and
harmonious labelings of trees" munkajaban [3] adott egy bizonyitést a fagrafok
graceful tulajdonsigaival kapcsolatosan, véges testek segitségével.

2.1.2. Tétel. Legyen G véges, egyszerd grdf, |V (G)| < 4. Ekkor a G grifnak van
graceful cimkézése.

Megjegyzés. Ha a grafnak pontosan 5 csiicsa van, akkor csak a Cs-nek és a K5-nek

nincs graceful cimkézése.

2.1.3. Definicié. Legyen adott egy G egyszert graf, ahol [V (G)| = {vi,...,vm}.
A G grafhol képzett M (G) egyszert grafot, a G graf Mycielski-grafjanak nevez-
ziik, ha csicsai V(G) U {uq,...,un} U {w}, és egy v; € V(G) cstics pontosan
azokkal a cstucsokkal szomszédos, amivel G-ben is szomszédos volt. Tovabba, ha
v; szomszédos volt v;-vel, akkor az Mycielski-grafban v; legyen szomszédos u,-vel,
és u; legyen szomszédos vj-vel. Végiil, w legyen szomszédos az Gsszes u; csicesal,
aholi=1,...,m.

Megjegyzés. Belathato, hogy egy nemiires, egyszert grafnak és a Mycielski-grafjanak
a maximalis klikkmérete megegyezik, illetve a grafnak egy k darab szinnel térténd
csicsszinezése esetén a Mycielski-grafjanak k 4 1 darab szinnel mar van jo csics-
szinezése. Tovabba, ha 2 < a < b, akkor létezik olyan egyszerd graf, amelynek a
maximalis klikkmérete éppen a, mig a szinezéseinek a szama b.

2.2. Backtrack-algoritmus és a graceful cimkézés

A backtrack-algoritmus, vagy mas néven visszalépéses-megoldaskeresé algoritmus
az egyik legegyszeriibb algoritmus abbél a szempontbél, hogyha az adatbazisunk
egyszeri. Azaz, ha az adatbazisunk fastruktaraja, akkor beldthatd idén beliil
az algoritmus eredményt adhat. Azonban, ha van az adatszerkezetiinkben kor,
akkor elgfordulhat, hogy az algoritmus soha nem all le. Igy feltehetjiik, hogy a
backtrack-algoritmus figyel a korokre is. Altalaban a programozé ilyenkor vissza-
léptetést hasznél, azaz feljegyzi a mar hasznalt csomépontokat, és ha minden
lehetdséget megvizsgalt mar ebbdl kiindulva, és nem talalt megoldast, akkor azt
tobbet mar nem fogja bejarni.

Mivel ez fa-adatstruktardkra van értelmezve, igy nem nehéz olyan algoritmust
késziteni, ami bizonyos problémékra keres megoldést grafokban. Graceful cimkézés
esetén, az algoritmus nézzen ki a kivetkez6képpen:
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(i.) Bemenetként megadjuk az algoritmusnak magat a grafot, az éleknek a listajat,
egy kezdeti cimkézést, a kezd6 csicsnak a lehet legkisebb értékét, és végiil a
mar kiosztott élcimkéknek egy listajat. A kezdeti élcimkézés pontosan annyi
darab (—1)-est tartalmaz, amennyi cstcsa van a grafunknak. Tovabba, a
lehetd legkisebb felvehets érték a 0 lesz, mivel a graceful cimkézés soran
barmelyik csicsnak a cimkéje lehet 0. Mivel inditaskor a graf élei nincsenek
cimkézve, igy az élcimkéknek a listdja kezdetben iires lesz.

(ii.) Ha az éleknek a listajaban nincs (—1)-es elem, akkor taldltunk egy lehetséges
megoldéast. A megoldasok k6zott lehetnek azonosak, a szimmetria miatt.

(iii.) Ha egy cstcs nem volt még kiterjesztve ilyen cimkével, azaz még nem volt
ilyen cimkéjii csiics, és a szomszédos csiicsok altal generalt él cimkéje nem
szerepel benne a jelenlegi élcimkék listdjaban, akkor jegyezziik fel ezeket, és
folytassuk tovabb a kovetkezd csucsnak az ellenérzésével. Ha mar szerepel
az élcimkeék listdjaban a csiicsok altal generalt élcimke, akkor vessiik el ezt a
csucscimkeét, és folytassuk tovabb a kdvetkezs csicscimkével, ameddig csak
lehet.

(iv.) Ha egy cstics volt mar kiterjesztve, azaz eddig megfelelt a graceful feltétel-
nek, de nincs olyan szomszédos csicsa ami mar ne lett volna kiterjesztve
ebbdl a csiicsbél, akkor nem lehetséges az eddigi cstcscimkékkel a kiter-
jesztés, igy ebbdl a csticsbél visszalépiink egy mar hamarabb vizsgélt szom-
szédos csucsahoz, és folytatjuk tovabb a csucsok vizsgalatait.

Az algoritmus a kovetkezSképpen néz ki a gyakorlatban. Ez az algoritmus
implementalva van Python, illetve Java nyelven is. Viszont mivel a beépitett
grafok a Cocalc matematikai csomagban szerepelnek, és ennek alapja a Python
nyelv, igy én is a Python programnyelvet valasztottam a tovabbi implementaciok
soran.
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Graceful-backtrack algoritmus

def kiterjesztheto(G,csucs,cimkek,]l,elcimkek):

if 1 in cimkek:
return False
seged = 1list()
for szomszed in G[csucs]:
if cimkek[szomszed] != -1:
ertek = abs(l - cimkek[szomszed])
if (ertek in elcimkek) or (ertek in seged):
return False
seged.append (ertek)

return True

def graceful_backtrack(G, elek, cimkek, index, elcimkek) :
if cimkek.count(-1) ==
with open('graceful_cimkek.txt', 'a') as filehandle:
for listaelem in cimkek:
filehandle.writelines("%s " %
pozicio for pozicio in cimkek)

filehandle.writelines("\n")
break

return True

for 1 in xrange(0,len(elek)+1):
if kiterjesztheto(G, index, cimkek, 1, elcimkek):
cimkek[index] = 1

for szomszed in G[index]:
if cimkek[szomszed] !'= -1:
elcimkek.add(
abs (cimkek [index] -cimkek [szomszed]))

graceful_backtrack(G,elek,cimkek, index+1,elcimkek)
cimkek[index] = -1
for szomszed in G[index]:

if cimkek[szomszed] != -1:

elcimkek.discard(abs (1-cimkek[szomszed]))

return False

Ez az algoritmus jol mikddik, hiszen vegyilink egy egyszerd fagrafot, legyen
ez P3. Ennek az utgrafnak 3 darab cstcsa van, és 2 darab éle. A program fut-
tatasa soran a kovetkezs eredményeket kapjuk: [0,2,1], [1,0,2], [1,2,0], [2,0,1].
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Azaz, izomorfiatol eltekintve, megkaptuk a Ps graf cstcsainak Gsszes lehetséges
cimkézését.

Azonban, attol fliggetleniil, hogy az algoritmus véges sok 1épés utan megadja
a grafnak az Osszes csticscimkézését, a probléma nehézségét az adja, hogy vizs-
galva példaul az utgrafokat, nehéz minden osztilybeli grafra megadni képletet.
Tovabba, az sem konnyiti meg a helyzetiinket, hogy sokszor még kis grafok e-
setén (mondjuk 10 csucsa grafok esetén), sokszor 6rdkba, s6t napokba is telhet,
mire az algoritmus véget ér. Ennek megoldasara altalaban meg szokték osztani
a magokat, és megprobéljdk a programot kiilonallé részenként egyszerre végre-
hajtani, hogy igy gyorsabban eredményhez tudjunk jutni. Mésik megoldéas az,
ha videokartyat hasznalunk a gyorsitds soran. A CUDA, az NVIDIA grafikus
processzorainak altaldnos célti programozéasara hasznalhaté kornyezete, amit al-
taldban adatok elemzésénél, és neurdlis halézatok esetén hasznalnak.

Viszont a backtrack-algoritmus rekurziv ebben az esetben, és igy szinte lehetetlen
a szalasitasa Python és Java nyelvek alatt. Igy az osztalyok kevés szamu csi-
csit grafjaira kell a graceful algoritmusunkat lefuttatni, és az Gsszes cimkézési
lehet&ségek kozott kell szabalyszertiséget keresniink, amely nagyobb cstcsa gra-
fok esetén is helyes graceful cimkézést eredményez.

Ezen algoritmust hasznaltam fel az alkerék grafok pératlan esetének vizsgalata
soran. Ha az n = 5 esetet vizsgaljuk, és erre futtatjuk le a backtrack-algoritmust,
akkor az élek szama miatt, viszonylag nagy lesz a futasids. Viszont, feltételezhetjiik,
hogy a kozponti cstcs a 0 cimkével rendelkezik. Ebben az esetben, néhany éra
alatt megkapjuk az Gsszes lehetséges megoldast, amely 0-val kezd6dik. Tovabb
sziikithetjiik a kort, abban az esetben, hogyha feltessziik, hogy a bels6 gytirtijében
talalhat6 csicsokhoz a legnagyobb cimkéket rendeljiik, hiszen 0 kdzponti cstcs
miatt, sziikségiink van ezen legnagyobb cimkékre is. Ebben az esetben méar csak
10 darab cstcsra kell lefuttatni az algoritmus, és ezekben kell részsorozatokat
keresniink. Igy ezen feltételek mellett, mar csak 1358 darab megoldast kapunk.
Hasonléan kell eljarni az n = 7 esetben is. Ha legeneraljuk az 0Osszes lehet-
séges megoldast ebben az esetben is ezen feltételek mellett, akkor az igy kapott
megoldasok, illetve az n = 5 megoldasai alapjan kell a sorozatot meghatérozni.
Ha megtalaltuk ezeket a részsorozatok, akkor a paratlan esetrdl is be lehet 14t-
ni, hogy barmely n esetén, ahol n pératlan, 1étezik graceful cimkézése az alkerék
grafnak.

Hasonl6an kell megvizsgalni azokat a grafokat is, amelyeket a Mycielski-konstrukcié
soran alkotunk meg. Vegylik az C7 grafot. Elgszor alkalmazzuk erre a grafra a
backtrack-algoritmust, és gyartsuk le az 6sszes lehetséges csticscimkézését. Tovab-
bé, alkalmazzuk erre a grafra a Mycielski-konstrukciét. Az igy kapott grafot adjuk
meg a backtrack-algoritmusnak. Az algoritmus véges sok 1épés utan leall. Ha-
sonléan kell eljarni a tobbi Mycielski-graf esetén is, és az el6z6 esethez hasonldéan
részsorozatokat kell keresgélni a listakban.
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Igy a backtrack-algoritmus, bar megtalalja az 6sszes lehetséges megoldast véges
idén beliil, viszont a futasi ideje nagyon rossz, illetve a szimmetria miatt rengeteg
megoldést fog adni. Igy a backtrack-algoritmust célszertibb arra hasznalni grace-
ful grafok esetén, hogy beldssuk azt, hogy az adott graf nem graceful graf.



3. HADAMARD-MATRIXOK ES GRACEFUL
CIMKEZES

3.1. Hadamard-matrixok

A Hadamard-matrixokrél az els6 publikaciok [5] a 19. szdzadban jelentek meg.
J.J.Sylvester nevéhez fiz6dik a matrixoknak a definidlasa, de neviiket J.S.Hadamard-
rél kaptéak, aki a 19. szdzad végén jellemezte ezeket a matrixokat.

3.1.1. Definicié. Egy A, x, matrixot Hadamard-matrixnak neveziink, ha min-
den eleme =*1, illetve sorai paronként ortogonéalisak.

3.1.1. Tétel. Ha A,xn és minden elemére teljesiil, hogy |a;;| < 1, akkor
|det(A)] < n3.

Bizonyitds. Legyenek az A matrix sorai rendre ai,asg,...,a,. Tovabba azt is
tudjuk, hogy a det(A) az A matrix sorvektorai altal kifeszitett paralelepipedon
térfogata. Mivel

lay] - |ag| - ... - |an]

a paralelepipedon éleinek szorzata, igy a kdvetkezs igaz:
|det(A)] < |a1|- ... |an|.
Viszont a tétel alapjan
lail = (a3 + aly + ...+ a2,)? < n?

adodik. Tehat |det(A)| < nz. Egyenl6ség pontosan akkor &ll fenn, hogyha az A
métrix sorai ortogondlisak. O

3.1.2. Tétel. Legyen A, xn mdtriz, amelynek minden eleme £1. Ekkor a kovetkezd
dallitdsok ekvivalensek:

(i.) |det(A)| =n7,
(ii.) AAT =n-I,,
(iii.) ATA=n-1I,.

11
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Bizonyitds. (i.) — (ii.) Mivel a méatrix egy sorvektora (+1,+1,...,£1) alaku, igy
ennek hossza /n lesz. Igy adodik, hogy

N 0 1 0 0
0 Jn 0 0 1 0
. . =n-
0 0 n 0 0 1
(ii.) — (iii.)
AAT =n -1,

ATAAT = ATn - 1,
ATAATA = ATn - T, A
ATA=n-1,

(7i1.) — (i.) Induljunk ki az
ATA=n-1,
egyenlethdl. Az egyenlGség a métrixok determindnsainak vizsgalatakor is fennéll,

tehét
det(A) - det(AT) = n".

Ebbél egybél adodik, hogy
det(A)*> = n",

amelybsl gyokvonéssal adédik, hogy

|det(A)| = n2.

3.1.3. Tétel. Ha létezik A, ., Hadamard-mdiriz, akkor n =1, n =2, n =0
(mod 4) kézil az egyik teljesiil.

Bizonyitds. n =1 és n = 2 esetén is léteznek Hadamard-matrixok.

n=1: (+1),

+1 +1
n=2: .
+1 -1

Igy feltehets, hogy n > 3. Azt tudjuk, hogyha egy Hadamard-matrix tetszéleges
sorat megszorozzuk (—1)-gyel, akkor szintén Hadamard-matrixot fogunk kapni.
Igy feltehetjiik, hogy A legelsé sora csak 1-ket tartalmaz. Mivel a matrix sorai or-
togonalisak, igy két sor pontosan 5 helyen kiilonbozik, vagy egyezik meg. Legyen
n = 2k. Ekkor a matrix kdvetkezs soranak elsé k eleme legyen 1, méasodik k
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eleme pedig legyen (—1). Tegyiik fel, hogy a harmadik sorban s darab 1 van az
els6 k pozici6 barmelyik helyén. Ebbél adédik, hogy a méasodik k poziciéban csak
(k — s) darab 1 szerepelhet. Vegyiik a két sor skalaris szorzatat. Igy kapjuk, hogy
O=s—(k—s)—(k—s)+s=s—k+s—k+s+s=4s— 2k. Amibdl adodik,
hogy s = 7. O

Ha Hadamard-métrixokat szeretnénk alkotni, akkor annak legkénnyebb méd-
ja Sylvester-eljarasat kovetése. Az eljaras soran semmi mésra nincs sziikségiink
csak Hadamard-maéatrixokra, illetve egy miiveletre, ez a bizonyos Kronecker-szorzat
mivelet.

3.1.4. Tétel. Ha A, «, Hadamard-mdtriz, akkor (j AA> is Hadamard-mdtriz.

Bizonyitds. Mivel A Hadamard-méatrix, igy elemei csak +1 lehetnek. Igy —A

A —A
Ekkor B elemei csak +1 lehetnek az el6z6ek miatt. Szamoljuk ki BBT-t. Ekkor

T
BBT_AA.AA_AA.ATAT_
T \A -4 A —-A] \4 —-A AT AT
(2447 0 _op. [0 O
- 0 2447 ) 0 I,/

3.1.5. Tétel. n = 2™ esetén létezik n x n-es Hadamard-mdtriz, ahol m € 7.

A A
elemei is csak +1 lehetnek. Tovabbd, legyen az 0Gj méatrixunk B = )

O

Bizonyitds. Az el6z6 tétel véges sokszori alkalmazdasaval kapjuk az allitast. O

3.2. Egyszeriisitett Hadamard-matrixok

A Hadamard-matrixok ismertetése, illetve a matrixok konstrukciéja utéan lathato,
hogy bar a matrixok n x n matrixok, és minden elem +1, viszont ha ezt a matrixot
egy az egyben szomszédsigi matrixnak tekintenénk, az igy kapott graf nem lenne
egyszert, hiszen az méatrix els§ eleme miatt keletkezne hurokél. Tovabba, azt is
fontos megjegyezni, hogy az els§ csics a matrixban szomszédos a matrix 6sszes
csticsaval.

gy ahhoz, hogy szamunkra megfelel szomszédsigi matrixot kapjunk, az alabbi
modositasokat kell elvégezni a Hadamard-maéatrixokon. Elgszor is vegyiink egy
olyan transzformaciét, ami a matrix elemein hat, és a —1 értékd elemekbdl 0-t
készit, mig a tobbi elemet békén hagyja, magyarul cseréljiik ki a matrix Gsszes
—1 elemét O-ra. Tovabba, hagyjuk el azokat a cstucsokat amikbdél minden csiics-
ba megy él. Ez a legels§ csucs, igy elhagyjuk az els6 sort, és az els§ oszlopot.
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Vegiil vegyiink egy A-val jelolt méatrixot, amely (n — 1) X (n — 1) matrix, és
a foatlon kiviil csak O-kat tartalmaz, mig a f6atloban az elemek megegyeznek
a Hadamard-méatrixbél készitett 0j matrixunk fgatlébeli elemeivel. Vonjuk ki
ezt az A matrixot a modositott Hadamard-méatrixbol. Az igy kapott méatrixban
a foatloban mar csak 0 elemek fognak szerepelni, mig a tobbi elem valtozatlan
marad. Az igy kapott (n—1) x (n— 1) matrix szomszédsagi métrixnak tekinthetd,
amit az n x n Hadamard-matrixbol képeztiink. Az igy kapott matrixot nevezziik
az n X n Hadamard-matrix egy csonkitott Hadamard-matrixdnak.

Példa. Tekintsiik a 8 x 8-as Hadamard-maétrixot. Jeldljiik ezt Hg-cal.

1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
Hy = 1 -1 -1 1 -1 -1 1 (3.2.1)

1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1 1 -1

1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

A belsle konstruélt csonkitott Hadamard-méatrixot jeldljiik Hr-tel, amely a
kovetkez6képpen néz ki.

0101010
1001100
0001001
H;,=| 1110000 (3.2.2)
0100001
1000001
0010110

Ha ezt, mint szomszédsagi méatrix tekintjiik, akkor az altala generélt graf
egyszerd lesz, illetve mivel a csonkitott Hadamard-méatrix minden sora azonos si-
ly1, azaz az 1-sek darabszdma minden sor esetén megegyezik , igy az egyszertsités
utdn kapott matrixbol képzett grafnak, csak méasodfoki, illetve harmadfoka csi-
csai lehetnek. Hiszen, eredetileg egy cstcs kivételével minden csicsnak a fokszama
3 volt. Viszont a f6atlonak az egyszertsitése utan, csokkenhet bizonyos cstcsok-
nak a fokszama.
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3.1. abra. Hy iranyitatlan grafja

Tekintsiik ezt a grafot. Erre a grafra alkalmazzuk az ismert backtrack-graceful

algoritmust. Ennek a grafnak is van graceful cimkézése, az Osszes lehetséges
cimkézés 216-féle lehet.
Vizsgaljuk meg ezutan a kovetkez6 Hadamard-méatrixbol alkotott csonkitott Hada-
mard-méatrixot, amely a Hp; lesz. Hasonloéan az algoritmus ebben az esetben is
megoldasokkal tér vissza, viszont ebben az esetben a futasi id§ exponencialisan
né. Igy egy atlagos szamitogép esetében, a futasi id6 az 6sszes megoldds meg-
talalasdhoz ebben az esetben, koriilbeliil 10-12 nap. A futtatas soran 10540 darab
megoldast talalt a programunk, amely a szimmetria miatt tartalmazhat azonos
cimkézéseket is, csak mas sorrendben. Igy a Hy, illetve a Hp; esetében is létezik
graceful cimkézés. Ezzel a grafcsaladdal kapcsolatosan a sejtésem az, hogy az igy
megkonstrualt grafoknak 1étezik graceful cimkézése.






4. SPECIALIS GRACEFUL KORGRAFOK
IMPLEMENTALASA

Ebben a fejezetben specidlis kdrgrafokat szeretnék bemutatni, amelyeket a Sage-
Math programcsomag segitségével implementéaltam. Ezek a grafok mind a kor-
grafbol keletkeztek, viszont mindegyik graf jellegzetes tulajdonsagokkal bir.

4.1. C, grafok

4.1.1. Definicié. Legyen C,, = (V, E, ) véges graf. Legyenek C,, cstucsai rendre
v1,V2,...,0,. Ha 1l < ¢ < n—1, akkor a v; csics legyen szomszédos a vi41
csucesal. Tovabba, ha i = n, akkor v, legyen szomszédos a vy csucesal. Az igy
konstrualt grafot n cstcst korgrafnak nevezziik, amelyet C),-nel jeldliink.

4.1.1. Tétel. A C, grdf pontosan akkor graceful grif, hogyha n = 0,3 (mod 4).

Bizonyitds. ElGszor is vegylik észre, hogy a korgrafok tartalmaznak Fuler-vonalat.
Viszont, hogyha egy graf tartalmaz FEuler-vonalat, akkor az pontosan akkor lehet
graceful, hogyha n = 0,3 (mod 4). Ebben az esetben, legyen V(C,,) =

= {vo,v2,...,Vn_1}.

(i.) Han =0 (mod 4), akkor definialjuk az f csicscimkézést a kovetkezSképpen:
Ha 0 <¢ <n— 2, és i paros, akkor

i
flvi) = 9
Ha 1 <: < 5 — 1, és 7 paratlan, akkor
i—1
flo)=n-— 5
Végiil, ha § +1 <7 <n — 1, és i paratlan, akkor
i—1
o

flo)=n-— 1.

(ii.) Han =3 (mod 4), definialjuk az f cstcscimkézést a kovetkezSképpen:
Ha 0 <7 <n-—1, és i paros, akkor
1

fu) = 9

17
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Hal<i< ”%rl — 1, és i paratlan, akkor

1—1
flvi)=n— B)
Végiil, ha "T'H+l <i<n-—2,és i paratlan, akkor
—1
f(vi)—n—z 5 -1

O

Mivel a tétel bizonyitasa konstruktiv, igy kénnyen lehet implementélni. El§szor
is a cimkéket fogom elkésziteni a graf csicsaihoz, azaz az f fliggvényt fogom
definidlni. Ezutén felhasznalom, hogy a korgraf implementalva van a SageMath
programcsomagban, és egyszertien csak hozzérendelem a cimkéket.

def Labels(n):
L=[]
if (n%4==1 or n%4==2):
return 'A graf nem graceful graf!'
elif (n%4==0):
for i in range(l,n+1):
if (i%2!=0):
L.insert (i, (i-1)/2)
else:
if(i<=n/2):
L.insert(i,n+1-i/2)
else:
L.insert(i,n-i/2)
elif (n)4==3):
for i in range(l,n+1):
if (i%2==0):
L.insert(i,n+1-i/2)
else:
if (i<=(n-1)/2):
L.insert (i, (i-1)/2)
else:
L.insert (i, (i+1)/2)

return L

def Cycle_graph(n):
labels=Labels (n)
G=graphs.CycleGraph(n)
G.relabel(labels,inplace=True)
for u,v,l in G.edges(): G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))
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return G.graphplot (edge_labels=True,edge_color='blue',

vertex_color="'yellow',vertex_size=200,graph_border=True) .show()

@,H’@‘ﬁ\@

11 1

@ ®

10 2

4.1. dbra. Co graf

4.2. B,, grafok

4.2.1. Definicié. Legyen G = (V| E, p) véges, egyszerd graf. V csicsai legyenek
rendre vg, V1, ..., Un, U, UL, - - -, Upn. lekintsik a vy cstcsot, és kossiik Ossze éllel
az Osszes cstuccsal. Ezutan tekintsiik az ug csticsot, és kossik Ossze éllel az dsszes
cstcesal, kivéve vg-val, hiszen a graf egyszerd. Az igy konstrudlt G grafot B,, ,,-nel
jeloljik, és sapka grafnak nevezziik.

Megjegyzés. A sapka nevet a graf jellegzetes kinézete alapjan kapta. Tovabba errdl
a grafrol Samir Vaidya és N. H. Shah 2013-as cikkeében [6] olvashattunk elGszor.

4.2.1. Tétel. A B, ,, grdf egy graceful grdf.

Bizonyitds. Tekintsiik el6szor a By, , grafot. Ennek a csticsai rendre vg, vy, ..., vp,
UQ, Uy, ..., Uy. Tovabbé, vy és ug jelolje a két kitiintetett csticsot. Tgy ennek
a grafnak Osszesen 2n + 2 darab cstcsa van, azaz |V(B,,)| = 2n + 2, illetve
4n + 1 darab éle, azaz |E(B,, )| = 4n + 1. Tekintsiik a kovetkezd cstucscimkézést
[:V(G)—{0,1,...,4n+ 1} esetén.
Legyen

f(vo) =0, illetve f(up) =4n+ 1.

Ha 1 <1 < n, akkor

fw) =i, illetve  f(ug) = f(vn) +i.
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Ez az f fliggvény viszont a graceful tulajdonsdg miatt, definidl egy f* bijektiv
fliggvényt, amely az élekhez rendel cimkéket, vagy szamokat.

Azaz f*: E(G) — {1,2,...,4n+1}. Mivel az f* egy bijektiv fiiggvény, értékkész-
lete {1,2,...,4n+1}, igy f graceful cimkézése B,, ,-nek, azaz a B, ,, graf graceful
graf. O

A SageMath programcsomag programozéisi nyelve a Python programnyelv.

Viszont ebben a csomagban mar az alapvetd fiiggvények implementaldsra keriil-
tek, igy azokat a fiiggvényeket mar nem kell nekiink megfrnunk, hanem importalas
segitségével nyugodtan felhasznalhatjuk ezeket.
Az implementélas sorén egy egyszeri fliggvényt definidltam, amely bemenetként
a By, grif n értékét varja. A fiiggvény lefutdsa utan egy listat fog visszaadni,
amiben szerepelni fognak a csticsoknak a cimkéi. A cimkéknek a konstrukcidja a
bizonyitasban leirt médon fog zajlani.

def Labels(n):

L=[]

L.insert (0,0)

L.insert(1,4#*n+1)

szamlalo=2

for i in range(l,n+1):
L.insert (szamlalo,i)
szamlalo=szamlalo+1

temp=1len (L)

for i in range(l,n+1):
L.insert(szamlalo,L[temp-1]+1i)
szamlalo=szamlalo+1

return L

Bar a SageMath-ban vannak beépitett grafok, viszont a csicsok hozzaren-

delésekor nekiink figyelniink kell az egyértelmd hozzarendelésre. Sajnos a beépitett
grafoknal az indexelés miatt gyakran a listank elemeit nem lehet hozzarendelni
a csticsokhoz. Igy egy fiiggvényt definidlunk, amely elGszor is felépiti a kivant
grafot. Ennek alapértelmezetten a csicsok cimkéi 0-t6l (2n — 1)-ig tartanak.
A hozzérendelés utan a vizudlis részét is nekiink kell megtervezni, mivel a graf
elkészitése utan a SageMath nem ugyanigy fogja szemléltetni a grafokat a futtata-
sok utan. Tovabba, el6fordulhat, hogy néhény csiicsot ugyanarra a koordinatara
fog helyezni a beépitett fiiggvény. Viszont lehetdségiink van koordinatak segit-
ségével megadni, hogy hogyan szeretnénk adbrazolni a grafunkat. Ehhez csak ki
kell szdmolni az X, illetve Y koordindtakat. Jelen esetben a két kitiintetett csi-
cson kiviil minden csticsot kor struktiaraban jelenitettem meg, mig a két kimarado
csicsot a kordn kiviilre helyeztem, az atlathat6sag miatt.
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Az n bemenetre csak azt koveteljiikk meg, hogy pozitiv egész szam legyen, hiszen
mar n = 0 esetén is létezik graf. Ez a graf ebben az esetben a Ky graf lesz, azaz
a 2 csicsu teljes graf, amirdl tudjuk, hogy graceful graf.

4.2. dbra. Bs 5 graf 4.3. &bra. Big,10 graf

def Cap_graph(n):
if n>0:

labels=Labels (n)

G=Graph ()

G.add_vertex(0)

G.add_vertex(2*n+1)

G.add_edges ([(0,2*n+1)])

for i in range(1,2*n+1):
G.add_edges([(0,1i)])

G.relabel (labels,inplace=True)

labels.pop(0)

labels.pop(0)

for i in labels:
G.add_edges ([(4*n+1,i)])

pos_dict={}

j=0

for i in labels:
x = 3xfloat(2*cos(pi/2 + ((2*pi)/(2*n))*j))
y = 3xfloat(2*sin(pi/2 + ((2*pi)/(2*n))*j))
j=j+1
pos_dict[i] = [x,y]

pos_dict[0]=[10,10]

pos_dict[4#n+1]=[-10,10]

for u,v,l in G.edges(): G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',vertex_color='yellow',

vertex_size=300) .show()

else:
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print ("Ilyen paraméterrel a graf nem graceful graf!")

4.3. G, grafok

4.3.1. Definicié. Tekintsiik a C,, = (V, E, ) kérgrafot, ahol V' = {vy,va,...,v,}.
Vegyiink egy v ¢ V csucsot, és valasszunk egy v; € Cy, (i = 1,...,n) tetszbleges
csicsot. Legyen v szomszédos azokkal a cstucsokkal, amellyel a v; csiics is szom-
szédos volt. Jeldljiik az igy adodé 0j grafot G,,-nel.

Megjegyzés. Hasonléan, mint az el6z8 grafcsaladnal itt is Samir Vaidya definidlta
ezeket a grafokat. A cikkben [7] azonban a konstruktiv bizonyitas soran

azn =0 (mod 4) eset hibasan szerepel. Ha az § altala leirt konstrukciot hasznél-
nam, akkor n = 8-ra még helyes lenne a cimkézés, viszont nagyobb n esetén mar
az éleknek a szamozasa nem lenne bijektiv, igy nem lehet graceful a graf. A hiba
az

sy =+ - (1),

ami helyett a helyes formula a kovetkez6 lenne:

F) = (n+2) - (igl) 1

Tovabba, ugyanebben az esetben, hogyha az i = "TH +1, akkor a megadott képlet
helytelen eredményt adhat. A helyes cimke a v; csics esetén a kévetkezd lenne:

n+1—1

floi) = —

4.3.1. Tétel. Ha 3 < n, akkor a G, grdfok graceful grdfok.

Bizonyitds. Legyenek vy, va,...,v, a Cy graf csicsai, és készitsiik el a fent lefr-
taknak megfelelGen a G grafot. Tegyiik fel, hogy a tetszSlegesen kivalasztott csics
a vy volt, és az 0j csucsot jeloljik v-vel. Legyen f: V — {0,1,...,n+ 1}, és
definidljuk a kévetkezéképpen:

(i.) Azn =0 (mod 4) eset, ahol n # 4.
Ebben az esetben a kévetkezSképpen definidljuk az f csacscimkézést:

f(v) =0, illetve  f(v1) = % + 1.

Tovabbd, ha 2 < i < 7, és 7 paros:

fv)=(n+2)— (:2)
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(iii.)

Ellenkezs esetben:

Hai= 2§ + 1:
flvi) = —5—

Ha 5 + 3 <i < n, és 1 paratlan:

— 1
fwi)=mn+2)— <Z 5 > —1.
Ellenkez6 esetben: )
1 — 2

flo) = —;

Az n=1 (mod 4) eset.
Ebben az esetben a kévetkezSképpen definidljuk az f cstcscimkézést:
n+1

f(v) =0, illetve f(v1) = 5

Tovabb4, ha 2 < i < 2 és i péros:

sy =+ - (52).

Ellenkezs esetben:

Ha ”T‘"g < i < n, és i paratlan:

f(vi) = (n+2)— (Z;1>

Ellenkez6 esetben: )
7
fvi) = 9

Az n =2 (mod 4) eset.
Ebben az esetben a kévetkezSképpen definidljuk az f cstcscimkézést:

f(v) =0, illetve f(vn) = g + 3.

Tovabba, ha 2 < < ”TH, és 1 paros:

ro) =+ - (52).

Ellenkezs esetben:
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Ha "TJrg < i < n, és i paratlan:

s =) - (57).

Ellenkezs esetben:

Az n =3 (mod 4) eset.
Ebben az esetben a kévetkezSképpen definidljuk az f csacscimkézést:

f(v) =0, illetve flvr) = n;— 1.

Tovabba, ha 2 <4 < 2 és i péros:

sy =+ - (152).

Ellenkezs esetben:

Ellenkezs esetben:

Az igy definialt cstcscimkézés egy f* élcimkézést indukalt, ahol az f* bijektiv, igy

az f cstcscimkézés egyben graceful cimkézés is, tehat a G, graf graceful graf. O

Megjegyzés. A bizonyitasban nem esett sz6 az n = 4, és az n = 6 esetekrél. Ezzel

a konstrukcioval bar nem cimkézhets jol a graf, gy hogy graceful tulajdonsagn

legyen, viszont megadhat6 olyan csicscimkézés, ahol teljesiil a graceful tulajdon-

Sag.
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Hasonléan, mint az el6z6 grafcsalad esetében, itt is a cimkézés implemen-

talasaval kell kezdeni, ami a kévetkez&képpen néz ki Python programnyelven:

def Labels(n):
L=[]
if n==4:
L=[4,6,0,5,3]
elif n==6:
L=[0,1,6,3,2,4,8]
ifn’ 4 == 0 and n!=4 :
L.insert (0,0)
L.insert(1,n/2+1)
for i in range(2,n+1):
if 2<=i<=n/2+2:
if i % 2==0:
L.insert(i, (n+2)-(i-2)/2)
else:
L.insert(i, (i-1)/2)
elif i==(n+4)/2+1:
L.insert(i, (n+i-1)/2)
else:
if i % 2==0:
L.insert (i, (i-2)/2)
else:
L.insert(i, (n+2)-(i-1)/2-1)
elif nl4==
L.insert (0,0)
L.insert (1, (n+1)/2)
for i in range(2,nt+1):
if 2<=i<=(n+1)/2:
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if 1%2==0:

L.insert (i, (n+2)-(i-2)/2)

else:
L.insert (i, (i-1)/2)
else:
if 1%2==0:
L.insert(i,i/2)

else:

L.insert (i, (n+2)-(i-1)/2)

elif nJ4==2 and n!=6:
L.insert (0,0)
L.insert(1,n/2+3)
for i in range(2,n+1):
if 2<=i<=(n+4)/2:
if i%2==0 :

L.insert (i, (n+2)-(i-2)/2)

else:
L.insert (i, (i-1)/2)
if i==(n+4)/2+1:
L.insert(i,i/2)
if (n+8)/2<=i<=n:
if i%2==0:
L.insert (i, (i+2)/2)

else:

L.insert (i, (n+2)-(i-3)/2)

elif n)4==3:
L.insert (0,0)
L.insert (1, (n+1)/2)
for i in range(2,n+1):
if 2<=i<=(n+1)/2:
if 1 % 2==0:

L.insert (i, (n+2)-(i-2)/2)

else:
L.insert (i, (i-1)/2)
else:
if 1%2==0:
L.insert(i,i/2)

else:

L.insert (i, (n+2)-(i-1)/2)

return L

Hasonléan, mint az el6z6 grafcsalad esetében el@szor itt is a kort kell elsének
megkonstrualni. Miutdn megvan a szokasos rendezést hasznalva, illetve a cimkéket
felhasznélva megkapjuk a G, grafot.
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def G_n(n):
if n>=3:

labels=Labels (n)
G=Graph ()
G.add_vertex()
for i in range(l,nt+1):
if il=n:
G.add_edges ([(i,i+1)1)
else:
G.add_edges([(i,1)1)
G.add_edges ([(0,2),(0,n)])
G.relabel (labels, inplace=True)
pos_dict={}
labels_0O=labels.pop(0)
j=0
for i in labels:
x = 3xfloat(2*cos(pi/2 + ((2*pi)/(n))*j))
y = 3xfloat(2*sin(pi/2 + ((2*pi)/(n))*j))
j=j+1
pos_dict[i] = [x,y]
pos_dict[labels_0]=[0,10]

for u,v,l in G.edges(): G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_labels=True,

edge_color='blue',vertex_color='yellow',

vertex_size=300,graph_border=True) .show()

4.6. abra. G15 gréf
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4.4. Medal grafok

Medal grafokkal (angol nevén Pendant Graphs), mar a szakdolgozatomban is
foglalkoztam, ahol kiilénb6zé eseteket mutattam be, amelyek fiiggtek a legkisebb
szamu cimke elhelyezésétsl. A most bemutatott formulat 2000-ben Watson is-
mertette dolgozataban [8].

4.4.1. Definicié. Legyen G = (V, E, @) véges, egyszeri graf. V cstcsai legyenek
rendre vg, U1, ..., Un_1,U0, UL, - - -, Un—1. Ha 0 <7 <n—2, akkor a v; cstcs legyen
szomszédos a v;4+1 cstcesal,illetve ha ¢ = n—1, akkor v, legyen szomszédos a vy
cstccsal. Tovabba, minden 0 < ¢ < n — 1 esetén a v; legyen szomszédos az u;-vel.
Az igy konstruélt grafot medal grafnak nevezziik. Jel6ljiik M, -nel.

4.4.1. Tétel. Az M, grdfok graceful grdfok.

Bizonyitds. A bizonyitas konstruktiv médon fog torténni. Legyenek M, cstcsai

rendre vy, V2, ..., Up, UL, U, . . . , Up.

(i.) Azn =0 (mod 4) eset.
Ebben az esetben a kovetkezGképpen definidljuk az f cstcscimkézést:

i—1 ,hai=1,3,...,2 1
flo) =4 i ,hai=2+1,243,....,n—1
2n+1—14¢ , hai=2,4,...,n,

illetve

2n — f(v;) yhai=1,2,...,%
flui) = . _n n
2n+1—f(v;)) ,hai=5+1,5+2,...,n.

(ii.) Azn =1 (mod 4) eset.
Ebben az esetben a kdvetkez6képpen definidljuk az f csacscimkézést:

1 —1 ,hai=1,3,...,n, ahol i # "t
n—3 , hai="1H
J(vi) = . o2 1
2n+1—'l ,hCLZ:2747...,T
. . 3 7
2n — 14 ,hal—%,%,...,n—l,
illetve
2n — f(vi) ,hai=1,2,...,%53
2n+1— f(v;) , hai= "1
f(uz): ' n—2i-1

2n—2—f(v1) ,h@i:T
2n — 1 — f(v;) ,haz':”T*'?’,”T%,...,n.
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(iii.) Az n =2 (mod 4) eset.
Ebben az esetben a kivetkez6képpen definidljuk az f cstucscimkézést:

i—1 ,hai=1,3,...,n, ahol i # 5
-2 hai=2
N J 2 , 2

F(vi) m+1—i ,hai=24,.,2-1

2n — 1 yhai=5+1,5+3,...,n,
illetve

2n — f(v;) yhai=1,2,...,%
n+1—f(v;)) , hai=%—1

flui) = Flw)

2n—2— f(v;) , hai=
2n—1— f(v;) , hai=

[SISENSE N N

(iv.) Az n =3 (mod 4) eset.
Ebben az esetben a kovetkezGképpen definidljuk az f cstcscimkézést:
i—1 ,hai=1,3,..., %t
flu)=14q 1 ,hai:"T”,”T”,...,n
2n+1—1 , hat=2,4,...,n—1,

illetve
Flug) = 2n — f(vi) ,hai:1,2,...,"7+1
Y 2n+1—f(vy) , hadi="E2 085,

Az igy meghatarozott f csucscimkézés egy f* élcimkézést indukal, ami bijektiv,
igy teljesiil a graceful tulajdonsag, tehat M, graceful graf. O

Megjegyzés. A felhasznalt irodalomban a bizonyitas soran itt is elirds tortént,
mégpedig n = 3 (mod 4) esetben, ahol a helyes érték 2n — i, és nem 2n — 1.
Tovabb4, n = 1 (mod 4) esetben, a szerzd "Tf?’ értéket adott meg, viszont a

helyes érték n — 3.

def Labels(n):
L=[1
if n % 4==0:
for i in range (1,n+1):
if i<=(n/2)-1 and i%2!=0 :
L.insert(i-1,i-1)
elif i<=n-1 and i%2!=0 and i>n/2:
L.insert(i-1,1)
else:
L.insert(i-1,2%n+1-1i)

for j in range (1,n+1):
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if n % 4

for

for

if j<=n/2:
L.insert(n+j-1,2*n-L[j-1])

else:
L.insert(n+j-1,2*n+1-L[j-1])

==1:

i in range(l,n+1):

if i!'=(nt+1)/2 and i%2!'=0:
L.insert(i-1,i-1)

elif i==(n+1)/2:
L.insert(i-1, (n-3)/2)

elif i<=(n-1)/2 and 1i%2==0:
L.insert (i-1,2#*n+1-1)

else:
L.insert(i-1,2#%n-1i)

j in range(1,n+1):

if j<=(n-3)/2:
L.insert(n+j-1,2*n-L[j-1])

elif j==(n-1)/2:
L.insert(n+j-1,2*n+1-L[j-1])

elif j==(n+1)/2:
L.insert(n+j-1,2%n-2-L[j-1])

else:
L.insert(n+j-1,2*n-1-L[j-1])

if n % 4==2:

for

for

i in range(l,n+1):

if i!'=n/2 and i%2!=0:
L.insert(i-1,i-1)

elif i==n/2:
L.insert(i-1,n/2-2)

elif i<=n/2-1 and 1i%2==0:
L.insert (i-1,2#*n+1-1)

else:
L.insert(i-1,2#%n-1i)

j in range(1,n+1):

if j<=n/2-2:
L.insert(n+j-1,2*n-L[j-1])

elif j==n/2-1:
L.insert(n+j-1,2*n+1-L[j-1])

elif j==n/2:
L.insert(n+j-1,2%n-2-L[j-1])

else:
L.insert(nt+j-1,2%n-1-L[j-1])

if n % 4==3:

for

i in range(l,n+1):
if i<=(n-1)/2 and i%2!'=0:

L.insert (i-1,i-1)
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elif i<=n-1 and i%2==0:

L.insert(i-1,2#*n+1-1)

else:

L.insert(i-1,1)

for j in range(1l,n+1):
if j<=(n+1)/2:

L.insert(n+j-1,2*n-L[j-1])

else:

L.insert(n+j-1,2*n+1-L[j-1])

return L

31

A graf megalkotasa:

def Graph(n):
G=graphs .CycleGraph (n)
for i in range(O,n):
G.add_vertex()
G.add_edge((i,n+i))

return G

4.7. abra. M20 graf
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A graf dbrazolasa:

def draw(G, L):

temp=n

R1=20

R2=30

pos_dict = {}

for i in range(len(L)/2):
x=R1x*float (cos (((2*pi)/(len(L)/2))*1i))
y=Ri*float (sin(((2*pi)/(len(L)/2))*i))
pos_dict[L[i]] = [x,y]

for i in range(len(L)/2,len(L)):
x=R2*float (cos (((2*pi)/(len(L)/2))*1i))
y=R2#float (sin(((2*pi)/(len(L)/2))*1i))
pos_dict[L[i]] = [x,y]

G.relabel( [ L[i]l for i in range(G.order()) 1, inplace=True)

for u,v,l in G.edges():
G.set_edge_label (u,v,abs(u-v))
pl = G.graphplot(pos=pos_dict,edge_color='blue',

vertex_color=’yellow',vertex_size=200,graph_border=True)

pl.show(figsize=[4,7])

4.5. Alkerék grafok

A szakdolgozatomban kiilonb&z6 specialis kerék grafokat vizsgaltam, amirél belét-
hato volt, hogy létezik graceful cimkézése ezeknek a grafoknak. Most viszont nem
1j kerekekkel fogom béviteni a grafot, hanem épp sziikiteni fogom azt. A most
bemutatott grafokat G. Sethuraman és K. Sankar definidltak 2015-ben kiadott
cikkiikben [9].

4.5.1. Definicio. Legyen SW,, = (V, E, ) egy véges, egyszeri graf. Induljunk ki
a W (n) kerékgrafbol. Jeloljik el a kozépponti csiicsot ug-val, a tobbi cstcs pedig
legyen rendre uy,uo, ..., u,. Vegylk azokat az éleket, amelyekre ug illeszkedik, és
osszuk fel azokat. Tovabba, a maradék éleket is osszuk fel hasonléan. Azaz V =

= {ug, ur,u2, ..., Up, Upt1 ..., Usp, W1, W3 . .., Wy} adodik, ahol w; jeldli a maradék
élek felosztasa soran keletkezett tjabb cstucsokat.(i = 1,...,n) Az igy megalko-
tott SW,, grafot, alkerék grafnak nevezziik, ahol n a kiindulé kerék grafnak a

csticsszama.
4.5.1. Tétel. Ha 4 <n, és pdros, akkor az SW,, grif graceful grdf.

Bizonyitas. Az SW,, graf cstucsainak szama 3n+ 1, mig éleinek szama 4n. Jeloljiik
m-mel az éleknek a szamat. Tovabba, legyen f : V(SW,) — {0,1,...,m} cstcs-
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cimkézés, és definidljuk a a kdvetkezSképpen:
f(uo) =0,

m-+1—1 ,hal1<i<n
flug) = . ,
2i—1—=2n , han+1<i<2n.

Tovébba,

67 — 2 ,hal1<i< 3§
flw;) = . n .
dn+1— 23 ,ha§+1§2§n.

Az igy megkonstrualt f fliggvény egy f* bijektiv fiiggvényt indukal, amellyel
teljesiil a graceful tulajdonsag, igy SW,, graceful graf. O

A cikkben csak a paros esetet mutattak be a szerzdk, a paratlan esettel nem
foglalkoztak, viszont leirtdk, hogy az a sejtésiik, hogy pératlan esetben is ezek a
grafok graceful grafok.

Megvizsgaltam a backtrack-algoritmussal az n = 5, illetve n = 7. A backtrack-
algoritmus segitségével pillanatok alatt megoldashoz juthatunk. n = 5 esetén

legyen a kozponti csticsunk v, a bels§ csicsok legyenek vy, ..., v5, mig a kiils6
gylrin 1évs csacsok legyenek wvg,v7,...,v15. A cstcsok cimkéit reprezentéiljuk

egy tombben, azaz [f(v), f(v1), f(v2), ..., f(via), f(v15)].

Ebben az esetben egy lehetséges graceful cimkézés a kovetkez6képpen néz ki:
[0,20,12,17,16,15,1,2,4,7,3,10,5,18,9,19].

Hasonl6éan n = 7 esetén tomb reprezentaciéban, a graceful cimkézés a kovetkez6kép-
pen néz ki: [0,16,27,24,26,22,25,28,1,2,4,7,3,8,14, 5,12, 20, 6, 23, 10, 21].
Tovabba, az implementalas elsS 1épése még mindig a cimkéknek a legyirtasa lesz.
Viszont a gondot épp a csicscimkézés definidlasa okozza, hiszen a listdba az ¢
valtozo6 szerint keriilnek bele a cimkék. A pozicié megadasanal, viszont nem lehet
ezeket egyszertien csak abrazolni. Részlistakat kell létrehozni, amely segitségévél
elészor a belsd gytrit fogjuk megalkotni, majd a kiils6 gytrit. ElGszor a kdzponti
csiicsnak adjuk a cimkét, amely minden esetben 0 cimke fog lenni. Majd felcimkéz-
ziik a bels6 gytirtt az egyik részlista cimkéivel, illetve hasonléan a kiils§ gydrtit a
mésik részlista cimkéivel.

def Labels(n):
L=[1
L.insert (3*n+2,0)
for i in range(1,2*n+1):
if 1<=i<=n:
L.insert(i,4*n+1-1)
elif n+1<=i<=2*n:
L.insert(i,2*i-1-2#n)
for j in range(1l,n+1):
if 1<=j<=n/2:
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L.insert(j+2*n+1,6%j-2)
elif (n/2)+1<=j<=n:
L.insert(j+2*n+1,4*n+1-2%j)

return L

def

graph(n) :

labels=Labels(n)

L=Labels(n)

temp_0=L[n+1:2*n+1]

temp_1=L[2#*n+1:3*n+1]

Z=L[1:n+1]

T=L[n+1:3*n+1]

K=[]

j=len(K)

for i in range(O,n):
K.insert(j,temp_0[i])
j=j+1
K.insert(j,temp_1[i])
3=+

t=K.pop (len(K)-1)

K.reverse()

K.insert(len(K),t)

G=Graph ()

G.add_vertex(0)

for i in range(l,n+1):
G.add_vertex(i)

for i in range(nt+1,3*n+1):
G.add_vertex(i)

G.relabel (labels,inplace=True)

for i in range(0,len(K)):
if i!=len(K)-1:

G.add_edges ([(K[i],K[i+11)1)
else:
G.add_edges ([(K[i],K[01)1)

j=0

szamlalo=0

for i in range(0,len(X),2):
G.add_edges ([(K[i],Z[szamlalo])])
szamlalo=szamlalo+1

j=i*1

pos_dict={}
j=0
for i in Z:
x = 2b*float(2*cos(pi/2 + ((pi)/(len(Z)/2))*j))
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y = 26%float(2*sin(pi/2 + ((pi)/(len(Z)/2))*j))
j=j+t
pos_dict[i] = [x,y]

j=0

for i in K:

50*%float (2*cos(pi/2 + ((pi)/(len(X)/2))*j))
y = 50*float(2*sin(pi/2 + ((pi)/(len(K)/2))*j))
j=j+

X

pos_dict[i] = [x,y]
pos_dict [0]=[0,0]

for i in range(4*n,3*n,-1):
G.add_edges ([(0,i)])

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',vertex_color='yellou',
vertex_size=300) .show()

def sub_wheel(n) :

if nj2==0:
graph (n)

clEas

return "Paratlan esetre ez a konstrukcié nem hajthatd végre!"

4.8. abra. SWy graf 4.9. abra. SWyo graf

4.6. Sin grafok

4.6.1. Definicio. Legyen G = (V, E, p) véges, egyszert graf. Tekintsiik a Py
utgrafot. Az utgraf minden cstcsan végezziink zart fiil ragasztast ugyanolyan
m hosszu fiilekkel. Ezen fiilek nem tartalmaznak kozos csicsot. Az igy kapott
[Py, Cpy] grafot sin grafnak nevezziik, és jeloljiik Sk ,,-mel.
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Megjegyzés. Fzeket a grafokat 2018-ban két indiai kutato S. Venkatesh és N.Amir-

thavahini mutatta be el6szor cikkiikben [10].

4.6.1. Tétel. Az Sy, grdf pontosan akkor graceful, hogyha m =0 (mod 4).

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg az Sy, grafot. Erre a grafra a kovetkezdek igazak:
p = |V(Skm)| = mk, és q := |E(Skm)| = mk + k — 1. Tovabba, a graf csucsai
legyenek ¢ = 1,2,...,k esetén v; 1,v;2...,0;m. Definidljuk az f cstcscimkézést a

kovetkez6képpen:

f(vl,l) = q) illet’l}e f(’l)172) = O

Ha j paratlan, akkor

Ha 2 <i <k, és ¢ péaros, akkor
fwin) = f(vicim—1) — 1,
f(vi2) = f(vicim) + 1,

j—1
v ) = f(vi1) — i , ha3 <j<m-—1¢ésjparatlan,
5] ’ 2

illetve ‘
Flvig) = f(vi72)+%_1 , ha 4 <j < 75 és jparos
" floia)+4  , ha™ <j<mésjpiros.

Ha 3 <i < k, és i paratlan, akkor
foin) = fwicim-1) — 1,

fviz) = fviim) +1,
f(vij) = f(vi2) + <]_22), ha 4 < j <'més j paros,
illetve
Fluig) = { fvi) + % -1 ,had3<y .S 5 éfjpd?jatlan
flvin) + 5= , ha B < j < mésjparatlan.

Az igy konstrualt f fliggvény egy f* bijektiv élcimkézést indukal, amibdl

kivetkezik, hogy teljesiil a graceful tulajdonsag, igy Sk, graceful graf.

A cimkézés implementalasa a fentebb lathato modon torténik.

O
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def Labels(k,m):
L=[1
q=m¥k+k-1
L.insert(0,q)
szamlalo=1
for j in range(2,m+1):
if j%2!=0 and 3<=j<=m/2:
L.insert(szamlalo,q- (j-1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
elif j/%2!=0 and m/2<j<=m:
L.insert(szamlalo,q-(j+1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert(szamlalo,j/2-1)
szamlalo=szamlalo+1
for i in range(2,k+1):
if i2==0:
L.insert(szamlalo,L[szamlalo-1]+1)
szamlalo=szamlalo+1
temp_0=L[szamlalo-3]-1
temp_1=L[szamlalo-1]
for j in range(3,m+1):
if j%2!=0:
L.insert(szamlalo,temp_0-(j-1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
elif j%2==0 and 4<=j<=m/2:
L.insert(szamlalo,temp_1+j/2-1)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert(szamlalo,temp_1+j/2)
szamlalo=szamlalo+1
L.insert(szamlalo,temp_0)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert(szamlalo,L[szamlalo-3]-1)
szamlalo=szamlalo+1
L.insert(szamlalo,L[szamlalo-3]+1)
szamlalo=szamlalo+1
temp_0=L[szamlalo-2]
temp_1=L[szamlalo-1]
for j in range(3,m+1):
if j%2!=0 and 3<=j<=m/2:
L.insert(szamlalo,temp_0-(j-1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
elif j/%2!=0 and m/2<j<=m:
L.insert(szamlalo,temp_0-(j+1)/2)
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szamlalo=szamlalo+1

else:
L.insert(szamlalo,temp_1+(j-2)/2)
szamlalo=szamlalo+1

return L

A graf konstrukcidja soran eldszor az utgrafot készitjiik el, majd zart fiileket ra-
gasztunk ra. A pozicionalés eltolasokkal, és tiikrozésekkel valosul meg, igy a végss
grafunk abréazolasa hasonlit az informatikaban hasznalt sin/busz topologiara.

def bus_graph(k,m) :
if mj)4==0:
G=Graph ()
labels=Labels (k,m)
temp=0
while (temp!=k) :
for i in range (O+temp*m,m+temp*m) :
if i!=m-1+temp*m:
G.add_edges ([(i,i+1)])
else:
G.add_edges ([(i,0+temp*m)])
temp=temp+1
for i in range(0,k-1):
G.add_edges ([((m-1) +i*m,2*m-1+i*m)])
G.relabel(labels,inplace=True)
pos_dict={}
s=[1
szamlalo=0
for i in range(0,k):
S.insert(szamlalo,labels[(m-1)+i*m])

szamlalo=szamlalo+1

pos_dict={}

x=0

for i in S:
x=x+100
y=0
pos_dict[i] = [x,y]

j=1

r=20

temp=0

fix=0

valto=1

while (temp!=k#*m) :
if valto}2==0:
for i in range(O+temp,m+temp) :
x = r*float(2*cos(pi/2 + ((2*pi)/(m))*j))+fix
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4.6. SIN GRAFOK

y = r*float(2#sin(pi/2 + ((2*pi)/(m))*j))
j=j+1
pos_dict[labels[il] = [x,y]
fix=fix+100
temp=temp+m
valto=valto+1
else:
for i in range(O+temp,mttemp) :
x = r*float(2*cos(pi/2 + ((2*pi)/(m))*j))+fix
y = rxfloat(2*sin(pi/2 + ((2*pi)/(m))*j))-80
3=3+1
pos_dict[labels[il] = [x,-y]
fix=fix+100
temp=temp+m
valto=valto+1
e_edge=[]
szamlalo=0
for u,v,l in G.edges():
e_edge.insert(szamlalo,abs(u-v))
szamlalo=szamlalo+1
G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))
e_edge.sort ()
print(”Elek_cimkéi: ")
print (e_edge)

for u,v,l in G.edges(): G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',

vertex_color='yellow',vertex_size=300) .show(figsize=[10,20])
else:

print ("Sajnos nem felel meg az m érték a feltételeknek!")

4.10. 4bra. S6,8 gréf
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4.7. Cy(C,) grafok

4.7.1. Definici6é. Legyen G = (V, E, ) véges, egyszerd graf. Tekintsiik a Cp,
korgrafot. A korgraf minden csiicsan végezziink zart fiil ragasztast ugyanolyan
n hossza fiillekkel. Ezen fiilek nem tartalmaznak kozos cstucsot. Az igy kapott
[Chy, Cn] grafot korlanc grafnak nevezziik.

4.7.1. Tétel. A [C,,,, Cy] grdf, pontosan akkor graceful grdf, ha ng,n =0 (mod 4).

Bizonyitds. Legyenek a Cp, graf csucsai rendre vy, vo,...,vp,, mig C), cstcsai
rendre v; 1,2, ..., Vin, ahol 7 jeloli, hogy melyik kérben taldlhat6 az adott cstcs.
p = ng + no(n — 1) csicsok szama, és g = ng + non az élek szama. Definidljuk az
f cstucscimkeét a kovetkezSkeéppen, ahol f: V([Ch,, Cn] — {1,2,...,¢}:

f(vl,l) == q) illet’l}e f(’l)172) —= O

florn) + 45+, ha j <% és j paratlan
flog) =9 fluin) =I5, ha } <jés j paratlan

3 - , ha j paros.

Tovabba, ha 3 <i < ng, i paratlan, és i # % + 1, akkor
fwin) = f(vic1n-1) — 1, illetve  f(vi2) = f(vic1) + 1.

Ha i = % 4 1, akkor
f(vig) = f(vi-1n) + 2.
Ha 3 < j <n, akkor

fvig) + % , ha j < és j paratlan
f(vij) =1 flvia) — % , ha 2 < j és j paratlan
f(viz)+ 34 —1 , haj pdros.

Tovabba, ha 2 <i < ng, i paros, és i # % + 1, akkor
f(’l)z"l) = f(’Uz'—l,n—l) — 1, illetve f(’l)@z) = f(%’—l,n) + 1.

Ha i = % + 1, akkor
fvi2) = f(vicin) +2.
Ha 3 < j < n, akkor

f (v, )+]T , ha j paros
f(vij) = f(vlg) + % 1 , ha4<j<?%yésjparos
f(vi2) —I—% , ha j paros és § < j.

Az igy definialt f csticscimkézés egy f* bijektiv élcimkézést indukal, amelybdl
kovetkezik, hogy teljesiil a graceful tulajdonsag, igy a graf graceful graf. O



A cimkézés implementaldsa a szokdsos modon zajlik. Viszont az implementalas
soran a cikkben szerepl6 formulat alkalmazva nem sikeriilt legyartani a cimkéket,
mivel a cikkben egy eliras tortént a bizonyitas paros esetében. Ez csak egy szimpla
indexelési hiba, ahol a helyes érték az f(v;2) lenne, és nem az f(v;1).

def Labels(n_O,n):
L=[1
p=n_0+n_0*(n-1)
gq=n_0+n_0*n
szamlalo=0
L.insert(szamlalo,q)
szamlalo=szamlalo+1
L.insert (szamlalo,0)
szamlalo=szamlalo+1
for j in range(3,n+1):
if j%2!'=0 and j<n/2:
L.insert(szamlalo,L[0]-(j-1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
elif j%2!=0 and j>=n/2:
L.insert(szamlalo,L[0]-(j+1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert(szamlalo,j/2-1)
szamlalo=szamlalo+1
for i in range(2,n_0+1):
if i % 2 ==0:
L.insert(szamlalo,L[len(L)-2]-1)
szamlalo=szamlalo+1
if i!'=n_0/2+1:
L.insert (szamlalo,L[len(L)-2]+1)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert (szamlalo,L[len(L)-2]+2)
szamlalo=szamlalo+1
temp_1=L[len(L)-2]
temp_2=L[len(L)-1]
for j in range(3,n+1):
if j%2!=0:
L.insert(szamlalo,temp_1-(j-1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
elif j%2==0 and 4<=j<=n/2:
L.insert(szamlalo,temp_2+j/2-1)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert(szamlalo,temp_2+j/2)

szamlalo=szamlalo+1
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else:

L.insert(szamlalo,L[len(L)-2]-1)

szamlalo=szamlalo+1
if i'=n_0/2+1:

L.insert (szamlalo,L[len(L)-2]+1)

szamlalo=szamlalo+1

else:

L.insert (szamlalo,L[len(L)-2]+2)

szamlalo=szamlalo+1
temp_1=L[len(L)-2]
temp_2=L[len(L)-1]
for j in range(3,nt+1):
if j%2!'=0 and j<n/2:

L.insert(szamlalo,temp_1-(j-1)/2)

szamlalo=szamlalo+1
elif j%2!=0 and j>=n/2:

L.insert(szamlalo,temp_1-(j+1)/2)

szamlalo=szamlalo+1

else:

L.insert(szamlalo,temp_2+j/2-1)

szamlalo=szamlalo+1

return L

Mivel egy viszonylag sok cstucsot tartalmazé grafrél beszéliink, igy a pozi-
ciondlds nem egyszerd. Az egyszerd kordk pozicionalasa a szokdsos méddon tértént,
viszont az atlathat6sdg miatt, jobbnak lattam, hogyha az alap Cj, grafot nem
kornek adbrazolom, hanem bizonyos esetekben cikk-cakkosan.

© e N S Uk W N =

e e e e e e e
o N o Utk W N = O

def cycles(n_0,n):
labels=Labels(n_0,n)
G=Graph ()

db=0
temp=0
while(db<n_0):
for i in range(O+temp,n+temp) :
if i'!'=n-1+temp:
G.add_edges ([(i,i+1)1)
else:
G.add_edges ([(i,0+temp)])
temp=temp+n
db=db+1

temp=1
while(1):
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G.add_edges ([(temp*n-1,temp*n)])

if (temp*n<len(G.vertices())-n):

G.add_edges ([(temp*n, (temp+2)*n-1)]1)
temp=temp+2

else:

break

G.add_edges([(n-1, (n_0-1)*n)])
G.relabel (labels,inplace=True)

csucsok=

1

for i in range(0O,n_0):

csucsok.insert (i, [1)

szamlalo=0

db=0
tul=0

while (tul<len(csucsok)) :

for

tul=

j in range(0,n):
csucsok[tul] .insert (szamlalo,labels[db])
szamlalo=szamlalo+1

db=db+1

tul+1l

for i in range(0,len(csucsok)):
if i%2==0:

csucsok[i] .reverse ()

pos_dict={}
if n_0==4:
j=0
for i in csucsok[0]:
x = float(cos(pi/2 + ((2*pi)/len(csucsok[0]))*j))
y = float(sin(pi/2 + ((2*pi)/len(csucsok[0]))*j))
j=j+1
pos_dict[i] = [x-3,-y+2]
j=0
for i in csucsok[1]:
x = float(cos(pi/2 + ((2*pi)/len(csucsok[1]))*j))
y = float(sin(pi/2 + ((2*pi)/len(csucsok[1]))*j))
j=j+1
pos_dict[i] = [x-3,y-2]
j=0
for i in csucsok[2]:

x = float(cos(pi/2 + ((2*pi)/len(csucsok[2]))*j))
y = float(sin(pi/2 + ((2*pi)/len(csucsok[2]))*j))

j=i+1

43
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65 pos_dict[i] = [x,y-2]

66 j=0

67 for i in csucsok[3]:

68 x = float(cos(pi/2 + ((2*pi)/len(csucsok[3]1))*3j))
69 y = float(sin(pi/2 + ((2*pi)/len(csucsok[3]1))*3j))
70 j=g+1

71 pos_dict[i] = [x,-y+2]

72 else:

73 db=0

74 s=0

75 fix_0=(n_0/2-1)*5

76 fix_1=4

77 while(db<n_0/2):

78 for i in csucsok[s]:

79 x = 2#float(cos(pi + ((2*pi)/len(csucsok[0]1))*3))
80 y = 2*float(sin(pi + ((2*pi)/len(csucsok[0]))*j))
81 j=j+1

82 if s==0:

83 pos_dict[i]=[x+fix_0,y+fix_1-1]

84 else:

85 pos_dict[il=[x+fix_0,y+fix_1]

86 fix_0=fix_0-5

87 if s%2==0:

88 fix_1=4

89 else:

90 fix_1=2

91 s=s+1

92 db=db+1

93 db=0

94 fix_0=0

95 fix_1=-4

96 s=n_0/2

97

98 while(db<n_0/2) :

99 j=0

100 for i in csucsok[s]:

101 x = 2*float(cos(pi + ((2*pi)/len(csucsok[s]))*j))
102 y = 2*float(sin(pi + ((2*pi)/len(csucsok[s]))*j))
103 j=j+1

104 if s==n_0/2:

105 pos_dict[i] = [x+fix_0,y+fix_1+1]

106 else:

107 pos_dict[i] = [x+fix_0,y+fix_1]

108 fix_0=fix_0+5

109 if s)2==0:

110 fix_1=-4
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else:
fix_1=-2
s=s+1

db=db+1

if n_0<=8:
G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',
vertex_color='yellow',vertex_size=300,
graph_border=True) .show(figsize=[5,5])
elif 8<n_0<=16:
G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',
vertex_color='yellow',vertex_size=300,
graph_border=True) .show(figsize=[10,5])
else:
G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',
vertex_color='yellow',vertex_size=300,

graph_border=True) .show(figsize=[15,5])

4.11. abra. CgCy graf

4.8. Sarkany grafok

4.8.1. Definicié. Legyen G = (V, E, p) véges, egyszeri graf. Legyen a G graf
kézponti csticsa v. Tegyiik fel, hogy a v cstcs pontosan ¢ darab maésik cstccsal
szomszédos, legyenek ezek rendre uq,uo, ..., u,. Ragasszunk ezekre a cstcsokra
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egy harom hossza zart fiilet, ahol egy cstics pontosan csak az egyik fiilon lehet.
Az igy megkonstrualt grafot sarkiny grafnak nevezziik, és D,,-nel jeldljiik.

4.8.1. Tétel. Bdrmely n > 1 esetén a D, grif graceful grdf.

Bizonyitas. Jeloljik a D, graf zart fiil ragasztasaval keletkezd koreinek csucsait
rendre v; 1, v;2,V; 3, V; 4, ahol 7 jeloli az i-edik kort, és 1 < ¢ < n. Tovabbd, jeldlje
a kozponti csicsot v. A graf csicsainak szamat jeldljik p-vel, ahol p = 4n + 1,
illetve éleinek szamat jeldljiik g-val, ahol ¢ = 5n. Ekkor az f csticscimkézést
definialjuk a kévetkezGképpen:

(i.) Ha ¢ = 1, akkor

i-1 o
q— (=) , haj paratlan
f(vl,j) = . ( 2 ) .
7j—2 , ha j paros,

illetve
qg—4+(j—1) , hajpdratlan
f( 24‘) = j—2 .
4+ (55=) , ha j paros.

(ii.) Ha 3 <i < n, és i paratlan, akkor

f(vin) Zq—5<i;1),
f(vi,z):5<i;1>+1,

fo) =a-5(15 ) ~2

flvig) = 5<i ; 1> + 2.

(iii.) Ha 4 <i < n, és i paros, akkor

illetve

51
f(vi,l) = 57
592

f(vi,Q):q_5+27

573
fviz) = 5~ 2,

illetve 5i
1

f(vi,4):q_§+1-

Az igy definidlt f csicscimkézés egy f* élcimkézést indukal, amely bijektiv, igy
teljesiil a graceful tulajdonsag, azaz a D,, graf graceful graf. O
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Megjegyzés. A feldolgozott cikk [10] bizonyitasaban az f(v; ;) esetben hiba tértént,
hiszen a helyes érték a j — 2 lenne, és nem pedig a 2(j — 2).

Az implementalas a cimkék elkészitésével kezdddik, amely elséként a kdzponti
csticsnak a cimkéjét adja meg, majd négyesével a koroknek a csicscimkézést. Jelen
esetben t-vel jeloljik a zart filleknek a szamat.

def Labels(t):
L=[]
L.insert (4*t,3)
for j in range(1,5):
if j/2!=0:
L.insert(j,5*t-(j-1)/2)
else:
L.insert(j, (j-2))
for j in range(1,5):
if j/42!=0:
L.insert (j+4,5%t-4+(j-1))
else:
L.insert (j+4,4+(j-2)/2)
for i in range(3,t+1):
if i%2!=0:
L.insert (i*5-4,5%t-5%(i-1)/2)
.insert (i*5-3,5%(i-1)/2+1)
.insert (i*5-2,5%t-5%(i-1) /2-2)
.insert (i*5-1,5%(i-1)/2+2)

[ N

else:

.insert (i*5-4,5%i/2)
.insert (i*5-3,5%t-5%i/2+2)
.insert (i*5-2,5%i/2-2)
.insert (i*5-1,5%t-5%i/2+1)

[ o A

return L

A pozicionélas rétegenként torténik. Elgszor a legyartott cimkéket tartalmazo
listat részlistdkra osztjuk, amelybdl épp annyi darab lesz ahény fiilet ragasztot-
tunk a graf csucsaira. A kozponti csicsot kezeljiik kiilon esetként, amelyet a
végén pozicionalunk. A négy hosszu listakbol eldszor vegyiik ki az els§ elemeket
és ezeket abrazoljuk egy kér mentén. Ezutan dbrézoljuk a listak harmadik elemeit
is ilyen médon, viszont a kor atmérdje kisebb legyen. Végiil a listak maradék ele-
meit folytonosan abrazoljuk egy kér mentén. Az dtmérGje legyen a két masik kor
AtmeérGje kozott.

def graph(labels,t):
alap=t
G=Graph ()



48 FEJEZET 4. SPECIALIS GRACEFUL KORGRAFOK IMPLEMENTALASA

G.add_vertex(0)
for i in range(1,5):
G.add_vertices([i])
G.add_edges ([(1,2),(2,3),(3,4),(4,1),(3,0)1)

© 0w N o ;o
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temp=4
while(t-1>0):

for i in range(l+temp,l+temp) :
G.add_vertices ([i*1])

G.add_edges ([(1+temp,2+temp) , (2+temp,3+temp) , (3+temp,4+temp),
(4+temp,1+temp) , (3+temp,0)])

temp=temp+4
t=t-1

G.relabel (labels,inplace=True)

pos_dict={}
F=[]

db=0

temp=0

for i in labels:

if db%3==0 and db!=0:
F.insert (temp,i)

temp=temp+1

db=0
else:
db=db+1
F_0=[]
db=0
temp=0
for i in labels:
db=db+1
if dbj4==2:

F_0.insert(temp,i)
temp=temp+1

F_1=[]

db=0

temp=0

for i in labels:
db=db+1
if db}4==3:

F_1.insert(temp,i)
temp=temp+1

F_2=[]

db=0

temp=0

for i in labels:
db=db+1

if db%4==1 and i!=3:
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3=0

F_2.insert (temp,i)
temp=temp+1

for i in F:

X =

y =

10*float (2*cos(pi/2 + ((pi)/(len(F)/2))*j))
10*float (2*#sin(pi/2 + ((pi)/(len(F)/2))*j))

j=j+1

pos_

j=0

dict[i]l = [x,y]

for i in F_O:

X =

y =

20*float (2*cos(pi/2 + ((pi)/(len(F_0)/2))*j))
20*float (2*sin(pi/2 + ((pi)/(len(F_0)/2))*j))

o

j=i+

pos_

j=0

dict[i] = [x,y]

if (alap>11):

for

3=0

for

pos_

i in F_1:

x = 16*float(2xcos(pi/(2.1)+ ((pi)/(len(F_1)/2))*j))
y = 16xfloat(2*sin(pi/(2.1)+ ((pi)/(len(F_1)/2))*j))
j=j+1

pos_dict[i] = [x,y]

i in F_2:

x = 16*float(2*cos(pi/(1.9) + ((pi)/(len(F_2)/2))*j))
y = 1b6*float(2*sin(pi/(1.9) + ((pi)/(len(F_2)/2))*j))
j=i+1

pos_dict[i] = [x,y]

dict[3]=[0,0]

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',

else:

for

3=0

for

pos_

49

vertex_color='yellow',vertex_size=200,graph_border=True) .show()

i in F_1:

x = 16*float(2xcos(pi/(2.25)+ ((pi)/(len(F_1)/2))*j))
y = 16#float(2*sin(pi/(2.25)+ ((pi)/(len(F_1)/2))*j))
j=j+1

pos_dict[i] = [x,y]

i in F_2:

x = 15*float(2*cos(pi/(1.8) + ((pi)/(len(F_2)/2))*3j))
y = 15%float(2#sin(pi/(1.8) + ((pi)/(len(F_2)/2))*3j))
j=i+1

pos_dict[il = [x,y]

dict[3]1=[0,0]

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',

vertex_color='yellow',vertex_size=300,graph_border=True) .show()
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Végiil meghivjuk a fliggvényeket, és kezeljiik azokat az eseteket, amelyek nem
valosithatok meg ezzel a konstrukciéval.

def dragon_graphs(t):
if t<2:
return "A t paraméter 1-nél nagyobb kell, hogy legyen!"
labels=Labels (t)
graph(labels,t)

4.12. dbra. Dg graf

4.9. Korgrafok parhuzamos harokkal

Az alabbi specidlis graf esetében az a furcsa eset allt eld, hogy alapértelmezetten
van egy formula a csticscimkézés elGallitasara, viszont ez nem annyira szép. Vi-
szont, ha a grafot alkoté korgrafot nem korgrafnak, hanem két utgrafnak tekintjiik,
és egy kozos cstuccesal Osszekotjilk ezeket, akkor a paratlan esetben sokkal szebb
képlet megadhatd, amely nem tartalmaz tortrészeket.

Megjegyzés. A cikkek, amiket felhasznaltam az egy A. Elumalai, és Sethuraman
Guruswamy 2012-es cikk [11], illetve egy 2017-es A. Solairaju, S. Subbulakshmi,
és R. Kokila cikk [12]. Az els6 cikkben az n > 6 esetre adnak bizonyitéast, mig a
masodik cikkben csak a paratlan esetre adnak bizonyitast, viszont a cikk szerz6i
nem vették figyelembe, hogy ez egy speciélis kérgraf. Tovabba, a cikkben elirdasok
is torténtek, hiszen 6k egy v; csics esetén, az f(v;)) = q — (%) értéket adtak

meg, ahol a helyes érték az f(v;) = q— (#) lenne, ahol 7 paratlan. Tovabba, 6k
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megkiilonboztetnek a cikkiikben bizonyos v; csticsokat, azonban ez nem sziikséges,
az el6z6 javitas miatt. Ha az els6 hibat nem javitanank, még akkor sem lenne j6
a formula ezekkel a megkiilonboztetett esetekben sem.

4.9.1. Definicié. Legyen G = (V, E, ) véges, egyszerid graf. Legyenek a cstcsai
rendre vg, v1,...,Un—1, €s vezessen él v;-bél v;1q, ahol 0 < ¢ < n — 2, és v,_1-
b6l vezessen él vg. Tovabba, ha n paros, akkor legyen v; szomszédos v, _j-vel,
ahol 1 < j < 5§ — 1. Ha n pératlan, akkor legyen v; szomszédos v, j-vel, ahol
1<5< ”T_l — 1. Az igy megkonstrualt grafot parhuzamos harokkal rendelkezé
korgrafnak nevezziik. Jeldljiik ezt CW P,-vel.

4.9.1. Tétel. Ha n > 6, és n egész, akkor CW P, graceful grdf.

Bizonyitds. Legyenek a graf cstcsai rendre vg, vy, .. .,v,—1. Jeldljiik a graf éleinek
3n—
TL2 S
Definialjuk az f csacscimkézést a kévetkezSképpen:

szamat g-vel, ahol ¢ = , és s = 3, ha n paratlan, mig s = 2, ha n péaros.

(i.) Ha n péros, akkor

f(vo) =0,
fln) =1,
Flon) =272,
3n—61+2 n—4

f(v2) =

2 7ha1§ZS\‘4J7

—6i _4
f(vn*(2i+1)) = W7 hCL 1 S 1 S \‘TLZLJ’

illetve 4
f(vn—2i) = 3i, hal <i< V;"

Tovabba, ha 1 < i < §, akkor n = 0 (mod 4) esetén, legyen § = L"T%J—l.
Ha 1 < <6, akkor n =2 (mod 4) esetén, legyen § = L%J, és

f(UQH_l) =3+ 2.

Tovabb4,
3n ha n=0 (mod 4)
_ 4 ’
f(vi_l) { 3(712—2) ,ha n=2 (mod 4),
illetve
3n—8 ha n=0 (mod 4)
fvz) {3("+44)+2 ,ha n=2 (mod 4)

Az igy definidlt f cstucscimkézés egy f* bijektiv élcimkézést indukal, amely-
bél kovetkezik, hogy teljesiil a graceful tulajdonsag, azaz a graf graceful
graf, ha n péaros.
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(ii.) Ha n paratlan, akkor legyen s = "T_l, és ¢ = 3s. Ekkor
f(UO) =0,
f(vnfl) =4q,

illetve

7

Flvg) = q— % , ha i paratlan
Yo 35 , ha i paros.

Ebben az esetben kiilon cimkézziik el a vy cstcsot, amelyb6l nem vezet
ki parhuzamos hur, illetve a v,_1 csicsot is. A tdbbi cstcs alterndlva
cimkézédik el, mint az utgraf esetén. FEz a csicscimkézés is egy f* él-
cimkézést indukal, ami szintén bijektiv, amibdl kévetkezik, hogy a graf
graceful graf paratlan esetben is.

O

Mivel a bizonyitasban két esetet kiilonboztettiink meg, igy a graf cimkézésének
implementalasa soran is két fiiggvényt fogok definidlni ennek megfelelGen.
Ha n pératlan:

def Labels_0(n):

L=[]
L.insert (0,0)
q=3*n
szamlalo=1
for i in range(1,2*n):
if i%2!=0:
L.insert(szamlalo,q-(i+1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert(szamlalo,i/2)
szamlalo=szamlalo+1
L.insert(szamlalo,q)

return L

Ha n péaros:

def Labels_1(n):

s=0

L=[]
L.insert(0,0)
L.insert(1,1)
szamlalo=2

for i in range(2,n):
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if i==n-1:
s=(3*n-2) /2
for j in range(l,ceil((n-4)/4)+1):
if i==2%j and j'!'=ceil((n-4)/4)+1:
s=(3*n-6%j+2) /2
break
elif i==n-(2*j+1) and j'=ceil((n-4)/4)+1:
s=(3*n-6%j) /2
break
elif i==n-2%j
s=3%]
break
elif i==2%j+1 and j'!=ceil((n-4)/4):
if n%4==0 and j!=floor((n-4)/4):
§=3%§+2
break
elif nj4==2 and j!=floor((n-4)/4)+1:
5=3%j+2
break
elif i==(n/2-1):
if n%4==0 :
s=3*n/4
break
elif nj4==2 :
s=3%(n+2) /4
break
elif i==(n/2):
if n%4==0 :
s=(3*n-8)/4
break
elif nj4==2 :
s=(3x(n+4)+2) /4
break
if i==3:
print(i,s)
L.insert (szamlalo,s)
szamlalo=szamlalo+1

return L

A graf készitése sordn csak az n > 6 feltételre kell iigyelni, a pozicionalas a
szokasos abrazolasi méd szerint térténik.

def cycle_graph_with_parallels(n):
if nj2!=0:
if n>6:
n=(n-1)/2
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labels=Labels_0(n)
G=Graph ()
for i in range(0,2*n+1):

if i!=2#*n:

G.add_edges ([(i,i+1)]1)

for i in range(O,n):

G.add_edges ([(i,2*n-1i)])
G.relabel (labels,inplace=True)
pos_dict={}
j=0

for i in labels:

x = float(2*cos(pi/2 + ((pi)/(len(labels)/2))*j))
y = float(2*sin(pi/2 + ((pi)/(len(labels)/2))*j))
j=j+t

pos_dict[i]l = [x,y]

for u,v,l in G.edges():
G.set_edge_label (u,v,abs(u-v))
if n<=b:
G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue’,
vertex_color='yellow',vertex_size=300,
graph_border=True) . show ()
elif 5<n<=10:
G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue’,
vertex_color='yellow',vertex_size=300,
graph_border=True) .show(figsize=[10,5])
else:
G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue’,
vertex_color='yellow',vertex_size=300,
graph_border=True) .show(figsize=[15,5])
else:
print ("A konstrukcié miatt 6<n sziikséges.")
else:
if n>6 :
labels=Labels_1(n)
G=Graph ()
for i in range(O,n):
if i'=n-1:
G.add_edges ([(i,i+1)]1)
else:
G.add_edges([(0,i)1)
koz=(n/2)-1
db=1
while (db<=koz) :
G.add_edges ([(0+db,n-db)])
db=db+1
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G.relabel(labels,inplace=True)
pos_dict={}
3=0

for i in labels:

x = float(2*cos(pi/2 + ((pi)/(len(labels)/2))*j))
y = float(2*sin(pi/2 + ((pi)/(len(labels)/2))*j))
j=3+1

pos_dict[i] = [x,y]
for u,v,l in G.edges():
G.set_edge_label (u,v,abs(u-v))
if n<=9:

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',

vertex_color='yellow',vertex_size=300,

graph_border=True) . show ()

elif 9<n<=20:

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',

vertex_color='yellow',vertex_size=300,

graph_border=True) .show(figsize=[10,5])

else:

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color="'blue',

vertex_color='yellow',vertex_size=300,

graph_border=True) .show(figsize=[12,12])

else:

print ("A konstrukcié miatt 6<n sziikséges.")
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4.13. abra. CW Pyp graf

4.14. dbra. CW Py graf




o6 FEJEZET 4. SPECIALIS GRACEFUL KORGRAFOK IMPLEMENTALASA

4.10. Korgrafok cikk-cakk harokkal

Mint a neve is sugallja, ezeknek a grafoknak is az alapja a C), grafok. A kiilonbség
csak az, hogy ezekben a grafokban egyes csticsokbdl nem csak a hozza legkdzelebb
allo legnagyobb, és legkisebb sorszami csticsba megy él, hanem megengediink
bizonyos éleket a korgrafon beliil is.

4.10.1. Definicié. Egy G = (V, E, ¢) egyszerii grafot cikk-cakk hiros korgrafnak
neveziink, ha a |[V(G)| > 8, és V(G) = {vo, ..., vn—1} esetén a korgraf szomszédos
csticsaibol kiinduld két darab élen kiviil az alabbi feltételek alapjan illeszkedik 1
él a cstcsokra:

(i.) Han =0 (mod 4), akkor 252 és ™12 csicsok kozétt illeszkedjen 1j él.

(ii.) Han =1 (mod 4), akkor 253 &s 243 cstcsok kozott illeszkedjen 1j &j.

2 2
(ili.) Han =2 (mod 4), akkor “#* és 2 csticsok kozott illeszkedjen 1j él.
(iv.) Han =3 (mod 4), akkor "T5 és ”T_l cstucsok kozott illeszkedjen 0j éj.

Jeldljiik ezt a grafot CW Z,-nel.

Ezeket a grafokat A. Elumalai és A.A. Ephremnath indiai kutatok definialtak
egyik 2013-as cikkiikben [13]. Azonban mar hamarabb mas kutatokat is foglalkoz-
tatott specidlis kdrgrafoknak a létezése. 1985-ben, példaul Koh és Yap cikkiikben
[14] definialtak elsskéent a Py hurral rendelkezd korgrafokat, ahol a korgraf csi-
csaira az k csucsu utgraf végpontjai illeszkedtek. Tovabba, a neviikhoz flizédik a
gracefulsig bebizonyitisa az egy darab hurral rendelkez6 korgrafok esetében is.

4.10.1. Tétel. Ha n > 8, akkor létezik graceful cimkézése az n csicsi cikk-cakk
grafnak.

Bizonyitds. Legyen az n csicsi cikk-cakk korgraf csacsai rendre vg, v1, ..., 0p—1.
Legyen M = |E(CW Z,,)|. Definialjuk az f csticscimkézést a kovetkezSképpen:

(i.) Han=0 (mod 4), akkor M = 2222 ahol n = 4k (k > 2) alakt. Ekkor

f(UO) =0,

f(v2i) =i, ahol 1 <i < HT’

n + 41

, ahol 1 < i <

fontaiza) =

1S

illetve
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(ii.) Han =1 (mod 4), akkor M = 223 ahol n = 4k + 1 (k > 2) alakt. Ekkor

f(vo) =0,

1
floa) = 2,

2

f(vai) =14, ahol 1 < i < nT_5’

49— 5 -1
fUmtaios)) = Hil, ahol1 <1< [ ,
T 4 4
3n—2i—1 -1
flvgi1) = M T holl<i< M2
2 4
illetve - i1 )
J(Wtai-y) = l, ahol 1 <1 < [ .
T 4 4

(iii.) Han =2 (mod 4), és k = 2, ahol n = 4k+2 alaku, akkor vegyiik a kovetkezs
csucscimkézést. Legyen C' = {vg,...,v9} és D = {8,14,9,13,1,11,4,2,3,0}.
Ekkor rendeljiik egymashoz az azonos indexti halmazbeli elemeket, és je-
lentse azt a (v;,7), hogy a cimkézés az i-edik cstcshoz a j-edik cimkét ren-
deli (1 =0,...,9,7=1,...,14).

Végiil definidljuk a k& > 3 esetén a cimkéket, ahol M = S"T_Q Ekkor

f<U7L—1):07
3n —2
flongs) = ——,
on — 6
flog)=—1—,

—6
f(v2iga) =i, ahol 1 < i < nT’
8t — 10
f(UM)Z%, ahol 1 < i <2,

2
4i+6 —-10
F(Vmiaire)) = M, ahol1 <1< n ,
2 4 4
21+ 2 —10
f(on—2i-1) = M, ahol 1 < i< 7
2 4
3n — 21 -9
f(v2ic1) = %, ahol 1 < i< nT’

illetve
flvg—g;)) =n—3i+4, ahol 1 < i < 2.
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(iv.) Han =3 (mod 4), akkor M = 323 ahol n = 4k + 3 (k > 2) alakt. Ekkor

f(’Uo) _ 3”2—3’
f(v1) =0,
f(v2) =n—2,

1
fvit1) =i, ahol 1 <i < %,

494+ 5 -3
f(Vm_sirs) ) = M, ahol 1 <i< L,

=z 4 4

26+ 1 ¢

flon_2;) = M, ahol 1 <i< L,

2 4

illetve 5 0i 3 ;
f(n—2iy1) = %, ahol1 <1< nT

Az igy megadott f cstuicscimkézés mindegyik esetben egy f* bijektiv élcimkézést
indukal, amelybdl kévetkezik, hogy teljesiil a graceful tulajdonsag, azaz a graf
graceful graf. O

def Labels(n):
L=[]
if n>=8:

for i in range(O,n):
L.insert (0,0)
L[0]=0
for i in range(O,n):
if 1<=i and i<=(n-4)/4:
L[2*i]=i
if 1<=i and i<=n/4:
L[ (n+4%i-4)/2]=(n+4%i) /4
if 1<=i and i<=n/2:
L[2%i-1]=(3*n-2%i)/2
elif n % 4==1:
for i in range(O,n):
L.insert (0,0)
L[0]=0
L[(n-1)/2]=(3%n+1) /4
for i in range(O,n):
if 1<=i<=(n-5)/4:
L[2*i]=i
if 1<=i<=(n-1)/4:
L[(n+4*i-3)/2]=(n+4*i-5)/4
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L[2%i-1]=(8*n-2*i-1)/2
L[ (n+4*i-1)/2]=(5*n-4*i-1) /4
elif n % 4==2 and n==10:
L=[8,14,9,13,1,11,4,2,3,0]
elif n % 4==2 and n!=10:
for i in range(O,n):
L.insert (0,0)
L[n-1]1=0
L[ (nt+6)/2]1=(3*n-2)/4
L[n/2]=(5%n-6) /4
for i in range(O,n):
if 1<=i<=(n-6)/4:
L[2*i+2]=i
if 1<=i<=2:
LL[(n-2%i+6)/2]=(n+8%i-10)/4
L[4-2%i]=n-3*i+4
if 1<=i<=(n-10)/4:
L[ (n+4%i+6) /2] =(n+4*i+6) /4
L[n-2*i-1]=(n+2*i+2) /2
if 1<=i<=(n-2)/4:
L[2*i-1]=(3*n-2%1i)/2
elif n % 4==3:
for i in range(0,n):
L.insert (0,0)
L[0]=(3*n-3)/2
L[1]=0
L[2]=n-2
for i in range(O,n):
if 1<=i<=(n+1)/4:
L[2#i+1]=1i
if 1<=i<=(n-3)/4:
L[(n-4%i+5)/2]=(nt+4*i+5) /4
if 1<=i<=(n-7)/4:
Ln-2#i]=(n+2%i+1)/2
if 1<=i<=(n-3)/4:
L[n-2*i+1]=(3*n-2%i-3)/2

return L
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A graf elkészitése definici6 alapjan torténik az o és 5 értékekkel.

def ZigZag(n):
if n>=8:
labels=Labels (n)
G=Graph ()
if nj4==0:
alpha=(n-2)/2
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beta=(n+2)/2
elif nj4==1:
alpha=(n-3)/2
beta=(n+3)/2
elif nj4==2:
alpha=(n+4)/2
beta=n/2
elif nj4==3:
alpha=(n+5)/2
beta=(n-1)/2
G.add_vertex(0)
if n%4==0:
for i in range(1,alpha+1,2):
G.add_edges([(i,n-i)])
for i in range(1,alpha,2):
G.add_edges([(n-i,i+2)])
for i in range(O,n):
if il!=n-1:
G.add_edges ([(i,i+1)]1)
else:
G.add_edges([(0,n-1)])
elif nj4==1:
for i in range(1,alpha+1,2):
G.add_edges([(i,n-i)])
for i in range(1,alpha,2):
G.add_edges([(n-i,i+2)])
for i in range(O,n):
if il!=n-1:
G.add_edges ([(i,i+1)]1)
else:
G.add_edges([(0,n-1)])
elif nj4==2:
for i in range(1,beta,2):
G.add_edges([(i,n-i)])
for i in range(1,beta,2):
G.add_edges([(n-i,i+2)])
for i in range(O,n):
if il!=n-1:
G.add_edges ([(i,i+1)]1)
else:
G.add_edges([(0,n-1)])
elif nj4==3:
for i in range(1,beta,2):
G.add_edges([(i,n-i)])
for i in range(1,beta,2):
G.add_edges([(n-i,i+2)])
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for i in range(O,n):
if i'=n-1:
G.add_edges([(i,i+1)])
else:
G.add_edges([(0,n-1)])
G.relabel (labels,inplace=True)
pos_dict = {}
j=0
for i in labels:
x = float(2*cos(pi/2 + ((pi)/(len(labels)/2))*j))
y = float(2*sin(pi/2 + ((pi)/(len(labels)/2))*j))
J=3+1
pos_dict[il = [x,y]
for u,v,l in G.edges():
G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))
G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',
vertex_color='yellow',vertex_size=300) .show()
else:

print ("A konstrukcidé miatt 7<n sziikséges.")

4.15. 4bra. ZWP15 gI‘é,f 4.16. abra. ZWP20 gI‘fo






5. SPECIALIS GRACEFUL FAGRAFOK, ES
ALRACS GRAFOK IMPLEMENTALASA

A specialis kérgrafok implementalasa utan néhany fagrafcsalad implementalasat
tliztem ki célul. Az el6z6 dolgozatomban a caterpillar graf altalanos cimkézését
mutattam be, amivel kiilénb6z6 méretd caterpillar grafokat lehetett 1étrehozni.
Ebben a részben az egyik legegyszertibb fagrifot, a csillag grafot szeretném el-
s6nek bemutatni. A csillag grafok utan egy kis valtoztatassal eljuthatunk a pok
grafok egyik fajtajahoz, végil pedig egy specidlis, tobb komponensbdl allo grafot
szeretnék bemutatni.

5.1. GCsillag grafok

5.1.1. Definici6. Egy fa grafot csillag grafnak neveziink, ha n 4+ 1 darab cstcsa
vamn, és az n + 1 darab csiicsb6l, pontosan n darab levél csucs.

Megjegyzés. A csillag graf megegyezik a K, teljes paros graffal. Tovabba, a
csillag grafok is egyszerd caterpillar grafok.

5.1.1. Tétel. A csillag grdafok graceful grifok.

Bizonyitds. Legyen a graf kdzponti csicsa v, a t6bbi csicsa rendre vy, v, . .., Uy.
Mivel n darab levele van a grafnak, és ezek kozt semelyik ketté nem szomszédos,
viszont mindegyik szomszédos a v csiicesal, igy az 1,2,...,n cimkék koziil a nem
kézbiilss csicsot tetszélegesen el lehet cimkézni. Mig a kozbiils6 csticshoz ren-
deljiik hozza a 0 csicscimkét. Az igy konstruélt csticscimkézés egy f* élcimkézést
indukal, és mivel f* bijektiv, igy teljesiil a graceful tulajdonsig. Tehat a csillag
grafok graceful grafok. O

Az implementalas soran a cimkéket tgy készitettem el, hogy alternéléd soroza-
tot alkossanak.

def Labels(n):
L=[]
j=0

for i in range(0,n+1):

63
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if (i%2!=0):
L.insert(i,n)
n=n-1

elif (i%2==0):
L.insert(i,j)
j=jt1

return L

def graph(labels,n):
G=graphs.StarGraph(n)
G.relabel (labels,inplace=True)
return G.graphplot(edge_color='blue',vertex_color='yellow',

vertex_size=200,graph_border=True) . show ()

def Star_graphs(n):
labels=Labels(n)
graph(labels,n)

5.1. édbra. S5 graf 5.2. dbra. S7; graf

5.2. Pék grafok

5.2.1. Definicié. Egy S grafot pok grafnak neveziink, ha fa graf, és pontosan
egy olyan csiicsa van, amelyiknek foksziama nagyon, mint kett. Ha létezik ilyen
csucs, akkor ezt a cstucsot a graf eldgazési pontjanak nevezziik. Tovabba, a pdék
grafban az eldgazasi pontbol indulé kiilonb6z6 hosszisdgi ttjait nevezziik a pék
graf labainak.
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5.2.1. Tétel. Legyen S = (V,E,p) véges pok grif | darab libbal, amelyeknek
hossza m, vagy m + 1 lehet, ahol m > 1. Ekkor az S grdf graceful grdf.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy | > 3, mivel | < 2 esetén a pok grafok egyben Ut

grafok is, azokrol viszont tudjuk, hogy graceful gréafok.

Az f csucscimkézést vizsgaljuk meg az alabbi esetekben.

(i)

(ii.)

Tegyiik fel, hogy [ paratlan.

Ebben az esetben, legyen [ = lg + 11, ahol [y jelenti az m hossza labaknak a
szamat, mig [y jelenti az m 4 1 hossz labaknak a szaméat. Ekkor a csiicsok
szama n = lgm + 1 + 1. Jelolje v az eldgazdasi csiucsot, mig a graf tobbi
cstcsa esetén, jelolje v;; azt a cstcsot, amelyik az i-edik ldban van, és j
tavolsidgra van az eladgazési csiicstol.

Definialjuk az f cstucscimkézést a kovetkezéképpen:

f(v) = 1.
Ha ¢ és j mindkett§ péaratlan szamok, akkor

i—1 (j—1)

fvig)=n— 5 5

Ha ¢ és j mindkett§ péros szamok, akkor

f(Ui,j)Zn—E_z_(j*Q)l'

2 2 2
Ha i paros, mig j paratlan szam, akkor
i (1)
f(v,'ﬂ]) - 2 + 2 °

Ha ¢ paratlan, mig j paros szam, akkor

I—1 i+1 (j—2)
s Tt

f(vij) =

Az igy meghatarozott f csicscimkézés egy f* élcimkézést indukal, amely
bijektiv, igy teljesiil a graceful tulajdonsag, igy a graf graceful graf.

Tegyiik fel, hogy [ paros.

Tovabba, tegyiik fel azt is, hogy ebben az esetben van m hossza 1ab. Téroljiik
a labon 16v6 sszes csticsot, kivéve a kozponti csticsot. Igy kaptunk egy [ —1
darab, paratlan labu pok grafot. Hasznaljuk erre az els6 esetben leirt kon-
strukciot. Jeloljiik el ezt a grafot Tp-val. Tovabba, n' := |V(Tp)|. Definialjuk
az fo figgvényt, ugy hogy fo(u) =n'— f(u), barmely u € V(Tj) esetén. Az
igy keletkezett grafot jeloljiik Thi-gyel. Adjunk hozza a Ty grathoz egy wq
csicsot, amely legyen szomszédos a v kozponti cstccsal. Definidljuk az f;
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fiiggvényt, agy hogy fi(w1) =0, és fi(u) = fo(u)+1, barmely u € V(Tp) e-
setén. Tovabba, definialjuk az f fliggvényt, ugy hogy fa(u) = n'+1— f1(u),
barmely u € V(Tp) esetén, és legyen fo(wi) =n’ + 1.

A kovetkezs lépésben adjunk hozza a grathoz egy we cstcsot, amely legyen
szomszédos wi-gyel. Majd alkalmazzuk ra a fent definidlt fiiggvényeket
ugyanigy sorban, mint w; esetén. Majd folytassuk ezt a konstrukciot wy,-
ig.

Mivel az eredeti csicscimkézés dsszes csucsat folyamatosan ugyanugy valtoz-
tattuk, és mindig olyan dj csucscimkét definidltunk, amely csicscimke még
nem volt, igy minden cstcs csiicscimkéje kiilénb6z6. Mivel minden cstics-
cimke kiilénbo6zg, és a csicscimkézés egy f* bijektiv élcimkézést indukal,
ezért teljesiil a graceful tulajdonsag, igy a graf graceful graf.

O

A graf implementalasa soran figyelembe kell venni bizonyos eseteket is, aminél

a konstruktiv bizonyitas problémaba keriilhet. A graf csticscimkézése soran harom

paramétert kell megadnunk az ly-t, az [1-et és az m-et. Ezek alapjan probléma

azokban az esetekben fordulhat el§, amikor valamelyik [; érték 0, ahol ¢ € {0, 1}.

Ebben az esetben viszont egy csillag graf adédna, amelyrsl tudjuk, hogy graceful

graf.

Tovabba, meg kell emliteni, hogy az itt szerepld bizonyités elGszér Bahls cikkében
[15] jelent meg, viszont késébb Elina Robeva ezt felhasznélta cikkében [16], ahol
mar helyteleniil szerepelnek a bizonyitasban leirt formulak. Harom hibat kévetett

el a cikk szerzGje. Két esetben tévesen adott hozzad az értékekhez l-et, mig a

harmadik hibaja az volt, hogy elfelejtett kivonni %—t, a bizonyitas ¢ és j is péaros

esetében.

def Labels(1_0,1_1,m):

1=1_0+1_1
if 1_0!=0:

n=1l*m+1_1
else:

n=1*(m+1)
L=[]
L.insert(0,0)
szamlalo=1
db=0
if 1%2!'=0:

for i in range(1,1+1):

if db<1_1:
for j in range(l,m+2):
if iY%21=0 and j%2!=0:
L.insert(szamlalo,n-(i-1)/2-(j-1)/2x1)
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szamlalo=szamlalo+1
elif i)2==0 and j%2==0:
L.insert(szamlalo,n-(1-1)/2-i/2-(j-2)/2x1)
szamlalo=szamlalo+1
elif i%2==0 and j#%2!=0:
L.insert(szamlalo,i/2+(j-1)*1/2)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert(szamlalo, (1-1)/2+(i+1)/2+(j-2)*1/2)
szamlalo=szamlalo+1
db=db+1
else:
for j in range(1l,m+1):
if i%2!=0 and j%2!'=0:
L.insert(szamlalo,n-(i-1)/2-(j-1)/2*1)
szamlalo=szamlalo+1
elif i)2==0 and j%2==0:
L.insert(szamlalo,n-(1-1)/2-i/2-(j-2)/2x1)
szamlalo=szamlalo+1
elif i%2==0 and j%2!=0:
L.insert(szamlalo,i/2+(j-1)*1/2)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L.insert(szamlalo, (1-1)/2+(i+1)/2+(j-2)*1/2)
szamlalo=szamlalo+1
db=db+1
else:
F=[]
if 1_0!=0:
n_0=n-m
else:
n_O=n-m-1
if 1_0>0:
L=Labels(1_0-1,1_1,m)
else:
L=Labels(1_0,1_1-1,m)
db=0
F_0=[1
szamlalo=0
for i in range(0,len(L)):
F.insert(szamlalo,n_0-L[i])
szamlalo=szamlalo+1
L.clear()
if 1_0!=0:
while (db<=m) :

szamlalo=0
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for i in range(0,len(F)):
F_0.insert(szamlalo,F[i]+1)
szamlalo=szamlalo+1
F_0.insert (szamlalo,0)
F.clear()
for i in range(0,len(F_0)):
F.insert(szamlalo,n_O-F_0[i]+1)
szamlalo=szamlalo+1
db=db+1
n_0=n_0+1
F_0.clear()
L.clear()
else:
while (db<=m) :
szamlalo=0
for i in range(0,len(F)):
F_0.insert(szamlalo,F[i]+1)
szamlalo=szamlalo+1
F_0.insert (szamlalo,0)
F.clear()
for i in range(0,len(F_0)):
F.insert(szamlalo,n_0-F_0[i]+1)
szamlalo=szamlalo+1
db=db+1
n_0=n_0+1
F_0.clear()
L.clear()
for i in range(0,len(F)):
L.insert(i,F[i])

return L

A porziciondlas ugy torténik, hogy el@szoér a kozponti csiuics helyét adjuk meg,
majd mindegyik részlistdbol kiolvasom az elsé elemet. Ezeket egy kozos koron
abrazolom. Ezt m hosszu labak esetén meg tudom valésitani. Probléma abban
az esetben léphet fel, amikor elfogynak az m hosszu labak. Ilyenkor tovibbra
is a részlistakrol olvasom be az értékeket, viszont ha egy olyan listarol szeretne
beolvasni értéket, amelynek az adott pozicigjaban nincs mar érték, akkor a (—1)
értéket fogom beolvasni. Ebben az esetben a kor abrazoldsakor nem fog megjelenni
1j csucs, viszont a helyére nem fog keriilni masik csics, igy elkeriiléom azt, hogy
més helyre keriiljenek az azonos listabol szarmaz6 csiicsok. Végiil mar csak az
atmérdket kell azonosan novelni, és igy a graf szépen abrazolhatova valik.

def spider(1_.0,1_1,m):
labels=Labels(1_0,1_1,m)
if (1_0+1_1)%2==0 and 1_0!=0:
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del labels[-1]

G=Graph()

db=0

temp=0

G.add_vertex(0)

while(db<1_1):
for i in range(l+temp,m+l+temp) :

G.add_edges([(i,i+1)])

db=db+1
temp=temp+m+1

temp=0

for i in range(1,1_1+1):
G.add_edges ([(0,1+temp)])
temp=temp+m+1

db=0

temp=0

s=1_1x(m+1)+1

n=1_0*m+1_1#%m

while (db<1_0):
for i in range(s+temp,s+m-1+temp) :

G.add_edges([(i,i+1)])

db=db+1
temp=temp+m

temp=0

for i in range(1,1_0+1):
G.add_edges ([(0,s+temp)])
temp=temp+m

G.relabel (labels, inplace=True)

s=I1]
for i in range(1,(1_0+1_1)*m+1_1+1):

S.insert(i,i)

pos_ver=[]
for i in range(O,m):
pos_ver.insert (i, [1)
seged=0
while (seged<m) :
temp=m+1
db=0

last_index=0

for i in range(l+seged,len(labels),temp) :

pos_ver[seged] .insert (i,labels[i])
if db==1_1:

last_index=i

break

69



50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95

70

FEJEZET 5. SPECIALIS GRACEFUL FAGRAFOK, ES ALRACS GRAFOK
IMPLEMENTALASA

else:
db=db+1
if 1_0!=0:
temp=m
db=0
for i in range(last_index+temp,len(labels) ,temp) :
pos_ver[seged] .insert (i,labels[i])
if db==1_0:
break
else:
db=db+1
seged=seged+1
else:
seged=seged+1
pos_dict={}
tul=[]
j=0
db=0
for i in range(mt+1,len(labels) ,m+1):
if db<1l_1:
tul.insert(j,labels[i])
J=j+1
db=db+1
ellf=el:
break
for i in range(0,1_0+1_1):
if len(tul)!=1_0+1_1:
tul.insert(len(tul),-5)
ellf=el:
break
labels_0=labels.pop(0)
temp_0=0
r=2
j=0
while(temp_0<len(pos_ver)):
for i in pos_ver[temp_0]:
float (r*cos(pi/2 + ((2%pi)/len(pos_ver[temp_01))*j))
y = float(r*sin(pi/2 + ((2*pi)/len(pos_ver[temp_01))*j))

X

j=j+1
pos_dict[i] = [x,y]
temp_O=temp_0+1
r=r+2
j=0
for i in tul:
x = float(r*cos(pi/2 + ((2%pi)/len(tul))*j))
y = float(r*sin(pi/2 + ((2*pi)/len(tul))*j))
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j=j+t
pos_dict[il=[x,y]
pos_dict[labels_0]=[0,0]
if tul.count(-5)>0:
del pos_dict[-5]

for u,v,l in G.edges(): G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',

vertex_color="'yellow',vertex_size=300).show(figsize=[10,5])
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5.3. Petarda grafok

5.3.1. Definicid. Legyen F' = (V, E, ¢) véges, egyszerd graf. Az I grafot petarda
grafnak nevezziik, ha egy tetszéleges k hosszii iitgraf minden egyes csticsahoz, egy
m — 1 méretii, de kiilonbozé csillag grafokat illesztiink.

5.3.1. Tétel. Minden petdrda grifnak van graceful cimkézése.

Bizonyitds. Legyen F egy petarda graf. Legyen P(F) az F' graf részgrafja, amely
specidlisan egy k hosszi utgraf. Tovabba, mindegyik csillag graf legyen m — 1
csucsi. Igy az F csticsainak a szama az éppen km lesz.

Az utgraf els6 cstcsanak legyen a cimkéje 1, a masodik csdcsanak legyen a cimkéje
1+ (k—1)m, a harmadik cstucsanak legyen a cimkéje 1+ m, a negyedik cstcsanak
a cimkéje legyen 1+ (k —2)m,és folytassuk ezt a cimzést addig ameddig csak lehet
balrél jobbra.

Fzutan vegyiik az elsé csillag kozponti csticsat és cimkézziik el km cimkével, a
mésodik csillag kozponti csticsat m cimkéve, a harmadik csillag kézponti csiicsét
(k — 1)m cimkével, a negyedik csillag kozponti csicsat 2m cimkével,.... Igy
maradt osszesen k(m — 2) darab csics aminek nincs még cimkéje.

Vegyiik az i-edik csillag grafot. Ha ¢ paros, akkor legyen az els§ cstcs cimkéje
2+1im, a masodik csics cimkéje 3+im, ..., az m-edik csucs cimkéje (m—1)+im.
Ha i pératlan, akkor legyen az els6 cstcs cimkéje 2 + (k — i)m, a masodik cstcs
cimkéje 3 4 (k —i)m,. .., az m-edik cstucs cimkéje m — 1 + (k —i)m.

Az igy megkonstrudlt cimkézés minden csicshoz kiilénb6zs csticscimkét rendel,
amely egy élcimkézést indukal, amely bijektiv, igy teljesiil a graceful tulajdonsag,
tehét a graf graceful graf. O

Az implementélés soran részlistdkat fogok képezni, amibe cimkék keriilnek.
Héarom részlistat hasznalok, amelyikbe keriilnek az ut cstucscimkéi, a kdzponti
csillag cstucscimkéi, illetve a csillag cstiicscimkéi, leszamitva a kdzponti csiicsot, és
az uton fekvg csucsot.

import copy
def Labels(m,k):
L=[]
pos=0
temp=0
temp_0=1
for i in range(0,k):
if i%2==0:
L.insert(pos, 1+temp)
pos=pos+1
temp=temp+m

else:
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L.insert(pos, 1+ (k-temp_0)*m)
temp_O=temp_0+1
pos=pos+1
K=[]
pos=0
temp_0=0
temp_1=1
for i in range(0,k):
if i)2==0:
K.insert (pos, (k-temp_0) *m)
temp_O=temp_0+1
pos=pos+1
else:
K.insert (pos,temp_1*m)

temp_l=temp_1+1

pos=pos+1
T=[]
pos=0
length=len(L)
temp=0
db=1
while (length>0):

for i in range(2+temp,m+temp) :
T.insert(pos,i)
pos=pos+1

temp=temp+m

if (len(T)==(m-2)*k) :
break

for i in range(2+(k-db) *m,m+(k-db) *m) :
T.insert(pos,i)
pos=pos+1

db=db+1

length=length-1

if (len(T)==(m-2) *k) :
break

return L,K,T

A pozicionalas soran el6szor az ut csucsait helyezem el, majd a poziciok alapjan
egy koron abrazolom egyenként a csillagok cstcsait.

def firecracker(n,k):
if n>=2 and k>=2:
L,K,T=Labels(n,k)
labels=[]
for i in range(0,len(L)):

labels.insert(i,L[i])
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for i in range(0,len(K)):
labels.insert (i+len(L) ,K[i])
for i in range(0,len(T)):
labels.insert (i+len(L)+len(T),T[i])
G=Graph ()
G.add_vertex(k-1)
for i in range(0,k-1):
G.add_edges([(i,i+1)])
d=0
for i in range(k,2xk):
G.add_vertex (i)
G.add_edges([(d,i)])
d=d+1
vmi=k
db=0
for i in range(k,2xk):
hossz=n-2
while (hossz>0) :
G.add_edges ([(i,itk+db)])
hossz=hossz-1
db=db+1
db=db-1
G.relabel (labels,inplace=True)
pos_dict = {}
s=0
z=0
pos=0
temp=0
kis=0
for i in range(0,k):
S.insert (pos,L[i])
pos=pos+1
S.insert (pos,K[i])
pos=pos+1
for j in range(0,n-2):
S.insert (pos,T[j+temp])
pos=pos+1
temp=temp+n-2
W = copy.deepcopy (S)
Z.insert (kis,W)
kis=kis+1
S.clear()
j=0
Z_hossz=1len(Z)
R=10
fix=1

IMPLEMENTALASA
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for t in range(0,len(Z)):
if t % 2 == 0:

for i in Z[t]:

x = 3xfloat(2*cos(pi/2 + ((2*pi)/(n))*j))+R*fix
y = 3*float(2*sin(pi/2

j=i+t

b

pos_dict[i] = [x,y]

3=0

fix=fix+1

else:

for i in Z[t]:

x = 3*float(2*cos(pi/2 + ((2*pi)/(n))*j))+R*fix
y = 3*float(2*sin(pi/2

j=3+1

o

pos_dict[i] = [x,-y]

j=0

fix=fix+1

((2%pi)/(n))*3))

((2+pi)/(n))*§))-12

for u,v,l in G.edges(): G.set_edge_label(u,v,abs(u-v))

G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color='blue',

else:

vertex_color='yellow',vertex_size=300,

graph_border=True) .show(figsize=[5,5])

print("Az n vagy a k értéke tul kicsi.")
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5.4. Alracs grafok

5.4.1. Definicié. Legyen G = (V, E, ) véges, egyszerii graf. Legyenek a csicsai
rendre v1 1,012, .-, V1n—1,Vln, - Umn—1, Umn. Azaz |V(G)| = nm. Tovabba,
az i-edik csucs legyen szomszédos az i + (n + 1)-edik cstuccesal, ha i =0 (mod n).
Hai=n—1 (mod n), akkor az i-edik cstcs legyen szomszédos az i + (n — 1)-edik
cstucesal. Ha i = 2 (mod n), vagy ¢ = 3 (mod n),..., vagy i = n — 2 (mod n)
teljesiil, akkor az i-edik cstcs legyen szomszédos az ¢ + (n + 1)-edik, illetve az
i+ (n — 1)-edik cstucesal. Az igy megkonstruélt grafot alrdcs grafnak nevezziik.

Megjegyzés. Ezeket a grafokat PG, ,-nel jeloljik. A PGy, , grafok abrazol-
hatoak, Ggy mint a racsgrafok, és igy dgy néz ki a graf, mintha Osszefiiggs lenne,
de nem az, két komponensbdl allnak. A tétel, illetve a bizonyitasa Meghpara
Meera cikkében [17] olvashato.

5.4.1. Tétel. Az PGy, ,, grdifok graceful grifok, pontosan akkor, ha m,n > 3,és
m, illetve n pdratlan szdmok.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az SG,, , graf, egy racson van édbrazolva. Legyen
v; ; a graf i-edik sordnak, és j-edik oszlopanak a cstcsa, ahol 1 <7 < m, illetve
1 < j < n. Tegyiik fel, hogy m, és n is paratlan szamok, illetve m,n > 3.
Definialjuk az f : V(SGp,n) = {0,1,...,mn—1} cstcscimkézést a kévetkezskép-
pen:

Ha 1 < i < m, és i paratlan, akkor

1—1
92 )

f(Ui,l) =

illetve )
nm-n 1—1

f(vi,2) - f(vm,n) + 2 - 2

Ha 1 <17 <m, ¢ paratlan, 3 < j < n, és j paratlan, akkor

fvij) = f(vij—2) + (m —1).

Ha 1 <i<m, i paratlan, 4 < j <n —1, és j péaros, akkor

f(vig) = f(vij—2) — (m—1).
Ha 2 < <m —1, és ¢ paros, akkor

1—2

f(vm) = 2(m — 1)(n — 1) — B s

illetve ]
i

fin) = f(van-1) + 3
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Ha2<i<m—1, ésiparos, 4 <j<n-—1, és j paros, akkor

f(uig) = f(vij—2) — (m—1).

Ha2<i:<m—1,ésiparos, 1 <j<n-—2 é j paratlan, akkor

f(iz) = f(vijy2) — (m —1).

77

Az igy definialt f csucscimkézés egy f* élcimkézést indukal, amely bijektiv, igy

teljesiil a graceful tulajdonsag, tehat a graf graceful graf.

O

def temp_f(m,n):
L_paratlan=[]
L=[]
temp=0
szamlalo=0
szamlalo_2=0
mid=[]
q=2%(m-1)*(n-1)

for i in range(l,m+1):

if i%2!'=0:
for j in range(1l,n+1):
if j%2!=0:
if j==1:
L_paratlan.insert(szamlalo, (i-1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
else:
L_paratlan.insert(szamlalo,L_paratlan[szamlalo-1]+
+(m-1))
szamlalo=szamlalo+1
else:

for j in range(2,n+1):
if j==2:
mid.insert (szamlalo_2,q-(i-2)/2)

szamlalo_2=szamlalo_2+1

L_2=[]
for i in range(1l,m+1):
if i%2!=0:

for j in range(l,n+1):
if j==2:
L_2.insert(szamlalo,L_paratlan[len(L_paratlan)-1]
+n*(m-1) /2-(i-1)/2)
szamlalo=szamlalo+1
szamlalo=0
kor=0

for i in range(1l,m+1):
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if i%2!=0:
for j in range(4,nt+1):
if j%2==0:
Af =4

L.insert(szamlalo,L_2[kor]-m+1)
szamlalo=szamlalo+1
kor=kor+1
else:
L.insert(szamlalo,L[szamlalo-1]-m+1)
szamlalo=szamlalo+1
szamlalo=0
tomb=[]
temp_0=0
for i in range(2,m,2):
for j in range(4,n,2):
if j==4:
tomb.insert (szamlalo,mid[temp_0] - (m-1))
szamlalo=szamlalo+1
temp_O=temp_0+1
else:
tomb.insert (szamlalo,tomb[len(tomb)-1]-(m-1))
szamlalo=szamlalo+1
utolso_oszlop=[]
szamlalo=0
if n==5:
for i in range(2,m,2):
utolso_oszlop.insert(szamlalo,tomb[0]+i/2)
szamlalo=szamlalo+1
elif n==3:
for i in range(2,m,2):
if szamlalo==0:
utolso_oszlop.insert (szamlalo,mid[0]+i/2)
szamlalo=szamlalo+1
else:
utolso_oszlop.insert (szamlalo,mid[0]+i/2)
szamlalo=szamlalo+1
else:
for i in range(2,m,2):
utolso_oszlop.insert (szamlalo,tomb[1]+i/2)
szamlalo=szamlalo+1
tomb_2=[]
szamlalo=0
temp_0=0
if n==3:
for i in range(2,m,2):

for j in range(n-2,0,-2):
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tomb_2.insert (szamlalo,utolso_oszlop[temp_0]-(m-1))

szamlalo=szamlalo+1

temp_O=temp_0+1

else:
for i in range(2,m,2):
for j in range(n-2,0,-2):

if j==n-2
tomb_2.insert(szamlalo,utolso_oszlop[temp_0]-(m-1))
szamlalo=szamlalo+1
temp_O=temp_0+1

else:
tomb_2.insert (szamlalo,tomb_2[len(tomb_2)-1]-(m-1))
szamlalo=szamlalo+1

return L_paratlan, L_2,L,mid,tomb,utolso_oszlop,tomb_2

A konnyebb abrézolas miatt a részlistdkat rendezni kell, és a listdkba most mar
soronként keriilnek majd az értékek. Ezen élekkel az abrazolas mar sokkal kony-
nyebben torténik, hiszen a sorokat mar egyszertien csak soronként kell feltolteni.

def Labels(m,n):
csucsok=[[1]
S,MID,L,mid, tomb,utolso_oszlop,tomb_2=temp_f (m,n)
for i in range(0, (m+1)/2-1):
csucsok.insert (i, [])
szamlalo=0
kor=0
temp=0
while (kor!=len(csucsok)) :
for i in range(O+temp, (nt+1)/2+temp) :
csucsok[kor] .insert (i,S[i])
szamlalo=szamlalo+1
kor=kor+1
temp=temp+(nt+1)/2
for i in range(0,len(csucsok)):
csucsok[i] .insert (1,MID[i])
k_t=(n-3)/2
1_t=(m+1)/2
1=1_¢t
szamlalo=0
temp_1=0
while (1>0):
temp_0=3
k=k_t
while (k>0) :
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csucsok[szamlalo] . insert (temp_0,L[temp_1])
temp_O=temp_0+2
temp_l=temp_1+1
k=k-1
szamlalo=szamlalo+1
1=1-1
ismetlodes_hossza=(n-3)/2+1
ismetlodes_szama=(m+1)/2-1
temp=[]
szamlalo=0
kor=0
temp_1=0
while(kor'!=ismetlodes_szama) :
szamlalo=0
for i in range(O+temp_1,len(tomb_2)):
if szamlalo!=ismetlodes_hossza:
temp.insert (O+temp_1,tomb_2[1i])
szamlalo=szamlalo+1
kor=kor+1
temp_l=temp_1l+ismetlodes_hossza
csucsok_2=[]
for i in range(0,len(mid)):
csucsok_2.insert (i, [1)
szamlalo=0
lep=0
szamlalo=1
szamlalo_2=0
for j in range(0,len(mid)):
if j==0:
csucsok_2[j].insert (0, temp[0])
else:
csucsok_2[j] .insert (0, temp[szamlalo])
szamlalo=szamlalo+1
csucsok_2[j].insert (1, mid[lepl)
for i in range(2,n-1):
if i%2==0:
csucsok_2[j] .insert (i, temp[szamlalo])
szamlalo=szamlalo+1
else:
csucsok_2[j] .insert (i, tomb[szamlalo_2])
szamlalo_2=szamlalo_2+1
csucsok_2[j].insert(6,utolso_oszlop[lep])
lep=lep+1
osszes_csucs=[]
szamlalo=0

szamlalo_1=0

IMPLEMENTALASA
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for i in range(0,len(csucsok)+len(csucsok_2)):
if i%2==0:
osszes_csucs.insert (i,csucsok[szamlalo])
szamlalo=szamlalo+1
else:
osszes_csucs.insert (i,csucsok_2[szamlalo_1])
szamlalo_l=szamlalo_1+1

return osszes_csucs

81

def pseudogrid(m,n):
if (m>2 and n>2) and (m}2!=0 and n%2!=0):
csucsok=Labels (m,n)
labels=[]
szamlalo=0
for i in range(0,len(csucsok)):
for j in range(0,len(csucsok[il)):
labels.insert(szamlalo,csucsok[i] [j])
szamlalo=szamlalo+1
G=Graph ()
for i in range(0,n*m):
G.add_vertex (i)
for i in range(0, (m-1)*n):
if i/n==0:
G.add_edges ([(i,i+(n+1))])
elif iJn==n-1:
G.add_edges ([(i,i+(n-1))])
else:
G.add_edges ([(i,i+(n-1))])
G.add_edges ([(i,i+(n+1))])
G.relabel (labels,inplace=True)
pos_dict={}
x=0;y=0
for i in csucsok:
x=0
y=y+100
for j in i:
x=x+100
y
pos_dict[jl=[x,y]
G.graphplot (pos=pos_dict,edge_color="'blue',
vertex_color='yellow') .show(figsize=[5,5])
else:

print("Az n,m>2 vagy m,n paratlan paritasa nem teljesiil.")
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