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1 Bevezet�es

Dolgozatunkban olyan algebrai sz�amelm�eleti probl�em�akat t�ar-

gyalunk, amelyeket spe
i�alis diofantikus egyenletek megold�as�ara

lehet visszavezetni. A sz�oban forg�o egyenlett��pus Thue norv�eg

matematikusr�ol kapta a nev�et. Thue 1909-ben bebizony��totta

(l�asd [30℄), hogy az

F (x; y) = m

diofantikus egyenletnek, ahol F eg�esz egy�utthat�os, legal�abb har-

madfok�u, homog�en, irredu
ibilis bin�er forma, m pedig 0-t�ol k�u-

l�onb�oz}o adott eg�esz sz�am, 
sak v�eges sok x; y 2 Z megold�asa

lehet. Thue bizony��t�asa azonban ine�ekt��v volt, azaz nem ad

algoritmust a megold�asok meghat�aroz�as�ara. 1968-ban Baker a

Thue-egyenletek megold�as�ara expli
it fels}o korl�atot adott (l�asd

[2℄), amely 
sak az F forma foksz�am�at�ol, egy�utthat�oit�ol �es az

adott m-t}ol f�ugg. Ezen korl�atot az�ota t�obben is jav��tott�ak,

a jelenleg ismert legjobb be
sl�est (l�asd [8℄) Bugeaud �es Gy}ory

kapta. Azonban konkr�et egyenletek eset�eben ezen korl�atok is t�ul

nagyok ahhoz, hogy a mai igen gyors sz�am��t�og�epek seg��ts�eg�evel

az �osszes megold�ast meg tudjuk hat�arozni, ez�ert k�ul�onb�oz}o re-

duk
i�os elj�ar�asokra van sz�uks�eg. El}osz�or ilyen algoritmust Baker

�es Davenport adott [4℄-ben. A dolgozatban szerepl}o Thue-egyen-

letek megold�as�ahoz a KANT program
somagot haszn�altuk (l�asd

[24℄), amely tartalmazza a megold�ashoz sz�uks�eges �osszes bo-

nyolult sz�am��t�asokat. Ez a program
somag ala
sony foksz�am�u

(pl. legfeljebb 10-edfok�u), �es nem t�ul nagy egy�utthat�oj�u Thue-

egyenletek �osszes megold�as�at r�ovid id}on bel�ul automatikusan

szolg�altatja.
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Dolgozatban �altal�anos elj�ar�ast adunk a

D

1

(a

0

x

2

+ a

1

x+ a

2

)

2

�D

2

(b

0

y

2

+ b

1

y + b

2

) = k

diofantikus egyenlet
sal�admegold�asainakmeghat�aroz�as�ara, ahol

a

i

; b

i

; k 2 Z �es D

1

; D

2

2 N adott sz�amok, x; y 2 Z ismeretlenek.

A megold�ashoz Tzanakis egy lemm�aj�at haszn�aljuk fel, amely az

ax

2

+by

2

+
z

2

= 0 diofantikus egyenlettel foglalkozik (l�asd [32℄).

Ezen fel�ul megadjuk az �osszes

k; x

2

; y

4

�es

k; x

4

; y

2

t��pus�u sz�amtani sorozatot, ahol x; y 0-t�ol k�ul�onb�oz}o eg�esz sz�a-

mok, k pedig adott eg�esz sz�am a jkj � 10 tulajdons�aggal. A

szakirodalomban sok eredm�eny tal�alhat�o ebben a t�emak�orben.

Legt�obben a kap
sol�od�o

x

4

�Dy

2

= �1;

x

2

�Dy

4

= �1

egyenleteket vizsg�alt�ak, ahol D > 0 adott eg�esz sz�am, l�asd

p�eld�aul: [9℄-[11℄,[13℄-[21℄,[25℄-[27℄,[32℄,[33℄. Tzanakis [32℄-ben �al-

tal�anos m�odszert adott az

x

2

�Dy

4

= k (1.1)

alak�u egyenletek megold�as�ara konkr�et D �es k �ert�ekek mellett.

Dawe �es Lal [21℄-ben sz�am��t�og�ep seg��ts�eg�evel a 2 � D � 43; y �

2 � 10

5

; jkj � 999 felt�etelek mellett (1:1) �osszes megold�as�at

meghat�arozta. Y. S. Cao [10℄-ben k = �4 eset�en megoldhat�os�agi

felt�eteleket adott (1:1)-re vonatkoz�oan. Megeml��tj�uk, hogy �ujab-

ban Bilu �es Hanrot [6℄-ban m�odszert dolgoztak ki �altal�anosabb

szuperelliptikus egyenletek numerikus megold�as�ara.
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2 Algebrai sz�amelm�eleti alapfogalmak

Az al�abbiakban �attekintj�uk a megoldott probl�em�akhoz sz�uks�eges

algebrai sz�amelm�eleti de�n��
i�okat �es t�eteleket. A t�etelek bi-

zony��t�asai megtal�alhat�oak a [7℄,[29℄ �es a [31℄ k�onyvekben.

2.1 Algebrai sz�amok

2.1. De�n��
i�o. Az � 2 C sz�amot algebrai sz�amnak nevezz�uk,

ha l�etezik olyan ra
ion�alis egy�utthat�os

f(x) = a

0

x

n

+ a

1

x

n�1

+ : : :+ a

n

6� 0 =a

i

ra
ion�alis=

polinom, melynek � gy�oke.

2.2. De�n��
i�o. Az � sz�amot k-adfok�u algebrai sz�amnak nevez-

z�uk, ha gy�oke egy f

k

(x) k-adfok�u ra
ion�alis egy�utthat�os poli-

nomnak, de nem gy�oke semmilyen g

l

(x) ra
ion�alis egy�utthat�os

polinomnak, ha l < k.

2.3. T�etel. Ha � gy�oke egy f

k

(x) k-adfok�u ra
ion�alis egy�uttha-

t�os polinomnak, de k-n�al ala
sonyabb fok�u ra
ion�alis egy�utthat�os

polinomnak nem gy�oke, akkor f

k

(x) irredu
ibilis polinom a ra
io-

n�alis sz�amtest felett.

2.4. T�etel. Ha � gy�oke k�et k-adfok�u ra
ion�alis egy�utthat�os ir-

redu
ibilis f

k

(x) �es g

k

(x) polinomnak, akkor

f

k

(x) = 
g

k

(x);

ahol 
 ra
ion�alis konstans.

2.5. De�n��
i�o. Az � sz�am kanonikus polinomj�anak nevezz�uk

azt a legala
sonyabb fok�u ra
ion�alis egy�utthat�os polinomot, a-

melynek � gy�oke.
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2.6. T�etel. Az �osszes algebrai sz�amok testet alkotnak.

2.7. De�n��
i�o. Az � sz�amot algebrai eg�esz sz�amnak nevezz�uk,

ha � kanonikus polinomj�aban minden egy�utthat�o ra
ion�alis e-

g�esz, �es f}oegy�utthat�oja 1.

2.8. T�etel. Tetsz}oleges � algebrai sz�am el}o�all��that�o egy algebrai

eg�esz sz�am �es egy ra
ion�alis eg�esz sz�am h�anyadosak�ent.

2.9. T�etel. Az �osszes algebrai eg�esz sz�amok gy}ur}ut alkotnak.

2.10. De�n��
i�o. Egy � algebrai sz�am kanonikus polinomj�anak

gy�okeit az � sz�am konjug�altjainak nevezz�uk.

2.11. T�etel. Algebrai eg�esz sz�am konjug�altja is algebrai eg�esz

sz�am.

2.2 Algebrai b}ov��t�esek

2.12. De�n��
i�o. Ha az 
 test tartalmazza a k testet, mint

r�esztestet, akkor azt mondjuk, hogy az 
 testb}ov��t�ese a k-nak.

Jel�ol�es: 
=k:

2.13. De�n��
i�o. Ha K olyan r�eszteste az 
-nak amely tartal-

mazza a k testet, azaz k � K � 
; akkor K-t k�ozbens}o testnek

nevezz�uk.

2.14. De�n��
i�o. A K=k b}ov��t�est v�egesnek nevezz�uk, ha K

mint vektort�er a k felett v�eges dimenzi�os. Ezt a dimenzi�ot

nevezz�uk a b}ov��t�es fok�anak, �es (K : k)-val jel�olj�uk. A K mint

vektort�er a k felett egy b�azis�at a K=k b}ov��t�es b�azis�anak nevez-

z�uk.

2.15. T�etel. Legyen K

0

a K=k b}ov��t�es k�ozbens}o teste. Ekkor

ha a K=K

0

�es K

0

=k b}ov��t�esek v�egesek, akkor a K=k b}ov��t�es is

v�eges, �es

(K : k) = (K : K

0

)(K

0

: k):
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2.16. De�n��
i�o. Legyen 
=k a k test b}ov��t�ese. Az � 2 


sz�amot algebrainak nevezz�uk a k test felett, ha gy�oke valamely

f(t) 2 k[t℄ nemnulla polinomnak.

2.17. De�n��
i�o. Az 
=k b}ov��t�est algebrainak nevezz�uk,

ha minden � 2 
 algebrai k felett.

2.18. T�etel. Minden v�eges b}ov��t�es algebrai.

Most r�at�er�unk a ra
ion�alis sz�amtest b}ov��t�eseinek t�argyal�as�a-

ra.

2.19. De�n��
i�o. Legyen # egy n-edfok�u nem ra
ion�alis algeb-

rai sz�am. Az Q ra
ion�alis sz�amtestnek a # �altal gener�alt Q (#)

n-edfok�u egyszer}u algebrai b}ov��t�es�en azon

f(#)

g(#)

g(#) 6= 0

alak�u elemek �osszess�eg�et �ertj�uk, amelyek �ugy keletkeznek, hogy

az f(x) �es g(x) polinomok egym�ast�ol f�uggetlen�ul v�egigfutnak az

�osszes ra
ion�alis egy�utthat�os polinomok gy}ur}uj�en.

2.20. T�etel. A ra
ion�alis sz�amtest egyszer}u algebrai b}ov��t�es�e-

nek elemei sz�amtestet alkotnak.

2.21. T�etel. Az Q (#) n-edfok�u sz�amtest tetsz}oleges � eleme

egy�ertelm}uen

� = 


0

+ 


1

#+ : : :+ 


n�1

#

n�1

alakban �all��that�o el}o, ahol a 


i

sz�amok ra
ion�alisak. (Ezt nevez-

z�uk az � sz�am kanonikus el}o�all��t�as�anak.)

2.22. De�n��
i�o. Az �

1

; : : : ; �

k

Q (#)-beli elemeket a ra
ion�alis

sz�amtest felett line�arisan f�uggetleneknek nevezz�uk, ha ra
ion�alis

egy�utthat�os line�aris kombin�a
i�ojukkal a 0 
sak trivi�alisan �all��t-

hat�o el}o.
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2.23. T�etel. Az n-edfok�u Q (#)-ban l�eteznek line�arisan f�ugget-

len elemek, �es ezek maxim�alis sz�ama n. Ha

�

1

; : : : ; �

n

line�arisan f�uggetlen elemek maxim�alis rendszere, akkor ezek li-

ne�aris kombin�a
i�ojak�ent az Q (#) minden eleme egy�ertelm}uen

el}o�all��that�o.

2.24. T�etel. Az Q (#) test minden eleme algebrai sz�am.

2.25. T�etel. Legyen Q (#) a ra
ion�alis test egy n-edfok�u egy-

szer}u algebrai b}ov��t�ese, �es legyen

� 2 Q (#)

az Q (#)-nak egy tetsz}oleges n-edfok�u eleme. Ekkor Q (�) =

Q (#):

2.3 Algebrai sz�amok magass�aga, m�erete �es norm�aja

2.26. De�n��
i�o. Legyen � algebrai sz�am, amelynek de�ni�al�o

polinomja:

a

0

x

d

+ : : :+ a

d

;

ahol a

i

2 Z; a

0

> 0; (a

0

; : : : ; a

d

) = 1: Ekkor az � sz�am

magass�ag�at a H(�) = max(ja

0

j; : : : ; ja

d

j) k�eplettel �ertelmezz�uk.

Az � sz�am foka pedig deg(�) = d:

2.27. De�n��
i�o. Jel�olje � = �

1

; : : : ; �

d

az � sz�am konjug�alt-

jait. Az � m�erete:

j�j = max

1�i�d

j�

i

j:
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Ekkor igazak az al�abbi �osszef�ugg�esek:

j�j � deg(�)H(�);

j�j � (deg(�)H(�))

�1

:

2.28. De�n��
i�o. Legyen K = Q (#) n-edfok�u algebrai sz�am-

test. Tekints�uk az � = r(#) kanonikus el}o�all��t�as�at. Behe-

lyettes��tve # konjug�altjait, kapjuk az �

(j)

= r(#

j

) (j = 1; : : : ; n)

sz�amokat, amelyeket az � sz�am Q (#)-ra vonatkoz�o relat��v kon-

jug�altjainak nevezz�uk.

A k�ovetkez}o t�etel a relat��v �es a k�oz�ons�eges konjug�altak kap-


solat�at adja meg.

2.29. T�etel. Legyen � k-adfok�u eleme az n-edfok�u Q (#) sz�am-

testnek. Ekkor k j n �es � relat��v konjug�altjai sorrendt}ol elte-

kintve megegyeznek � konjug�altjaival, mindegyiket n=k-szor v�eve.

2.30. De�n��
i�o. Legyen K = Q (#) n-edfok�u algebrai sz�am-

test. Tekints�uk az � = r(#) kanonikus el}o�all��t�as�at. Ekkor az

� sz�am norm�aj�an a relat��v konjug�altjainak a szorzat�at �ertj�uk,

azaz

N(�) =

n

Y

j=1

r(#

j

):

A norma tulajdons�agai:

1. Ha � algebrai sz�am, akkor N(�) 2 Q , ha algebrai eg�esz

sz�am akkor pedig N(�) 2 Z:

2. A norma tot�alisan multiplikat��v f�uggv�eny.

3. Ha �; � 2 O

K

�es � j �, akkor N(�) j N(�):

4. � 2 O

K

�es N(�) = �1, pontosan akkor ha � egys�eg.
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3 Thue-egyenletek

Ebben a fejezetben a Thue-egyenletek megold�as�ahoz sz�uks�eges

t�etelekr}ol lesz sz�o.

Legyen F 2 Z[X; Y ℄ legal�abb harmadfok�u irredu
ibilis bin�er

forma, �es m 6= 0 ra
ion�alis eg�esz. Thue-egyenletnek az

F (x; y) = m x; y 2 Z

t��pus�u diofantikus egyenleteket nevezz�uk. Thue 1909-ben bebi-

zony��totta [30℄-ban, hogy az ilyen egyenleteknek 
sak v�eges sok

megold�asuk van. Azonban eredm�enye ine�ekt��v volt abban az

�ertelemben, hogy nem szolg�altatott elj�ar�ast a konkr�et esetekben

fell�ep}o megold�asok meghat�aroz�as�ara.

3.1 A Baker m�odszer ismertet�ese

Baker algebrai sz�amok logaritmusainak line�aris form�aira vonat-

koz�o eredm�enye (l�asd [1℄) �uj m�odszert adott bizonyos t��pus�u

diofantikus egyenletek vizsg�alat�ahoz. A jelenleg ismert legjobb

e�ekt��v be
sl�es algebrai sz�amok logaritmusainak line�aris form�ai-

ra vonatkoz�oan Baker �es W�ustholz eredm�enye (l�asd [5℄). Mivel a

t�etelt a k�es}obbiek folyam�an haszn�alni fogjuk, ��gy az al�abbiakban

ismertetj�uk azt.

Az eredm�eny megfogalmaz�as

�

hoz sz�uks�eg�unk van n�eh�any �uj

jel�ol�es bevezet�es�ere. Legyenek �

1

; : : : ; �

n

olyan nem nulla algeb-

rai sz�amok, melyek magass�agai nem haladj�ak meg az A

1

; : : : ; A

n

�ert�ekeket, valamint

K = Q (�

1

; : : : ; �

n

) �es [K : Q ℄ = d:

Legyen

� = b

1

log�

1

+ : : :+ b

n

log�

n

;
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ahol b

1

; : : : ; b

n

olyan ra
ion�alis eg�esz sz�amok, amelyek nem

mindegyike 0, �es

max

1�j�n

jb

j

j � B:

Jel�olje tov�abb�a 
 az A

j

�ert�ekek logaritmusainak szorzat�at.

3.1. T�etel. Tegy�uk fel, hogy A � e; B � e: Ha � 6= 0; akkor a

0 < j�j < exp

n

�(16nd)

2(n+2)


 logB

o

egyenl}otlens�egnek nin
s b

1

; : : : ; b

n

ra
ion�alis eg�esz megold�asa.

Ezek ut�an ismertet�unk k�et, a Thue-egyenletek megold�asaira

vonatkoz�o e�ekt��v fels}o be
sl�est ad�o t�etelt. Ezek alapja a fent

bemutatott Baker-t��pus�u be
sl�es. Az els}o ilyen t�etel Baker ered-

m�enye (l�asd [2℄).

3.2. T�etel. Az

F (x; y) = b

Thue-egyenlet minden x; y eg�esz megold�as�ara fenn�all, hogy

max(jxj; jyj) < exp

n

n

�

2

H

�n

3

+ (log jbj)

2n+2

o

;

ahol n = deg(F ); H az F magass�aga, azaz F egy�utthat�oi ab-

szol�ut �ert�ekeinek maximuma, �es � = 128n(n+ 1):

A jelenleg ismert legjobb korl�at Bugeaud �es Gy}ory nev�ehez

f}uz}odik, most ezt a t�etelt ismertetj�uk.

3.3. T�etel. Az

F (x; y) = b

Thue-egyenlet minden x; y eg�esz megold�as�ara fenn�all, hogy

max(jxj; jyj) < exp

�


H

2n�2

(logH)

2n�1

logB

�

;

ahol 
 = 3

3(n+9)

n

18(n+1)

; H az F magass�ag�anak egy fels}o korl�atja,

�es B = max(jbj; 3):
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3.2 P�elda Thue-egyenlet megold�as�ara

Ebben a r�eszben bemutatjuk, hogyan is alkalmazhat�o a fent is-

mertetett m�odszer Thue-egyenletek eset�eben. Most Ga�al egy


ikk�et fogjuk k�ovetni (l�asd [23℄).

Megjegyezz�uk, hogy ha F 2 Z[x; y℄ egy n-edfok�u irredu
ibilis

forma 1 f}oegy�utthat�oval akkor az egyenletet az al�abbi form�aban

is megadhatjuk:

F (X; Y ) = N

K=Q

(X + �Y ) =

n

Y

i=1

(X + �

(i)

Y );

ahol K = Q (�) az F (X; 1) = 0 egy gy�oke �altal gener�alt test, �es

�

(i)

; (i = 1; : : : ; n) jel�oli ennek az � gy�oknek a konjug�altjait. Az

egyszer}us�eg kedv�e�ert olyan harmadfok�u

N

K=Q

(x+ �y) = 1; x; y 2 Z (3.1)

Thue-egyenletet tekint�unk, ahol K = Q (�) tot�alisan val�os har-

madfok�u test. Jel�olj�uk �

1

; �

2

-vel az 1 norm�aj�u K-beli alap-

egys�egeket. Legyen x �es y tetsz}oleges, de r�ogz��tett megold�asa

(3.1)-nek, �es legyen

X = max(jxj; jyj):

Legyen � = x+ �y �es egy 
 2 K sz�am konjug�altjait jel�olje 


(i)

i = 1; 2; 3: (3.1)-b}ol k�ovetkezik, hogy � egy egys�egeK-nak, ez�ert

� = �

b

1

1

�

b

2

2

b

1

; b

2

2 Z: (3.2)

Legyen H = max(jb

1

j; jb

2

j): Az �altal�anoss�ag 
sorb��t�asa n�elk�ul

feltehetj�uk, hogy

j�

(1)

j � j�

(2)

j � j�

(3)

j:
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Kapjuk, hogy

j�

(i)

j � 


1

X; (i = 2; 3) (3.3)

ahol 


1

e�ekt��ve kisz�amolhat�o pozit��v konstans, amely 
sak az

�-t�ol �es a K test param�etereit}ol f�ugg. (3.1) �es (3.3) alapj�an:

j�

(1)

j =

1

j�

(2)

jj�

(3)

j

� 


2

X

�2

: (3.4)

Most � konjug�altjainak logaritmus�at v�eve, �es felhaszn�alva (3.2)-

t kapjuk, hogy:

log j�

(i)

j = b

1

log j�

(i)

1

j+ b

2

log j�

(i)

2

j (i = 1; 2; 3):

Azaz line�aris egyenletrendszert kaptunk b

1

; b

2

-re, ��gy a Cramer-

szab�aly seg��ts�eg�evel

H � 


3

max

1�i�3

�

�

�

log j�

(i)

j

�

�

�

� 


4

logX: (3.5)

A Baker-m�odszer alkalmaz�as�ahoz sz�uks�eg�unk lesz az �ugyneve-

zett Siegel-azonoss�agra:

(�

(1)

� �

(2)

)�

(3)

+ (�

(2)

� �

(3)

)�

(1)

+ (�

(3)

� �

(1)

)�

(2)

= 0:

Ezt az azonoss�agot �atalak��tva kapjuk, hogy:

1�

(�

(1)

� �

(3)

)�

(2)

(�

(1)

� �

(2)

)�

(3)

=

(�

(3)

� �

(2)

)�

(1)

(�

(1)

� �

(2)

)�

(3)

: (3.6)
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Tekints�uk a k�ovetkez}o egyenl}otlens�egsorozatot:

exp(�


5

logH) <

�

�

�

�

�

log

�

�

�

�

(�

(1)

� �

(3)

)

(�

(1)

� �

(2)

)

�

�

�

�

+ b

1

log

�

�

�

�

�

�

(2)

1

�

(3)

1

�

�

�

�

�

+ b

2

log

�

�

�

�

�

�

(2)

2

�

(3)

2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 2

�

�

�

�

�

�

1�

(�

(1)

� �

(3)

)

(�

(1)

� �

(2)

)

"

�

(2)

1

�

(3)

1

#

b

1

"

�

(2)

2

�

(3)

2

#

b

2

�

�

�

�

�

�

= 2

�

�

�

�

1�

(�

(1)

� �

(3)

)�

(2)

(�

(1)

� �

(2)

)�

(3)

�

�

�

�

= 2

�

�

�

�

(�

(3)

� �

(2)

)�

(1)

(�

(1)

� �

(2)

)�

(3)

�

�

�

�

(3.7)

� 


6




2

X

�2




1

X

= 


7

X

�3

= exp(


8

� 3 logX)

� exp(


8

� 


9

H) � exp(�


10

H):

Itt az els}o egyenl}otlens�eg k�ovetkezik a Baker-be
sl�esb}ol, a m�a-

sodik a j log zj < 2jz � 1j egyenl}otlens�egb}ol, ez azon komplex

sz�amokra teljes�ul, amelyekre jz � 1j �

1

3

: (Ha eset�unkben a

megfelel}o jel�ol�essel jz � 1j >

1

3

teljes�ulne, akkor az al�abbiakban

kapottn�al sokkal jobb be
sl�est nyer�unk H-ra). A k�ovetkez}o

egyenl}os�eg (3.2)-b}ol, az ezut�ani pedig (3.6)-b�ol k�ovetkezik. Ez-

ut�an alkalmaztuk (3.3)-at,(3.4)-et �es (3.5)-�ot. Az utols�o be
sl�es

akkor igaz ha H el�eg nagy, de ha ez nem teljes�ul, akkor ism�et

jobb be
sl�est nyer�unkH-ra.

�

Osszehasonl��tva az egyenl}otlens�egek

jobb �es bal oldal�at azt kapjuk, hogy H-ra e�ekt��ve kisz�am��that�o

pozit��v H

B

korl�at adhat�o. Alkalmazva (3.2)-t, X-re az X

B

fels}o

korl�atot nyerj�uk. Megjegyezz�uk, hogy ebben az egyszer}u eset-

ben H

B

k�or�ulbel�ul 10

30

, �es X

B

ennek exponen
i�alis f�uggv�enye.

Az ��gy nyert korl�atot a Baker-Davenport reduk
i�os elj�ar�as

seg��ts�eg�evel le lehet szor��tani. Most ezt a m�odszert mutatjuk

be. Az elj�ar�as a k�ovetkez}o egyenl}otlens�egen alapul:

�

�

�

�

�

log

�

�

�

�

(�

(1)

� �

(3)

)

(�

(1)

� �

(2)

)

�

�

�

�

+ b

1

log

�

�

�

�

�

�

(2)

1

�

(3)

1

�

�

�

�

�

+ b

2

log

�

�

�

�

�

�

(2)

2

�

(3)

2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

< exp(�


10

H):
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Legyen

� =

log

�

�

�

�

(2)

1

�

(3)

1

�

�

�

log

�

�

�

�

(2)

2

�

(3)

2

�

�

�

;

�es


 = �

log

�

�

�

(�

(1)

��

(3)

)

(�

(1)

��

(2)

)

�

�

�

log

�

�

�

�

(2)

2

�

(3)

2

�

�

�

:

Ekkor a fenti egyenl}otlens�eg az al�abbi form�aba ��rhat�o:

jb

1

�+ b

2

� 
j < K

�H

; (3.8)

ahol K egy e�ekt��ve kisz�am��that�o pozit��v konstans. A reduk
i�os

elj�ar�as alapja az al�abbi lemma.

3.4. Lemma. Legyen �; 
 adott val�os sz�amok, M;B (B > 6)

adott eg�eszek. Ha l�etezik q eg�esz �ugy, hogy:

1 � q � MB

kq�k <

2

MB

kq
k �

3

B

akkor (3.8)-nak nin
s b

1

; b

2

megold�asa a

log(MB

2

)

logK

� H � M

intervallumban, ahol H = max(jb

1

j; jb

2

j) �es k � k jel�oli a legk�oze-

lebbi eg�eszt}ol m�ert t�avols�agot.

A lemma felhaszn�al�as�aval a korl�atot leszor��tjuk (kb. k�et

sz�amjegy}ure), �es ezzel lehet}os�eg van sz�am��t�og�ep seg��ts�eg�evel

meghat�arozni az �osszes megold�ast.
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4 Saj�at eredm�enyek

Ebben a fejezetben �altal�anos elj�ar�ast adunk a

D

1

(a

0

x

2

+ a

1

x+ a

2

)

2

�D

2

(b

0

y

2

+ b

1

y + b

2

) = k

diofantikus egyenlet
sal�ad megold�asainak meghat�aroz�as�ara, �es

numerikusan megoldjuk a

2x

4

= y

2

+ k

�es

2x

2

= y

4

+ k

diofantikus egyenleteket a jkj � 10 felt�etel mellett, azaz megad-

juk az �osszes k; x

4

; y

2

�es k; x

2

; y

4

alak�u sz�amtani sorozatot. Az

els}o probl�ema megold�as�ahoz Tzanakis 
ikk�et haszn�altuk (l�asd

[32℄), m��g a m�asodik r�eszben Cohen 
ikk�et (l�asd [13℄).

4.1 A D

1

(a

0

x

2

+ a

1

x+ a

2

)

2

�D

2

(b

0

y

2

+ b

1

y+ b

2

) = k diofan-

tikus egyenletr}ol

Az al�abbiakban �altal�anos elj�ar�ast adunk a

D

1

(a

0

x

2

+ a

1

x+ a

2

)

2

�D

2

(b

0

y

2

+ b

1

y + b

2

) = k

diofantikus egyenlet
sal�admegold�asainakmeghat�aroz�as�ara, ahol

a

i

; b

i

; k 2 Z �es D

1

; D

2

2 N adott sz�amok, x; y 2 Z ismeretlenek.

A megold�ashoz Tzanakis egy lemm�aj�at haszn�aljuk fel, amely az

ax

2

+by

2

+
z

2

= 0 diofantikus egyenlettel foglalkozik (l�asd [32℄).

4.1. T�etel. Tekints�uk a k�ovetkez}o diofantikus egyenletet:

D

1

(a

0

x

2

+ a

1

x+ a

2

)

2

�D

2

(b

0

y

2

+ b

1

y + b

2

) = k; (4.1)
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ahol a

i

; b

i

; k 2 Z �es D

1

; D

2

2 N adott sz�amok, x; y 2 Z is-

meretlenek. Ekkor megadhatunk v�eges sok negyedrend}u Thue-

egyenletet, amelyek megold�as�aval meg tudjuk hat�arozni (4.1)

�osszes eg�esz megold�as�at.

Bizony��t�as. Az egyenletet 4b

0

-al szorozva kapjuk, hogy

4b

0

D

1

(a

0

x

2

+a

1

x+a

2

)

2

�D

2

(2b

0

y+b

1

)

2

= 4b

0

k+4b

0

b

2

D

2

�D

2

b

2

1

:

Vezess�uk be a k�ovetkez}o jel�ol�eseket:

4b

0

D

1

= m

1

s

2

1

;

D

2

= m

2

s

2

2

;

4b

0

k + 4b

0

b

2

D

2

�D

2

b

2

1

= m

3

z

2

;

ahol m

1

;m

2

;m

3

n�egyzetmentes eg�eszek. Ekkor

m

1

�

s

1

�

a

0

x

2

+ a

1

x + a

2

��

2

+ (�m

2

) (s

2

(2b

0

y + b

1

))

2

+ (�m

3

)z

2

= 0: (4.2)

Legyen (m

1

;m

2

) = d

1

; (m

1

;m

3

) = d

2

; (m

2

;m

3

) = d

3

ekkor

(d

1

; d

2

) = (d

1

; d

3

) = (d

2

; d

3

) = 1; �es

m

1

= d

1

d

2

n

1

;

m

2

= d

1

d

3

n

2

;

m

3

= d

2

d

3

n

3

;

s

1

(a

0

x

2

+ a

1

x+ a

2

)

2

= d

3

X;

s

2

(2b

0

y + b

1

)

2

= d

2

Y;

z = d

1

Z:

�

Igy (4.2) a k�ovetkez}o alakban ��rhat�o:

n

1

d

3

X

2

+ (�n

2

d

2

)Y

2

+ (�n

3

d

1

)Z

2

= 0; (4.3)

ahol az egy�utthat�ok n�egyzetmentesek, �es p�aronk�ent relat��v pr��-

mek. Ha (4.3)-nak 
sak a trivi�alis (X; Y; Z) = (0; 0; 0)megold�asa
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van, akkor visszahelyettes��t�es ut�an egyszer}u sz�amol�assal meg-

kapjuk a megold�asokat x-re �es y-ra. Ezut�an tegy�uk fel, hogy

l�etezik nem trivi�alis megold�as: (x

1

; y

1

; z

1

): Ilyen megold�as meg-

hat�aroz�as�ara l�etezik algoritmus: a Dedekind-elj�ar�as (l�asd p�eld�aul

[22℄ vagy [28℄). Ezekut�an meg lehet adni a param�eteres megol-

d�ast (4.3)-ra (l�asd [28℄). Azaz l�eteznek olyan u; v relat��v pr��m

eg�eszek, hogy:

d

4

X

Q

= �n

1

d

3

x

1

u

2

+ 2n

2

d

2

y

1

uv � n

2

d

2

x

1

v

2

;

d

4

Y

Q

= n

1

d

3

y

1

u

2

� 2n

1

d

3

x

1

uv + n

2

d

2

y

1

v

2

;

�d

4

Z

Q

= n

1

d

3

z

1

u

2

� n

2

d

2

z

1

v

2

;

ahol d

4

a jobboldalak legnagyobb k�oz�os oszt�oja, �es

Q = (X; Y; Z):

Az u

2

; uv; v

2

egy�utthat�oinak determin�ans�at tekintve kapjuk,

hogy d

4

j 2n

1

n

2

n

3

d

1

d

2

d

3

z

3

1

: Az els}o egyenletet d

3

-mal szorozva

ad�odik, hogy:

d

4

Q

s

1

(a

0

x

2

+a

1

x+a

2

)

2

= �n

1

d

2

3

x

1

u

2

+2n

2

d

2

d

3

y

1

uv�n

2

d

2

d

3

x

1

v

2

;

ahol d

4

�es Q egy-egy v�eges halmazb�ol kiker�ul}o sz�amok. A fenti

egyenletet �atalak��tva:

d

4

s

1

(2a

0

x+ a

1

)

2

� a

2

1

d

4

s

1

+ 4a

0

a

2

d

4

s

1

=

= 4a

0

Q(�n

1

d

2

3

x

1

u

2

+ 2n

2

d

2

d

3

y

1

uv � n

2

d

2

d

3

x

1

v

2

);

�es itt felhaszn�alva, hogy �d

4

Z

Q

= n

1

d

3

z

1

u

2

� n

2

d

2

z

1

v

2

ad�odik,

hogy

d

4

s

1

(2a

0

x+ a

1

)

2

�

Q(�a

2

1

d

4

s

1

+ 4a

0

a

2

d

4

s

1

)(n

1

d

3

z

1

u

2

� n

2

d

2

z

1

v

2

)

d

4

Z

=

= 4a

0

Q(�n

1

d

2

3

x

1

u

2

+ 2n

2

d

2

d

3

y

1

uv � n

2

d

2

d

3

x

1

v

2

):
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Innen �atrendez�es ut�an:

(�

1

x+ �

2

)

2

= �

1

u

2

+ �

2

uv + �

3

v

2

:

A jobb oldalt teljes n�egyzett�e alak��tva kapjuk, hogy :

�4�

1

(�

1

x+ �

2

)

2

+ (2�

1

u+ �

2

v)

2

+ (4�

1

�

3

� �

2

2

)v

2

= 0:

Vezess�uk be a k�ovetkez}o jel�ol�eseket: 4�

1

�

3

� �

2

2

= j

1

t

2

1

; 4�

1

=

j

2

t

2

2

; ahol j

1

; j

2

n�egyzetmentes sz�amok. Legyen (j

1

; j

2

) = d

5

;

ekkor j

1

= d

5

k

1

; j

2

= d

5

k

2

; 2�

1

u+ �

2

v = d

5

Z:

�

Igy

(�t

2

)X

2

+ t

1

Y

2

+ d

5

Z

2

= 0; (4.4)

ahol X = t

2

(�

1

x+�

2

); Y = t

1

v �es az egy�utthat�ok n�egyzetmen-

tesek, �es p�aronk�ent relat��v pr��mek. Ha (4.4)-nak 
sak a trivi�alis

(0; 0; 0) megold�asa van, akkor t

2

(�

1

x+ �

2

) = 0 felhaszn�al�as�aval

a megold�asok egyszer}u sz�amol�assal ad�odnak. Tegy�uk fel ism�et,

hogy l�etezik nem trivi�alis megold�as: (x

1

; y

1

; z

1

): Ekkor l�eteznek

olyan a; b relat��v pr��m eg�esz sz�amok melyekkel:

d

6

X

Q

= f

1

(a; b); (4.5)

d

6

Y

Q

= f

2

(a; b); (4.6)

�d

6

Z

Q

= f

3

(a; b); (4.7)

ahol d

6

a jobb oldalak legnagyobb k�oz�os oszt�oja, �es

Q = (X; Y ; Z);

tov�abb�a f

i

; i = 1; 2; 3 
sak j

i

; t

i

; d

5

; x

1

; y

1

; z

1

-t}ol f�ugg}o homog�en

bin�er forma. d

6

is egy v�eges halmazb�ol kiker�ul}o sz�am, �es Q j

Y ; Z miatt
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Q j 2�

1

�

2

t

1

szint�en egy v�eges halmazb�ol ker�ul ki. A (4.5) egyen-

letek alapj�an:

u = g

1

(a; b);

v = g

2

(a; b);

ahol g

1

�es g

2

ra
ion�alis egy�utthat�os bin�er form�ak. Felhaszn�alva,

hogy

�d

4

Z

Q

= n

1

d

3

z

1

u

2

� n

2

d

2

z

1

v

2

;

ad�odik, hogy

�d

4

Z

Q

= n

1

d

3

z

1

(g

1

(a; b))

2

� n

2

d

2

z

1

(g

2

(a; b))

2

:

Az egyenletet �atrendezve:

F (a; b) = m

t��pus�u egyenlethez jutunk, ahol F negyedfok�u homog�en bin�er

forma, �es m adott eg�esz sz�am. Abban az esetben, ha F irre-

du
ibilis �es m 6= 0, Thue-egyenlethez jutunk, amelyet a KANT

program
somaggal megoldva kapjuk a megold�asokat (a; b)-re �es

visszahelyettes��t�es ut�an (x; y)-ra. F redu
ibilit�asa eset�en egy-

szer}u sz�amol�assal igen j�o korl�at nyerhet}o a-ra �es b-re, �es m = 0

eset�eben szint�en elemi eszk�oz�okkel jutunk el a megold�asokhoz.

Ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.

4.2 Teljes hatv�anyok sz�amtani sorozatokban

A k�ovetkez}o eredm�eny megadja az �osszes k; x

2

; y

4

�es k; x

4

; y

2

t��pus�u sz�amtani sorozatot jkj � 10 felt�etel mellett.
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4.2. T�etel. Ha k 2 f�10; :::; 10g, akkor a

2x

2

= y

4

+ k; (4.8)

�es

2x

4

= y

2

+ k (4.9)

diofantikus egyenletek �osszes megold�as�at az al�abbi t�abl�azatok ad-

j�ak:

2x

2

= y

4

+ k 2x

4

= y

2

+ k

k = 8 (j x j; y) = (2; 0) nin
s megold�as

k = 7 (j x j; j y j) = (2; 1); (1562; 47) (j x j; j y j) = (2; 5)

k = 2 (j x j; j y j) = (1; 0); (3; 2) nin
s megold�as

k = 1 (j x j; j y j) = (1; 1) (j x j; j y j) = (1; 1); (13; 239)

k = 0 (x; y) = (0; 0) (x; y) = (0; 0)

k = �1 (x; j y j) = (0; 1) (x; j y j) = (0; 1)

k = �2 nin
s megold�as (j x j; j y j) = (1; 2)

k = �4 nin
s megold�as (j x j; j y j) = (2; 6); (0; 2)

k = �7 nin
s megold�as (j x j; j y j) = (1; 3); (3; 13)

k = �8 (j x j; j y j) = (2; 2); (478; 26) nin
s megold�as

k = �9 (j x j; j y j) = (6; 3) (j x j; j y j) = (6; 51); (0; 3)

Csak azokat a k �ert�ekeket t�untett�uk fel, melyekre (4.8) �es (4.9)

k�oz�ul legal�abb az egyik egyenlet megoldhat�o. Mint m�ar eml��tet-

t�uk (4.8)-at k = �1 eset�en, illetve (4.9)-et k = 2 eset�en Z. F. Cao

�es J. Y. Pan (l�asd [11℄), m��g (4.9)-et k = 1-re Ljunggren (l�asd

[25℄) kor�abban megoldotta, �es k = �1-re is ismert a megold�as

(l�asd [27℄, 270. oldal).

Bizony��t�as. Legel}osz�or is vegy�uk �eszre, hogy 
sak azon k �ert�e-

kekre kaphatunk megold�ast, amelyekre az u

2

� 2v

2

= �k Pell-

egyenletnek van eg�esz megold�asa. Ennek alapj�an k�onnyen ellen-

}orizhet}o, hogy a k 2 f�10; �6; �5; �3g eseteket kiz�arhatjuk.
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Az al�abbi egyenletek nem megoldhat�ok, mert alkalmas modulus

mellett mint kongruen
i�ak sem megoldhat�ok:

2x

4

= y

2

+ 9, nin
s megold�as modulo 27

2x

4

= y

2

+ 8, nin
s megold�as modulo 16

2x

4

= y

2

+ 4, nin
s megold�as modulo 16

2x

4

= y

2

� 8, nin
s megold�as modulo 16

2x

2

= y

4

+ 9, nin
s megold�as modulo 27

2x

2

= y

4

+ 4, nin
s megold�as modulo 16

2x

2

= y

4

� 2, nin
s megold�as modulo 16

2x

2

= y

4

� 4, nin
s megold�as modulo 16

2x

2

= y

4

� 7, nin
s megold�as modulo 16.

R�at�er�unk a megmaradt esetek t�argyal�as�ara. Cohen 
ikk�et (l�asd

[13℄) felhaszn�alva a (4.8) �es (4.9) egyenleteket Thue-egyenletek-

re vezetj�uk vissza, �es ezeket a KANT program
somag seg��ts�eg�e-

vel megoldjuk. A m�odszer m}uk�od�es�et mindk�et esetben egy-egy

konkr�et egyenleten mutatjuk be.

1. El}osz�or a

2x

2

= y

4

+ 7

egyenletet oldjuk meg. [13℄ alapj�an kapjuk, hogy:

y

2

=


(u

2

+ 8uv + 2v

2

)

h

; (4.10)

�1 =


(2v

2

� u

2

)

h

; (4.11)

x =


(2u

2

+ 2uv + 4v

2

)

h

; (4.12)
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ahol u; v; 
 2 Z; v > 0; (u; v) = 1; h 2 f1; 2; 4; 7; 14; 28g. A

(4.11) egyenlet alapj�an ad�odik, hogy 
jh, de mivel h befutja a 28

�osszes pozit��v oszt�oj�at, ez�ert (4.10)-(4.12)-ben h-t 
-vel elosztva

l�athat�o, hogy elegend}o a 
 = �1 eseteket vizsg�alni.

A h = 1 esetben az y

2

-re vonatkoz�o egyenletet �atalak��tva

kapjuk, hogy

14v

2

= (u+ 4v)

2

� y

2

:

A [13℄-beli m�odszert ism�etelten alkalmazva:

u+ 4v =

d(15a

2

+ 112ab+ 210b

2

)

j

; (4.13)

y =

d(14b

2

� a

2

)

j

; (4.14)

v =

d(4a

2

+ 30ab+ 56b

2

)

j

; (4.15)

ad�odik, ahol a; b; d 2 Z; b > 0; (a; b) = 1;

j 2 f1; 2; 4; 7; 14; 28g. A d konstans szorz�o itt is elhagy-

hat�o az (u; v) = 1 felt�etel miatt. A (4.13) �es a (4.15) egyenlet

seg��ts�eg�evel u is kifejezhet}o az al�abbi m�odon:

u = �

�a

2

� 8ab� 14b

2

j

:

A (4.11) egyenletbe visszahelyettes��tve kapjuk, hogy:

�j

2

= 31a

4

+ 464a

3

b+ 2604a

2

b

2

+ 6496ab

3

+ 6076b

4

:

Az ��gy kapott Thue-egyenleteket a j valamennyi �ert�ek�ere a

KANT program
somaggalmegoldva, (x; y)-ra a k�ovetkez}o sz�am-

p�arokat kaptuk:
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(�2; � 1); (�1562; � 47):

A h = 2 esetben a 2y

2

= (u + 4v)

2

� 14v

2

egyenletre al-

kalmazva Cohen m�odszer�et, ism�et vissza tudjuk vezetni a probl�e-

m�at Thue-egyenletekre, de nem kapunk �uj megold�asokat.

A h = 4 esetben a 14v

2

= (u+4v)

2

�(2y)

2

egyenlethez jutunk,

amely megegyezik a h = 1 esetben nyert egyenlettel, 
sak itt y

helyett 2y-t kell venni. Mivel nem kaptunk p�aros y-t, ez�ert itt

nin
s megold�as.

Vizsg�aljuk most meg a h = 7 esetet. Ekkor

7y

2

= (u+ 4v)

2

� 14v

2

; (4.16)

azaz 7 j u+ 4v, innen u+ 4v = 7w. Az egyszer}us��t�esek ut�an:

y

2

= 7w

2

� 2v

2

;

amely egyenletet modulo 7 tekintve az ad�odik, hogy 7 j y �es

7 j v, azaz

y = 7Y; v = 7V , �es ��gy

7Y

2

= w

2

� 14V

2

:

Az elj�ar�ast folytatva, a v�egtelen lesz�all�as m�odszer�evel bel�athat�o,

hogy (4.16) egyetlen megold�asa (y; u + 4v; v) = (0; 0; 0), ami

viszont lehetetlen.

Most a h = 14-n�el ad�od�o 14y

2

= (u + 4v) � 14v

2

egyenletet

tekintj�uk. Azonnal l�athat�o, hogy 14 j u+4v azaz u+4v = 14w,

�es ebb}ol:

y

2

+ v

2

= 14w

2

:

Azonban 14w

2

pr��mt�enyez}os felbont�as�aban a 7 p�aratlan hatv�a-

nyon szerepel, ez�ert 14w

2

nem ��rhat�o fel k�et n�egyzetsz�am �ossze-

gek�ent.
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V�eg�ul a h = 28 esetet t�argyaljuk. Itt is a v�egtelen lesz�all�as

m�odszer�et fogjuk alkalmazni:

28y

2

= (u+ 4v)

2

� 14v

2

=) 14 j u+ 4v =) 2y

2

= 14w

2

� v

2

:

Innen 2 j v ) v = 2V =) y

2

= 7w

2

� 2V

2

, err}ol az egyenletr}ol

pedig m�ar a h = 7 esetben bel�attuk, hogy nem ad megold�ast.

Ezzel a 2x

2

= y

4

+ 7 egyenlet megold�as�at befejezt�uk.

2. A k�ovetkez}o egyenlet, amelyet t�argyalunk a

2x

4

= y

2

� 9:

Itt a [13℄-beli param�eteres megold�as az al�abbi lesz:

y =

f(u

2

+ 2v

2

)

h

;

�3 =

f(2v

2

� u

2

)

h

;

x

2

=

f(2uv)

h

;

ahol u; v; f 2 Z; v > 0; h 2 f1; 2; 4g. Az f jh eset az

el}oz}oekhez hasonl�oan kezelhet}o, ez�ert elegend}o az f j3 esetet

vizsg�alni. Az f azonban nem lehet �1, mert a

�2

�

3 = u

2

� 2v

2

; � 2 f0; 1; 2g (4.17)

Pell-egyenleteknek nin
s megold�asuk, ��gy sz�uks�egk�eppen f =

�3.

Ekkor h = 1-n�el x

2

= �6uv, de (4.17) miatt u = 3a

2

; v = 2b

2

,

��gy a

�1 = 8b

4

� 9a

4

;

Thue-egyenletekhez jutunk, amelyeket a KANT program
soma-

got haszn�alva megoldunk. Azt kapjuk, hogy u = 3; v = 2, ��gy

x = �6; y = �51.
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A h = 2 esetben x

2

= 3uv, ez�ert u = 3a

2

; v = b

2

, szint�en

(4.17) miatt. A h = 1-n�el alkalmazott elj�ar�ast megism�etelve az

itt nyert

�2 = 2b

4

� 9a

4

Thue-egyenletekre, az u = 0; v = 1 megold�ast kapjuk, vagyis

ekkor x = 0; y = �3.

Befejez�es�ul n�ezz�uk a h = 4 esetet. Ekkor (4.17) miatt

x

2

=

�3uv

2

=) u = 3a

2

; v = 2b

2

;

de mivel a

�4 = 8b

4

� 9a

4

Thue-egyenleteknek nin
s megold�asuk, ez�ert itt nem kapunk �uj

x; y �ert�ekeket. Ezzel a 2x

4

= y

2

�9 egyenlet minden megold�as�at

meghat�aroztuk.

Mint eml��tett�uk, a tov�abbi (4.8) �es (4.9) alak�u egyenleteket

hasonl�oan oldhatjuk meg, mint a fenti 2x

2

= y

4

+ 7 �es 2x

4

=

y

2

� 9 egyenletet.
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