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1 Bevezetés

Dolgozatunkban olyan algebrai szamelméleti problémékat tar-
gyalunk, amelyeket specidlis diofantikus egyenletek megoldasara
lehet visszavezetni. A széban forgd egyenlettipus Thue norvég
matematikusrél kapta a nevét. Thue 1909-ben bebizonyitotta
(lasd [30]), hogy az

F(z,y)=m

diofantikus egyenletnek, ahol F' egész egyiitthatds, legalabb har-
madfoki, homogén, irreducibilis binér forma, m pedig 0-t6l kii-
lonboz6 adott egész szam, csak véges sok z,y € Z megoldasa
lehet. Thue bizonyitasa azonban ineffektiv volt, azaz nem ad
algoritmust a megoldasok meghatarozasara. 1968-ban Baker a
Thue-egyenletek megoldasara explicit felsé korlatot adott (14sd
[2]), amely csak az F forma fokszdmétdl, egyiitthatditdl és az
adott m-tol fiigg. Ezen korlatot azdta tobben is javitottak,
a jelenleg ismert legjobb becslést (lasd [8]) Bugeaud és Gyéry
kapta. Azonban konkrét egyenletek esetében ezen korlatok is tul
nagyok ahhoz, hogy a mai igen gyors szamitégépek segitségével
az 0sszes megolddst meg tudjuk hatarozni, ezért kiilonbozo re-
dukcids eljarasokra van sziikség. Eloszor ilyen algoritmust Baker
és Davenport adott [4]-ben. A dolgozatban szereplé Thue-egyen-
letek megolddsdhoz a KANT programcsomagot hasznaltuk (1asd
[24]), amely tartalmazza a megolddshoz sziikséges Osszes bo-
nyolult szamitasokat. Ez a programcsomag alacsony fokszamu
(pl. legfeljebb 10-edfoki), és nem tul nagy egytitthatéju Thue-
egyenletek Osszes megoldasat rovid idon beliill automatikusan
szolgaltatja.



Dolgozatban altalanos eljarast adunk a
Dl(a0x2 + a1z + a2)2 — Dg(boy2 +biy+by) =k

diofantikus egyenletcsalad megoldasainak meghatarozasara, ahol
a;,b;, k € 7 és D1, Dy € N adott szamok, =,y € Z ismeretlenek.
A megoldashoz Tzanakis egy lemmajat hasznaljuk fel, amely az
ar?+by®+cz? = 0 diofantikus egyenlettel foglalkozik (14sd [32]).
Ezen felil megadjuk az osszes

koa?,yt
és

k', g
tipusu szamtani sorozatot, ahol z,y 0-tél kilonbozo egész sza-
mok, k pedig adott egész szdm a |k| < 10 tulajdonsiggal. A

szakirodalomban sok eredmény talalhato ebben a témakorben.
Legtobben a kapcsolédd

et — Dy? = +1,
22— Dyt = +1
egyenleteket vizsgaltdk, ahol D > 0 adott egész szam, lasd

példaul: [9]-[11],[13]-[21],[25]-[27],[32],[33]. Tzanakis [32]-ben &l-
talanos modszert adott az

2> — Dyt =k (1.1)

alaku egyenletek megoldasara konkrét D és k értékek mellett.
Dawe és Lal [21]-ben szamitégép segitségével a 2 < D < 43,y <
2 -10%, |k| < 999 feltételek mellett (1.1) Gsszes megolddsat
meghatdrozta. Y. S. Cao [10]-ben k = —4 esetén megoldhatdsagi
feltételeket adott (1.1)-re vonatkozéan. Megemlitjiik, hogy tGjab-
ban Bilu és Hanrot [6]-ban mddszert dolgoztak ki altalanosabb
szuperelliptikus egyenletek numerikus megoldasara.
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2 Algebrai szamelméleti alapfogalmak

Az alabbiakban attekintjiik a megoldott problémakhoz sziikséges
algebrai szamelméleti definicidkat és tételeket. A tételek bi-
zonyitasai megtaldlhatéak a [7],[29] és a [31] konyvekben.

2.1 Algebrai szamok

2.1. Definici6é. Az o € C szamot algebrai szamnak nevezziik,
ha 1étezik olyan racionalis egytitthatos

f(z) =apz" +az" ' 4...+a, Z0 /a; racionalis/
polinom, melynek o gyoke.

2.2. Definicié. Az « szamot k-adfoku algebrai szamnak nevez-
ziik, ha gyoke egy fir(z) k-adfoku raciondlis egyiitthatés poli-
nomnak, de nem gyoke semmilyen g;(z) raciondlis egytitthatos
polinomnak, ha [ < k.

2.3. Tétel. Ha « gydke egy fr(x) k-adfoki raciondlis egyiittha-
tos polinomnak, de k-ndl alacsonyabb foki raciondlis eqyiitthatos
polinomnak nem gyoke, akkor fi.(x) irreducibilis polinom a racio-
ndlis szamtest felett.

2.4. Tétel. Ha o gyoke két k-adfoku raciondlis eqyiitthatos ir-
reducibilis fi(x) és gip(x) polinomnak, akkor

fr(z) = cgr(x),
ahol ¢ racionadlis konstans.

2.5. Definicié. Az o« szam kanonikus polinomjanak nevezzik
azt a legalacsonyabb foku raciondlis egytitthatés polinomot, a-
melynek a gyoke.



2.6. Tétel. Az osszes algebrai szamok testet alkotnak.

2.7. Definicié. Az a szamot algebrai egész szamnak nevezzuk,
ha o kanonikus polinomjaban minden egyutthato racionalis e-
gész, és foegyiitthatoja 1.

2.8. Tétel. Tetszbdleges o algebrai szdm elddllithato eqy algebrai
egész szdm €s eqy raciondlis egész szam hdnyadosaként.

2.9. Tétel. Az osszes algebrai egész szamok gyirit alkotnak.

2.10. Definicié. Egy « algebrai szam kanonikus polinomjanak
gyokeit az a szam konjugaltjainak nevezzuk.

2.11. Tétel. Algebrai egész szam konjugdltja is algebrai egész
szam.

2.2 Algebrai bovitések

2.12. Definicié. Ha az 2 test tartalmazza a k testet, mint
résztestet, akkor azt mondjuk, hogy az €2 testbovitése a k-nak.
Jelolés: Q/k.

2.13. Definicié. Ha K olyan részteste az {2-nak amely tartal-
mazza a k testet, azaz k C K C (Q, akkor K-t kozbenso testnek
nevezzik.

2.14. Definicié. A K/k bovitést végesnek nevezziik, ha K
mint vektortér a k felett véges dimenziés. Ezt a dimenziét
nevezziikk a bévités fokdnak, és (K : k)-val jeloljik. A K mint
vektortér a k felett egy bézisat a K/k bovités bazisdnak nevez-
zuk.

2.15. Tétel. Legyen Ky a K/k bévités kézbensd teste. Ekkor
ha o K/Ky és Ky/k bévitések végesek, akkor a K/k bévités is
véges, €s

(K :k)=(K:Ky)(Ky:k).
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2.16. Definicié. Legyen Q/k a k test bévitése. Az a €
szamot algebrainak nevezziik a k test felett, ha gyoke valamely
f(t) € k[t] nemnulla polinomnak.

2.17. Definicié. Az Q/k bovitést algebrainak nevezziik,
ha minden « € () algebrai k felett.

2.18. Tétel. Minden véges bovités algebraz.

Most ratérunk a raciondlis szamtest bovitéseinek targyalasa-
ra.

2.19. Definicié. Legyen 9 egy n-edfoki nem raciondlis algeb-
rai szam. Az QQ raciondlis szdmtestnek a 1 altal generdlt Q(«9)
n-edfoki egyszerii algebrai bovitésén azon

% g(¥) #0

alakt elemek Osszességét értjiik, amelyek ugy keletkeznek, hogy

az f(z) és g(x) polinomok egyméstdl fliggetleniil végigfutnak az
osszes racionalis egyiitthatos polinomok gytrijén.

2.20. Tétel. A raciondlis szamtest eqyszeri, algebrai bovitésé-
nek elemer szdmtestet alkotnak.

2.21. Tétel. Az Q(¥) n-edfoki szamtest tetszdleges o eleme
eqyértelmien

a=cy+c0+...+cp 19!

alakban dllithato eld, ahol a ¢; szdmok raciondlisak. (Ezt nevez-
zik az a szam kanonikus elddllitasinak.)

2.22. Definicié. Az a, ... ,ar Q(¥)-beli elemeket a racionélis
szamtest felett linearisan fiiggetleneknek nevezziik, ha raciondlis
egyutthatds linearis kombinacidjukkal a 0 csak trividlisan &llit-
haté el6.



2.23. Tétel. Az n-edfoki Q(9)-ban léteznek linedrisan figget-
len elemek, és ezek mazimdlis szama n. Ha

a1,...,0,

linedrisan fuggetlen elemek maximdlis rendszere, akkor ezek li-
nedris kombindcidjoként az Q) minden eleme egyértelmiien
elodllithato.

2.24. Tétel. Az Q) test minden eleme algebrai szdam.

2.25. Tétel. Legyen Q(¥) a raciondlis test eqy n-edfoki egy-
szert algebrai bovitése, és legyen

a € Q(Y)

az Q(¥)-nak eqy tetszéleges m-edfoki eleme. FEkkor Q(a) =
Q).

2.3 Algebrai szamok magassaga, mérete és normaja

2.26. Definicid. Legyen a algebrai szam, amelynek definiald
polinomja:

aoxd—|—...—|—ad,
ahol a; € Z, a9 > 0, (ag,...,aq) = 1. Ekkor az a szdm

magassagat a H(a) = max(|ag|, ... ,|aq|) képlettel értelmezziik.
Az « szdm foka pedig deg(a) = d.

2.27. Definicié. Jelolje o = oy, ..., a4 az a szdm konjugilt-
jait. Az o mérete:



Ekkor igazak az alabbi oOsszefiiggések:
[a] < deg(a)H (),
laf > (deg(er) H (a)) ™"

2.28. Definicié. Legyen K = Q() n-edfoki algebrai szdm-
test. Tekintsilk az o = r(¢) kanonikus eléallitdsdt. Behe-
lyettesitve ¥ konjugaltjait, kapjuk az o) = r(9;) (j = 1,... ,n)
szamokat, amelyeket az a szdm Q()-ra vonatkozé relativ kon-
jugdltjainak nevezziik.

A kovetkezo tétel a relativ és a kozonséges konjugaltak kap-
csolatat adja meg.

2.29. Tétel. Legyen a k-adfoki eleme az n-edfoki Q(9) szdam-
testnek. Ekkor k | n és a relativ konjugdltjai sorrendtdl elte-
kintve megegyeznek o konjugdltjaival, mindegyiket n/k-szor véve.

2.30. Definicié. Legyen K = Q(¢) n-edfokd algebrai szam-
test. Tekintsiik az a = r() kanonikus el6éllitdsat. Ekkor az
a szam normajan a relativ konjugaltjainak a szorzatat értjuk,
azaz

j=1
A norma tulajdonsagai:

1. Ha « algebrai szam, akkor N(a) € Q, ha algebrai egész
szam akkor pedig N(a) € Z.

2. A norma totalisan multiplikativ fiiggvény.
3. Ha o, 8 € Ok és a | B, akkor N(«) | N(5).

4. o € Ok és N(«a) = %1, pontosan akkor ha a egység.



3 Thue-egyenletek

Ebben a fejezetben a Thue-egyenletek megolddsdhoz sziikséges
tételekrol lesz szd.

Legyen F € Z[X, Y] legaldbb harmadfoku irreducibilis binér
forma, és m # 0 raciondlis egész. Thue-egyenletnek az

F(z,y)=m =z,y€Z

tipusi diofantikus egyenleteket nevezziik. Thue 1909-ben bebi-
zonyitotta [30]-ban, hogy az ilyen egyenleteknek csak véges sok
megolddsuk van. Azonban eredménye ineffektiv volt abban az
értelemben, hogy nem szolgaltatott eljarast a konkrét esetekben
fellépo megoldasok meghatarozasara.

3.1 A Baker mddszer ismertetése

Baker algebrai szamok logaritmusainak linearis formdira vonat-
kozé eredménye (lasd [1]) 4j médszert adott bizonyos tipusi
diofantikus egyenletek vizsgalatahoz. A jelenleg ismert legjobb
effektiv becslés algebrai szamok logaritmusainak linearis formai-
ra vonatkozéan Baker és Wiistholz eredménye (lasd [5]). Mivel a
tételt a késobbiek folyaman hasznalni fogjuk, igy az alabbiakban
ismertetjik azt.

Az eredmény megfogalmazzisﬁoz sziikségiink van néhany 1j
jelolés bevezetésére. Legyenek aq, ... , a, olyan nem nulla algeb-
rai szamok, melyek magassagai nem haladjak meg az Aq,... , A,
értékeket, valamint

K=Q(a,...,a,) és [K : Q] =d.

Legyen
A =biloga; + ...+ b,logay,
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ahol by, ..., b, olyan raciondlis egész szamok, amelyek nem
mindegyike 0, és

max |b;| < B.
1<j<n

Jelolje tovabba ) az A; értékek logaritmusainak szorzatat.

3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy A > e, B >e. Ha A # 0, akkor a
0 <|A| <exp {—(16nd)2(”+2)QlogB}
eqyenlotlienségnek nincs by, ... , b, ractondlis egész megolddsa.

Ezek utan ismertetiink két, a Thue-egyenletek megoldésaira
vonatkozo6 effektiv felsé becslést ado tételt. Ezek alapja a fent
bemutatott Baker-tipusu becslés. Az elsé ilyen tétel Baker ered-
ménye (l14sd [2]).

3.2. Tétel. Az
F(z,y) =5

Thue-eqyenlet minden x,y egész megolddsdra fenndll, hogy
max(|z, [y)) < exp {n” B+ (log [p))*+2}

ahol n = deg(F), H az F magassaga, azaz F egyitthatoi ab-

szolut értékeinek mazimuma, és v = 128n(n + 1).

A jelenleg ismert legjobb korlat Bugeaud és GyoOry nevéhez
fizodik, most ezt a tételt ismertetjiik.

3.3. Tétel. Az
F(z,y)=b
Thue-egyenlet minden x,y egész megoldasdra fenndll, hogy
max(|z], |y|) < exp (cH*""*(log H)*" 'log B),
ahol ¢ = 3318+l "I 42 F magassdgdnak eqy felsé korldtja,

és B = max(|bl, 3).
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3.2 Példa Thue-egyenlet megoldasara

Ebben a részben bemutatjuk, hogyan is alkalmazhatoé a fent is-
mertetett modszer Thue-egyenletek esetében. Most Gaal egy
cikkét fogjuk kovetni (1asd [23]).

Megjegyezziik, hogy ha F' € Z|[x, y| egy n-edfoku irreducibilis
forma 1 foegytitthatéval akkor az egyenletet az alabbi formaban
is megadhatjuk:

F(X,Y) = Nijg(X +a¥) = [[(X + ),
i=1

ahol K = Q(«) az F(X,1) = 0 egy gyoke &altal generdlt test, és
o (i =1,...,n) jeloli ennck az o gyknek a konjugéltjait. Az
egyszeruség kedvéért olyan harmadfoku

Ngolr +ay) =1, z,y€Z (3.1)

Thue-egyenletet tekintiink, ahol K = Q(«) totalisan valds har-
madfokui test. Jeloljik ni, ne-vel az 1 normaju K-beli alap-
egységeket. Legyen x és y tetszoleges, de rogzitett megoldasa
(3.1)-nek, és legyen

X = max(|z|, |y|).

Legyen 8 = z + ay és egy v € K szam konjugaltjait jelélje v
i =1,2,3. (3.1)-b6l kbvetkezik, hogy [ egy egysége K-nak, ezért

B=nl"nk by, by e Z (3.2)

Legyen H = max(|by], |b2]). Az altaldnossidg csorbitasa nélkiil
feltehetjiik, hogy

8O < 18] < |89]
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Kapjuk, hogy
89 > e X, (i=2,3) (3.3)

ahol ¢y effektive kiszamolhato pozitiv konstans, amely csak az
a-t6l és a K test paramétereitél fligg. (3.1) és (3.3) alapjén:
1

M) = -2

Most 8 konjugdltjainak logaritmuséat véve, és felhasznalva (3.2)-
t kapjuk, hogy:

log |B(i)\ = b; log |n§i)\ + by log \ng)\ (i1 =1,2,3).

Azaz linearis egyenletrendszert kaptunk by, bo-re, igy a Cramer-
szabaly segitségével

< cylog X. (3.5)

(i)
H<c3 lrg%‘loglﬁ |

A Baker-moédszer alkalmazdsiahoz sziikségiink lesz az tgyneve-
zett Siegel-azonossagra:

(a(l) _ 04(2))5(3) + (04(2) _ a(?’))ﬁ(l) + (a(?’) _ a(l))ﬁ(Q) —0.
Ezt az azonossagot atalakitva kapjuk, hogy:

(0 — a®)O  (a® — o®)50)

L a0 Za®)50 ~ (@0 = a®)50)

(3.6)
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Tekintsiik a kovetkezo egyenlotlenségsorozatot:

) (2)

(@) — a®) ( )
exp(—cslog H) < |log (0@ — ol ))‘ + by log ( ) + by log ( )
Uil

1 _ (

< 21— (O‘(l) ) ] [ %

(a ) y
1 — (1)
(@) = a(2>) g(a) (am _ a<2>) 5(3)

o X 2
< ¢z 201X = ;X% = exp(cg — 3log X)

< exp(cs — coH) < exp(—cioH).

Itt az els6 egyenlotlenség kovetkezik a Baker-becslésbol, a méa-
sodik a |logz| < 2|z — 1| egyenlStlenségbdl, ez azon komplex
szamokra teljesiil, amelyekre |z — 1] < % (Ha esetiinkben a
megfelel jelléssel |z — 1| > % teljesiilne, akkor az alabbiakban
kapottnal sokkal jobb becslést nyeriink H-ra). A kévetkezd
egyenl6ség (3.2)-bél, az ezutani pedig (3.6)-bdl kovetkezik. Ez-
utdn alkalmaztuk (3.3)-at,(3.4)-et és (3.5)-6t. Az utolsé becslés
akkor igaz ha H elég nagy, de ha ez nem teljesil, akkor ismét
jobb becslést nyeriink H-ra. Osszehasonlitva az egyenlStlenségek
jobb és bal oldalat azt kapjuk, hogy H-ra effektive kiszamithaté
pozitiv Hp korlat adhaté. Alkalmazva (3.2)-t, X-re az Xp fels6
korlatot nyerjik. Megjegyezziik, hogy ebben az egyszert eset-
ben Hp koriilbeliil 1030, és Xp ennek exponencidlis fiiggvénye.

Az igy nyert korlatot a Baker-Davenport redukcidés eljaras
segitségével le lehet szoritani. Most ezt a moddszert mutatjuk
be. Az eljaras a kovetkezd egyenlotlenségen alapul:

(2) (2)
)‘-Fbllog 77() ()
M Up)

log + by log

< exp(—cioH).
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Legyen

és

Ekkor a fenti egyenlotlenség az aldbbi formaba irhato:
010 + by —y| < K77, (3.8)

ahol K egy effektive kiszamithaté pozitiv konstans. A redukcids
eljaras alapja az alabbi lemma.

3.4. Lemma. Legyen ©,~ adott valés szamok, M,B (B > 6)
adott egészek. Ha létezik q egész gy, hogy:

1<q¢< MB

2
O < ——
la©l < 577

3
>_
MN_B

akkor (8.8)-nak nincs by, by megolddsa a
2
log(MB") _ p  y
logK —

intervallumban, ahol H = max(|b1], |b2|) és || - || jeloli a legkize-
lebbi egésztol mért tavolsagot.

A lemma felhasznéldsdval a korlatot leszoritjuk (kb. két
szdmjegytire), és ezzel lehetéség van szamitdgép segitségével
meghatarozni az 0sszes megoldast.
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4 Sajat eredmények
Ebben a fejezetben altalanos eljarast adunk a
Di(aor” + a17 4 az)® — Dy(boy® + bry + by) = k

diofantikus egyenletcsaldad megoldasainak meghatarozasara, és
numerikusan megoldjuk a

20t =2 + k
és
202 =yt 4+ k

diofantikus egyenleteket a |k| < 10 feltétel mellett, azaz megad-
juk az Osszes k,x*, y? és k, 22, y* alakid szamtani sorozatot. Az
els6 probléma megoldasdhoz Tzanakis cikkét hasznaltuk (1asd
[32]), mig a masodik részben Cohen cikkét (ldsd [13]).

4.1 A Di(apz®+ a1r + az)? — Dy(boy?® + byy + by) = k diofan-
tikus egyenletrol

Az alabbiakban altalanos eljarast adunk a
Di(agz® + arx + az)* — Da(boy® + bry + be) = k

diofantikus egyenletcsalad megoldasainak meghatarozasara, ahol
a;,b;, k € 7 és D1, Dy € N adott szamok, =,y € Z ismeretlenek.
A megoldashoz Tzanakis egy lemmajat hasznaljuk fel, amely az
ar?+by*+cz? = 0 diofantikus egyenlettel foglalkozik (14sd [32]).

4.1. Tétel. Tekintsik a kovetkezd diofantikus eqyenletet:

Di(agz® + a1z + az)® — Da(boy® + byy + by) = &, (4.1)
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ahol a;,b;,k € 7 és Di,Ds € N adott szamok, xr,y € 7 1s-
meretlenek. FEkkor megadhatunk véges sok megyedrendi Thue-
egyenletet, amelyek megolddsdval meg tudjuk hatdrozni (4.1)

0sszes eqész megoldasdt.

Bizonyitds. Az egyenletet 4bg-al szorozva kapjuk, hogy

4b0D1 (CLO;EQ —|—a13: —I—CL2)2 — D2(2b0y—|—b1)2 = 4b0k—|—4b0b2D2 — ng%

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

4boD1 = mls%,
Dy = m25§,
4b0k + 4b0b2D2 - ng% = m3z2,

ahol mq, mo, m3 négyzetmentes egészek. Ekkor

mp (51 (a0x2 + a1x + (1/2))2 + (—ma) (s2 (2boy + bl))2 + (—=m3)2? = 0. (4.2)

Legyen (mi,mq) = dy, (my,m3) = da, (mg,m3) = ds ekkor

(dy,ds) = (dy,ds) = (da,d3) =1, és

my = didany,
myo = d1d3n2,
m3 = dadzns,

31(a0x2 +ajz + a2)2 = d3X,
52(2boy + b1)2 = dyY,
z = dlZ

fgy (4.2) a kovetkezd alakban frhaté:
n1d3X2 + (—’ngdg)y2 + (—n3d1)22 = 0,

(4.3)

ahol az egyutthatok négyzetmentesek, és paronként relativ pri-
mek. Ha (4.3)-nak csak a trividlis (X, Y, Z) = (0, 0, 0) megoldésa
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van, akkor visszahelyettesités utan egyszerti szamoldssal meg-
kapjuk a megoldasokat x-re és y-ra. Ezutan tegyiik fel, hogy
létezik nem trividlis megoldas: (z1,y1, 21). llyen megoldds meg-
hatérozasédra létezik algoritmus: a Dedekind-eljaras (1dsd példaul
[22] vagy [28]). Ezekutdn meg lehet adni a paraméteres megol-
dést (4.3)-ra (lasd [28]). Azaz léteznek olyan wu,v relativ prim
egészek, hogy:

X
d46 = —nydsziu’ + 2nodoyuv — n2d2x1v2,
Y 2 2
thé = mdgy1u” — 2n1dzriuv + nadayr v,
Z 2 2
:|:d4— = nldgzlu — ngdgzlv R

ahol d4 a jobboldalak legnagyobb kozos osztdja, és
Q= (X,Y, 7).

Az u?, uv, v? egyiitthatéinak determindnsat tekintve kapjuk,
hogy dy | 2ninongdidadszi. Az elsd egyenletet dz-mal szorozva
adédik, hogy:

d
551 (a0x2 +ajz+ a2)2 = —n1d§$1u2 + 2nadadsyy uv — nodadszv?,
ahol dy és () egy-egy véges halmazbdl kikeriilo szamok. A fenti
egyenletet atalakitva:

d451(2a0x + CL1)2 — a%d451 + dagasdss; =
= 4a0Q(—n1d§x1u2 + 2n2d2d3y1uv — n2d2d3$1v2),
és itt felhasznalva, hogy id4% = nidsziu® — nadeziv? adédik,

hogy

—a?d dapasd d3z1u® — nadazyv?
disy Qg +ay)? + A0 Antedio Jimd i = mado)
4

= 4&0@(—77/16[3{17111,2 + 2n2d2d3y1uv — n2d2d3x1v2).
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Innen atrendezés utan:
(17 + ag)? = Biu® + Bauv + P30,
A jobb oldalt teljes négyzetté alakitva kapjuk, hogy :
—4B1(ur + as)® + (261w + Bov)” + (46183 — B3)v* = 0.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: 48,83 — 85 = jits, 463, =
jot3, ahol ji, j» négyzetmentes szamok. Legyen (ji,72) = ds,
ekkor 71 = dsk1, jo = dsks, 201u + Pov = d5 2. Igy

(—t) X +4Y +dsZ =0, (4.4)

ahol X = ty(a1x +az), Y = t1v és az egyiitthaték négyzetmen-
tesek, és paronként relativ primek. Ha (4.4)-nak csak a trividlis
(0, 0,0) megoldasa van, akkor t3(cz + ag) = 0 felhasznalasaval
a megoldasok egyszerli szamolédssal adédnak. Tegytik fel ismét,
hogy 1étezik nem trividlis megoldas: (71,71, 21). Ekkor 1éteznek
olyan a, b relativ prim egész szamok melyekkel:

d@: = fl(a, b), (45)
Y
d6: = fQ(a, b), (46)
Z
tds= = f3(a,b), (4.7)
Q
ahol dg a jobb oldalak legnagyobb ko6zos osztoja, és
Q=(X,Y,2),

tovabba f;, 1 = 1,2, 3 csak j5;,t;,ds5, T1, y1, zZ1-t0] fiiggd homogén
binér forma. dg is egy véges halmazbdl kikeriild szam, és Q |
Y, Z miatt
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Q | 2B1Bat1 szintén egy véges halmazbdl keriil ki. A (4.5) egyen-
letek alapjan:

u = gl(aab)a
v = goa,b),

ahol g1 és gy racionalis egyiitthatos binér formak. Felhaszndlva,

hogy
A
:|:d4@ = n1d321u2 — n2d221v2,

adédik, hogy

Z
id4§ = nidsz1(91(a, b))2 — nadaz1(g2(a, b))Q-

Az egyenletet atrendezve:
F(a,b) =m

tipust egyenlethez jutunk, ahol F' negyedfok homogén binér
forma, és m adott egész szam. Abban az esetben, ha F' irre-
ducibilis és m # 0, Thue-egyenlethez jutunk, amelyet a KANT
programcsomaggal megoldva kapjuk a megolddsokat (a, b)-re és
visszahelyettesités utdn (z,y)-ra. F reducibilitisa esetén egy-
szerl szdmolassal igen jé korlat nyerhetd a-ra és b-re, és m = 0
esetében szintén elemi eszkozokkel jutunk el a megoldasokhoz.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. ]

4.2 Teljes hatvanyok szamtani sorozatokban

A kovetkezd eredmény megadja az Osszes k,z2, y* és k, z*, y?
tipusu szamtani sorozatot |k| < 10 feltétel mellett.
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4.2. Tétel. Ha k € {-10,...,10}, akkor a

222 = y* + k, (4.8)
és

2t = y® + k (4.9)

diofantikus eqyenletek osszes megolddsat az aldbbi tdbldzatok ad-
jak:

‘ H 2x? =y* +k ‘ 2xt =y?+k ‘
k=8 (lz],y) = (2,0) nincs megoldds
k=7 | (=] ]y])=(21),(1562,47) Izl lyl)=(25)
k=2 (lz1],]ly]) = (1,0),(3,2) nincs megoldds
k=1 (=l ly]) =001 (=] lyl)=(1,1),(13,239)
k=0 (z,y) = (0,0) (x,y) = (0,0)
k=-2 nincs megoldds (lz],|ly])=(1,2)
k=-4 nincs megoldds (lz ], |y]) =(2,6),(0,2)
k=-T7 nincs megoldds (lz1],|y])=(1,3),(3,13)
k=-8| (lz|,|y]|) =(2,2),(478,26) nincs megoldds

Csak azokat a k értékeket tiintettiik fel, melyekre (4.8) és (4.9)
kozul legalabb az egyik egyenlet megoldhaté. Mint mar emlitet-
tiik (4.8)-at k = —1 esetén, illetve (4.9)-et k = 2 esetén Z. F. Cao
és J. Y. Pan (lasd [11]), mig (4.9)-et k = 1-re Ljunggren (lasd
[25]) kordbban megoldotta, és k = —1-re is ismert a megoldas
(lasd [27], 270. oldal).

Bizonyitds. Legeloszor is vegyuk észre, hogy csak azon k érté-
kekre kaphatunk megoldést, amelyekre az u? — 2v? = —k Pell-
egyenletnek van egész megoldasa. Ennek alapjan konnyen ellen-
érizhetd, hogy a k € {£10, £6, +5, +3} eseteket kizarhatjuk.
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Az aldbbi egyenletek nem megoldhatok, mert alkalmas modulus
mellett mint kongruenciak sem megoldhaték:

20t =

224
224
2z
222
222
22>
21

212

y* + 9, nincs megoldds modulo 27
y? + 8, nincs megoldads modulo 16
y? + 4, nincs megoldas modulo 16
y® — 8, nincs megoldas modulo 16
y* 4+ 9, nincs megoldas modulo 27
y* + 4, nincs megoldas modulo 16
y* — 2, nincs megoldas modulo 16

y* — 4, nincs megoldas modulo 16

= ¢* — 7, nincs megoldas modulo 16.

Ratériink a megmaradt esetek targyaldsara. Cohen cikkét (Idsd
[13]) felhaszndlva a (4.8) és (4.9) egyenleteket Thue-egyenletek-
re vezetjik vissza, és ezeket a KANT programcsomag segitségé-
vel megoldjuk. A mddszer mikodését mindkét esetben egy-egy
konkrét egyenleten mutatjuk be.

1. Eloszor a

2:1:2:y4—|—7

egyenletet oldjuk meg. [13] alapjén kapjuk, hogy:

»  c(u®+ 8uv + 2v?)
y =

4.10
h ) ( )
2 _ 2
1o o) (4.11)
h
2 2
. c(2u® + 2uv + 4v ), (4.12)

h
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ahol u,v,c € Z,v > 0, (u,v) = 1,h € {1, 2, 4, 7, 14, 28}. A
(4.11) egyenlet alapjan adédik, hogy c|h, de mivel h befutja a 28
Osszes pozitiv osztdjat, ezért (4.10)-(4.12)-ben h-t c-vel elosztva
lathato, hogy elegendo a ¢ = £1 eseteket vizsgalni.

A h = 1 esetben az y?re vonatkozé egyenletet atalakitva
kapjuk, hogy
14v* = (u + 4v)? — y*.

A [13]-beli médszert ismételten alkalmazva:

d(15a? + 112ab + 210b%)

u+4v = , (4.13)
J
14 2 _ 2
y = d44 —a) (4.14)
J
4 2 2
Y d(4a —|—30‘ab—|— 56b )’ (4.15)

J
adédik, ahol a, b, d € Z, b > 0, (a,b) =1,
7 €41, 2, 4, 7, 14, 28}. A d konstans szorzé itt is elhagy-
haté az (u,v) = 1 feltétel miatt. A (4.13) és a (4.15) egyenlet
segitségével u is kifejezheto az alabbi mddon:
—a® — 8ab — 14b°
; :

u =+

A (4.11) egyenletbe visszahelyettesitve kapjuk, hogy:
+42 = 31a* + 464a3b + 2604a%b* + 6496ab® + 6076b".

Az igy kapott Thue-egyenleteket a 7 valamennyi értékére a
KANT programcsomaggal megoldva, (z, y)-ra a kdvetkezd szam-
parokat kaptuk:
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(£2, +1),(+1562, +47).

A h = 2 esetben a 2y?> = (u + 4v)? — 140v? egyenletre al-
kalmazva Cohen moédszerét, ismét vissza tudjuk vezetni a problé-
mat Thue-egyenletekre, de nem kapunk 1j megoldasokat.

A h = 4 esetben a 14v? = (u+4v)?—(2y)? egyenlethez jutunk,
amely megegyezik a h = 1 esetben nyert egyenlettel, csak itt y
helyett 2y-t kell venni. Mivel nem kaptunk paros y-t, ezért itt
nincs megoldas.

Vizsgaljuk most meg a h = 7 esetet. Ekkor

Ty* = (u+ 4v)? — 140, (4.16)
azaz 7 | u + 4v, innen u 4+ 4v = Tw. Az egyszerlisitések utéan:
y? = Tw? — 202,

amely egyenletet modulo 7 tekintve az adédik, hogy 7 | y és
7| v, azaz
y="7Y, v="TV, és igy

7Y? = w? — 14V72.

Az eljarast folytatva, a végtelen leszallas modszerével belathatd,
hogy (4.16) egyetlen megoldédsa (y,u + 4v,v) = (0,0,0), ami
viszont lehetetlen.

Most a h = 14-nél adédé 14y? = (u + 4v) — 14v? egyenletet
tekintjiik. Azonnal lathat6, hogy 14 | u+4v azaz u+ 4v = 14w,
és ebbol:

y? + v? = 14w’
Azonban 14w? primtényezés felbontdsaban a 7 paratlan hatva-
nyon szerepel, ezért 14w? nem frhaté fel két négyzetszam ossze-
geként.
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Végill a h = 28 esetet targyaljuk. Itt is a végtelen leszallas
modszerét fogjuk alkalmazni:

28y? = (u + 4v)* — 14v? = 14 | u + 4v = 29 = 14w® — V%

Innen 2 | v = v = 2V = y% = Tw? — 2V?2, errdl az egyenletrsl
pedig mar a h = 7 esetben belattuk, hogy nem ad megoldést.
FEzzel a 222 = y* + 7 egyenlet megoldasat befejeztiik.

2. A kovetkezo egyenlet, amelyet targyalunk a

2zt =y — 0.
[tt a [13]-beli paraméteres megoldas az alabbi lesz:

(P +20%)
— 2 :
F0? — )
43 = [ TY)
h Y

> f(Pw)

S P

ahol u, v, f € Z, v > 0, h € {1, 2, 4}. Az f|h eset az
el6z6ekhez hasonléan kezelhetd, ezért elegenddé az f|3 esetet
vizsgalni. Az f azonban nem lehet £1, mert a

+2%3 = u? — 20%, «a € {0,1,2} (4.17)

Pell-egyenleteknek nincs megoldasuk, igy sziikségképpen f =
+3.
Ekkor h = 1-nél 22 = +6uw, de (4.17) miatt u = 3a?, v = 2b?,
igy a
+1 = 8b* — 9a*,
Thue-egyenletekhez jutunk, amelyeket a KANT programcsoma-

got haszndlva megoldunk. Azt kapjuk, hogy v = 3,v = 2, igy
r = =£6,y = +51.
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A h = 2 esetben z? = 3uv, ezért u = 3a%, v =01?, szintén
(4.17) miatt. A h = 1-nél alkalmazott eljarast megismételve az
itt nyert

+2 = 2b* — 94*
Thue-egyenletekre, az u = 0,v = 1 megoldast kapjuk, vagyis

ekkor z = 0,y = £3.
Befejezésiil nézziik a h = 4 esetet. Ekkor (4.17) miatt

2 _ +3uv

5 — u = 3a%, v = 2b%,

T

de mivel a

+4 = 8p* — 94*

Thue-egyenleteknek nincs megoldasuk, ezért itt nem kapunk 1j
z,y értékeket. Ezzel a 2z* = 4% — 9 egyenlet minden megold4sat
meghataroztuk.

Mint emlitettiik, a tovabbi (4.8) és (4.9) alaki egyenleteket
hasonléan oldhatjuk meg, mint a fenti 222 = y* + 7 és 2z* =
y?2 — 9 egyenletet. ]
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