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Ko6szonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek Dr. Tengely Szabolcsnak
a sok segitségért, biztatasért és a hasznos tanacsokért, amikkel nagyban
hozzajarult e szakdolgozat létrejottéhez. Koszonettel tartozom a csaldadomnak
és bardtaimnak a tamogatasukért, amivel segitették, hogy ez a dolgozat
elkésziilhessen.



1 Bevezetés

To6bb ma ismert kriptorendszer biztonsaga egy matematikailag nehezen szamit-
hato probléman alapszik, mint példaul a diszkrét logaritmus probléma, egész
szamok faktorizacioja, Diffie-Hellman probléma, stb. Ebben a dolgozatban a
diszkrét logaritmus probléma kap kiemelt figyelmet [1].

1.1 Diszkrét logaritmus probléma

Tekintsiik az « elem altal generalt véges ciklikus G csoportot, tovabba legyen
f € G egy tovabbi elem. A tradicionélis diszkrét logaritmus probléma (DLP)
egy nem negativ x egész szam keresése, melyre a® = [3.

A DLP-re épiil6 kriptografiai modellek épitésekor fontos kovetelmény a
probléma nehezen kezelhet6sége. A diszkrét logaritmus probléma szamara
gyakorlatban haszndlatos csoportok IF, multiplikativ csoportja, tovdbba nagy-
méretii ciklikus részcsoportjai megfeleléen vélasztott £ elliptikus gorbének F,
felett.

c sz

ben DLP kérdése konnyen megoldhaté. Egy adott 5 € Z, és a € Z,
generator esetén egyszeri olyan nemnegativ z megadasa, melyre za = f.
Mivel ged(n, a) = 1, a kiterjesztett euklideszi algoritmus segitségével o mul-
tiplikativ inverze kiszamolhat6, amely DLP megoldasat jelenti.

A diszkrét logaritmus probléma megoldasara szolgald algoritmusokat harom
csoportra oszthatjuk:

1. Algoritmusok melyek tetszéleges csoportban miikodnek [2].
Példaul: Brute-force keresés, Baby-step giant-step, Pollard-féle rho al-
goritmus.

2. Algoritmusok melyek tetszéleges csoportban miikodnek, és hatékonyok
kis primfaktor rendii csoportokban [3].
Példaul: Pohlig-Hellman algoritmus.

3. Algoritmusok melyek csak specidlis csoportban miikodnek [3].
Példaul: index-kalkulus algoritmus.



1.2 Diszkrét logaritmus probléma véges csoportokban

Ahogy [4]-ban definialt dltalanos diszkrét logaritmus probléma (GDLP) tetsz6-
leges véges csoportra a kovetkezd: Legyen G véges véges csoport ag, ..., oy
generatorokkal, tovabba adott f € . Hatarozzunk meg egy pozitiv egész
k-t és egészekbdl All6 (w11, ..., 14y ..., Tp1, - . . Ty) Szam ki-st melyre:

k

B = 1_[ le.” a:n

=1

Az (211, .., Z1gy - ooy T,y - - -ke) SZAM kt-St az oy, . . ., ay-re vonatkozé [ altaldnos
diszkrét logaritmusnak nevezziik.

Ha
k

Sk:{l_[ ait . aft) |erZn]}
=1
ahol n; jeloli a;; rendjét. A legkisebb pozitiv egész ko, melyre Yk > ko, G <
Sig-t a G csoport (g, . .., a;)-re vonatkozé mélységének nevezzik.

Adott F, test és n rogzitett természetes szdm. Az n x n regularis matrixok
csoportjat a matrixszorzas miiveletével n foku altalanos linearis csoportként
ismert F, felett, jelolése GL(n,q). Konnyen lathatd, hogy |GL(n,q)| =
H;:Ol (¢"—¢"). Az 1 determindnsti matrixok hamaza G'L(n, ¢)-ban részcsoportot
alkot, melyet specidlis linearis csoportnak neveziink, jelolése SL(n,q). SL(n,q)
a det : GL(n,q) — F; homorfizmus magja, és ennélfogva |SL(n,q)| =
|GL(n,q)|/(q —1). GL(n,q) centruma a {\ | X\ € F}} alakt, SL(n,q) cen-
truma {A | A" = 1} alakd matrixokbdl all. Az n rendii projektiv linedris
csoport alatt F, felett PSL(n,q) = SL(n,q)/Z(SL(n,q))-t értjik. Itt csak

az n = 2 esettel foglalkozunk majd, ahol ¢ péaratlan, tehat |PSL(2,q)| =
(¢* = 1)g/2.



2 Gyenge GDLP két specialis generatorral

Tekintsitk G = PSL(2,p) csoport, ahol p paratlan prim. Legyen «, /5 két
teszoOleges, nem felcserélhetd, p rendii eleme a G csoportnak, tovabba legyenek
H, K < G részcsoportok «, illetve § generatorral. [5]-ben a szerzé megmu-
tatja, hogy G-t generdlja « és 3, tovabba G = HK H K. Fzenfelil G mélysége
a és [ generatorokkal egyenld kettovel.

A tovabbiakban feltessziik, hogy G csoportot SL(2, p)-beli matrixok repre-
zentaljak, —I faktorig, ahol I a 2 x 2-es egységmatrix.

Tekintsiink A, B méatrixokat az alabbi mdédon:

() -0

Ekkor A és B p rendi, nem felcsélheto, és G-t generdlja. Megmutatjuk,
hogy az altalanos diszkrét logaritmus probléma a G csoportban hatékonyan
megoldhato.

mip Mz
Moy 22
kettd mélységti, ezért M reprezentalhaté M = A'BJ A* B! médon, ahol 4, j, k, |
nemnegativ egészek. Az altalanos diszkrét logaritmus probléma megoldasa,

egy nemnegativakbol 4116 rendezett (i, j, k, [) négyes megtaldlasat jelenti, ahol
M = A'BIAFB!.

Feltéve, hogy M = ( ) e G, mi1, M2, Ma1, Moo € Fy. Mivel G

Vegyiik észre, hogy

; 1 2 ; 10
T A ] —
A—<O 1>, és B_<j 1).

Amibol kovetkezik

. 1 1 10 1 k 10

ipJ Ak DRI _

= 3) ()60 G
Emiatt

(mu mm) ) <1+¢j+1((1+z’j>k+i) <1+ij)k+i>,

mo1 M99 j+l(]k3+1) ]k+1

b}



A matrix egyes elemeinek kiszamolasaval az alabbi négy egyenletébol allo
és (i, j, k,1) ismeretlenes egyenletrendszerhez jutunk:

L+ij+ (1 +ij)k+1i) =mn
(1+d))k +i=mq
JHIGE+1) =my

gk +1 = moo

Az egyenletrendszer megoldhato i, j, k, [-ra Grobner bazist hasznalva. Legyen
I idedl
I'={1+id5+1((1+ij)k +1i)—ma,
(1 +ij)k + i — myo,
J+ 1k + 1) — moy,
gk +1—maoy ).

[ idedl G B Grobner bazisa a raciondlis szamok halmaza felett:

GB = [l — jimgy + jmi — ma,

k + 1mos — maa,
Jimiamay + Ji + jmyimig — myy + migmay + 1,
Jimag — jmia + Mgz — 1,

M11Mag — MyaMay — 1].

Tehét az altalanos diszkrét logaritmus probléma megoldasa PSL(2, p)-ben,
ekvivalens az aldbbi egyenletrendszer megoldasaval.

l—jimm +jm11 — Mo = 0
k+im22—m12 =0

jimgg — jm12 + Moy — 1=0.

Az egyenletrendszernek altalaban tobb megoldasa létezik. Az aldbbi allitas
modszert biztosit megoldaskereséshez, ha M € G.

Allitas 2.1. Legyenek A, B és M matrixok az elébb hasznalt értékekkel.
Ekkor 1étezik n < p nemnegativ egész, hogy nmaos—mqs # 0 ésolyan (i, 7, k, 1)
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szamnégyes, hogy i = n, j = (1 —mao)(nmay —myz) ™Y, k= myy—nmay, | =
(1 — mgg)(nmgl — mu)(nmgg - m12)_1 + Moy mely megoldés M = AZBJCle
problémara.

Bizonyitds. Direkt szamitassal igazolhat6, hogy (1,7, k,1) kielégitik a fenti
egyenletetrendszert. n lézetését M € PSL(2,p) biztositja és emiatt b, d nem
lehet egyszerre nulla. O]

Példa 2.1. Az aldbbi példa szemlélteti a médszert: Tekintsik G = PSL(2,7)
csoportot SL(2,7)-beli matrixokkal reprezentdlva modulo +7. Legyenek
A, B, M € G az alabbiak:

w=(32) a=(1 1) m=(10).

Az M, A, B matrix altal meghatarozott altalanos diszkrét logaritmus kiszamitasa
megfelel (i, j, k,[) nemnegativ szimnégyes meghatarozasanak, melyre

M = A'BIC*D'.

Az egyenletrendszer melyet korabban meghataroztunk igy alakul:

IL+ij+U((i+)k+1)=5
(i +ij)k+i=2
jHIGE+1) =6

jk+1=4.

miatt (4,7, k,1) = (0,5,2,2). Fs-beli matrix szorzasbdél adodik, hogy
M = A°B>C?D?.



2.1 Gyenge GDLP SageMath-ben

A fenti példa megoldasa SageMath [6] programcsomagban:

p= M=

)l

Legyenek adottak az alabbi matrixok:
5 2 11 1 0
M= A= . B=
6 4 0 1 11

Célunk olyan (i, j, k, [) szamnégyes megtaldlasa, ahol:
11\ /1 oy /1 1\ /1 0\ (5 2
0o 1/\1 1/ \o 1/ \1 1) \6 4
Amatrix egyes elemeinek kiszamolasaval az alabbi (i, 7, k, [) ismeretienes egyenletrendszerhez jutunk:
ijkl +ij+il+kl+1=5
ijk+i+ k=2

gkl +j+1=6
jk+1=4

Az egyenletrendszer megoldasat kénnyiti a Grabner bazis megadasa, amelyhez legyen [ idedl az alabbi:
lgkl +ij+dl + R+ 3. igk ~i+ k+5. gkl +7+1+ 1. 5k + 4

A keresett Grobner bazis:
Rl+2k+6,i+2k+3. 7+ 41+ 1]

Az eredeti egyenletrendszer megoldasa ekvivalens az Grobner bazis segitségével konstrualt egyenletrendszer megoldasaval:
kl+2k+6=0
i+2k+3=0
j+4+1=0

Az egyenlerszer megoldésai az alabbi (i, j, k, [) szamnégyesek:
0.5.2,2)
1,2,5.1)

(

(2.
(3.
(5
(6

Interaktiv megvalésitas SageMath-ben.



8 13
16 7
igy ad6dé GDLP megoldasai SageMath segitségével a kovetkezok:

Masik példanak tekintsiik az M = e PSL(2,17) matrixot. Az

M=

p:
17 - g 13
ol

Legyenek adottak az alabbi matrixok:
8§ 13 11 10
M= VA= .B=
( 16 7) (0 1 ) ( 11 )

Célunk olyan (i, j, k, [) szamnégyes megtalalasa, ahol:

11\ /1 oy /1 1\*/1 0\ /8 13
0o 1/\1 1/ \o 1/ \1 1/ N6 7
A matrix egyes elemeinek kiszamolasaval az alabbi (i, j, k, [) ismeretienes egyenletrendszerhez jutunk:
igkl +ij+il+ Rkl +1=8
ijk+i+ k=13

gkl j+1=16
jk+1=7

Az egyenletrendszer megoldasat kénnyiti a Grobner bazis megadasa, amelyhez legyen [ idedl az alabbi:
lijhkl +if + il + kl 4+ 10,5k + i+ k+ 4. gkl + 7+ 1+ 1, gk + 11)

A keresett Grobner bazis:
[kl +5k+13.i+b6k+3.j+ 71+ 1]

Az eredeti egyenletrendszer megoldasa ekvivalens az Grobner bazis segitségével konstrualt egyenletrendszer megoldasaval:
kl+5k+13=0
i+5k+3=0
j+T+1=0

Az egyenlerszer megoldasai az aldbbi (i, f, k, I) szamnégyesek:
(0,713, 11)

oo
e
=

©.6.1, 16)
(10,16, 11, 0)
(11.10. 4, 13)
(12,15 14, 5)
(13.13. 7, 15)
(15. 4. 10, 9)
(16.2.3,2)
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2.2 A megoldast végzo6 program forraskédja

@interact(layout=[['Pmx','M']])
def _(Pmx=input_grid(1,1, default = [[7]], label='$p=$'),
M=input_grid(2,2, default = [[5,2],[6,4]],
—~ label='$M=$"')):

p=Pmx [0] [0] ; M=matrix(GF(p),2,2,M)

if M not in SL(2,p):
pretty_print (html(r'<center>$’s \ \notin \ SL(2,7%s)
- $'%(latex(M),latex(p))))

else:
P.<i,j,k,1>=PolynomialRing(GF(p),4)
Ptmp.<X1,X2,X3,X4>=PolynomialRing(ZZ,4)
A=matrix(GF(p), [[1,1],[0,111)
B=matrix (GF(p), [[1,0],[1,11]1)
pretty_print('Legyenek adottak az alabbi matrixok:')
pretty_print('M=',M,', A=',A,', B=',B);print
pretty_print ('\nCélunk olyan $(i,j,k,1)$ szamnégyes
- megtalilasa, ahol:')
html (r'<center>$’s”i%s”jhs ks " 1=Vs$'
~ %(latex(A),latex(B),latex(A),latex(B),latex(M)));print
pretty_print ('\nA matrix egyes elemeinek
— kiszémolasaval az aldbbi $(i,j,k,1)$ ismeretlenes
- egyenletrendszerhez jutunk:')
Ai=matrix(P, [[1,i],[0,11]1); Ak=matrix(P,[[1,k],[0,11])
Bj=matrix(P, [[1,0],[j,1]1]1); Bl=matrix(P,[[1,0],[1,1]11)
Mi=Ai*Bj*Ak*Bl

I=ideal (Mi[v] [w]-M[v] [w] for v in [0..1] for w in

~ [0..1])

for v in [0..3]:
pretty_print(Mi.list () [v],'=",M[v//2] [v}2])

print

pretty_print('Az egyenletrendszer megoldasat konnyiti a
— Grobner bazis megadasa, amelyhez legyen $I$ ideal
-~ az alabbi:')

IList=[Mi.1list(O) [w]-M[w//2] [w}2] for w in [0..3]]

pretty_print(IList) ;print

pretty_print('A keresett Grobner bazis:')
GB=I.groebner_basis()

10
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pretty_print(GB) ;print
pretty_print('Az eredeti egyenletrendszer megoldasa

— ekvivalens az Grobner bazis segitségével konstruidlt

— egyenletrendszer megoldasaval:')

for z in [0..1len(GB)-1]:
pretty_print(GB[z],'="',0)

print

var('x1,x2,x3,x4")

S=[Ptmp(g(i=X1, j=X2,k=X3,1=X4))

- (X1=x1,X2=x2,X3=x3,X4=x4)==0 for g in GBI

pretty_print('Az egyenlerszer megoldasai az aléabbi

- $(i,j,k,1)$ szémnégyesek:"')

Sol=solve_mod(S,p)

for t in [0..len(Sol)-1]:
pretty_print(Sol[t])
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3 Gyenge GDLP két tetszoleges generatorral

Tegyiik fel, hogy C, D két nem felcserélhetd, p rendli elem G = PSL(2, p)-
ben, tovabba tekintsiik A és B matrixokat az el6zo fejezetben definidlt médon.
Béarmely adott M e GG esetén a célunk ¢, 7, k, [ egészek meghatarozasa, melyre:

M = C'D'C*Dl.

Olyan g € G = PSL(2,p) elemet keresiink, mely teljesiti a kovetkezéket
valamely nemnegativ s,t < p egészekre:

C=g'4% é D=g 'Bly.

Ezzel ekvivalens médon valamely g € G esetén gC' = A®g és gD = Blg,
g1 9o

g3 94
valtozokkal adott egyenletrendszerhez jutunk, amibdl g meghatarozhatoé.

valamely s,t < p egészekre. Mivel g = , 1gy egy g1, 92,93, Ga

Amennyiben g € GG elemet mar meghataroztuk.
M =C'DC*D!
= (97" A%)" (g7 B'g)’ (g ' A°9)" (9~ B'g)’
= (97 A%g)(g" ' BYg)(g ' A™gk(g~" B"g)
_ gflAsiBtjAskBtlg.

Legyenek = = si,y = tj,v = sk, w = tl. Ekkor:
M =g 'A"BYA"B%g
gMg™' = A"BYA"B".
Jelolje My = gMg—!. Természetesen M; € G, tovabba:
M, = A*BYA"B".
fgy visszavezettiik a tetszéleges C, D generatorokkal adott altalanos dis-

zkrét logaritmus problémat, az el6z6 részben mar megoldott két specialis
A, B generatorokkal adott problémara.
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Mivel esetiinkben minden nemnulla elemnek létezik inverze, igy i, 7, k,!
elemek a kovetkezo médon szamolhatok ki:
i=axst j=yt k=vs! | =wt!

ahol minden mivelet modulo p értendé.

Végezetiil az s = 0 vagy t = 0 eset nem fordulhat el8, mivel C = g1 A%g
és D = g1 B'g. Amennyiben s = 0, abbdl A* megegyezik az egységmatrix-
szal, vagyis C' ugyszintén az egységmatrix-szal egyenlo, ami ellentmondana
C p-rendiiségének. Hasonldéan adédik, hogy ¢ # 0.

Példa 3.1. Feltéve, hogy a G = PSL(2, p) csoportok SL(2,7)-beli métrixokkal
reprezentalhaték —/I faktorig. Legyenek adottak C, D nem felcserélheto 7
rendil matrixok, és M € GG az alabbi moédon adottak:

3 5 5 1 2 5
v -G e (D)
Célunk kiszamolni M altalanos diszkrét logaritmus problémajat tekintettel

(C, D)-re, vagyis olyan nemnegativ i, j, k, [ egészek talalasa, mely esetén M =
C'DIC*DF.

Olyan g = (il §2> elemet kerestink, mely teljesiti a kdvetkezdket valamely
3 04

nem negativ s,t < p egészekre, C' = g~1A%g és D = g 'B'g. Vagyis:
-1
5 1Y _ (91 9 L s\ (91 g2
5 4 93 94 0 1)\93 %
-1
25\ _ (9 9 L 0y (91 9
40 gs 9 t 1) \gs 91)°
Az egyenleteket rendezve, majd a matrix elemeit tekintve az alabbi egyen-
letrendszerekhez jutunk:
G1+492 =0
591 — g2 =0
—git +93 =94 =0
—g2l + 593 — 94 =0
—g3s +491 + 92 =0
—3g4S8 + 491 + 392 =0

493 + 59, =0
gg+3g4 = 0.
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A Grobner béazis meghatarozasaval a GDLP megoldasa a kovetkezdképpen
egyszertsodik:

g1s + g2 =0
got +2g4 =0
g1 +492 =10
g3 +3g4 = 0.
Az egyenletekbdl az egyes valtozokat g, segitségével kifejezve g4 = —%, g1 =

—4g9, g3 = —3g4. Ezeket a g matrixba visszahelyettesitve

s 00 , 0 0
g-¢ -4 'g:(O O) ©8 g'D_Bt'g:(@zstgz gzst+gz)

S S

addodik. Ezek segitségével s, t lehetséges értékei meghatarozhatok, melyek a
most targyalt példa esetében

(s,t) € {(1,2),(6,5),(3,3), (5,6), (4,4), (2,1)}

lehetnek. Ezek koziil tetszéleges megoldashoz vezet, valasszuk ki példaul
s = 1,t = 2 értékeket tovabbi szamolashoz. Ezeket visszahelyettesitve G -
C — A5G és g- D — B! g matrixba, négyismeretlenes egyenletrendszerhez
jutunk meghatarazhatoéak g1, g2, g3, g4 értékei, amik az elobb kivalasztott s, ¢
értékek esetén az aldbbiak lehetnek:

(glﬂ 92, 93, 94) € {(6) 27 67 5)7 (]-7 57 17 2)7 (147 67 47 ]-)a (5) 47 57 3)7 (27 37 27 4)7 (3a ]-) 37 6)}

Ismét egy tetszbleges megoldast valasztva, példaul (6,2,6,5) szamnégyest

g = (g g) métrix adédik. Kiszdmolva M; = G- M - G = ? 2

matrixot, vagyis az olyan (z, y, v, w) szamnégyeseket keresiink, melyek kielégitik
M, = A*BYAYB" egyenletet. A [2] részben mutatot modszer segitségével

(x,y,v,w) € {(0,4,3,3),(1,3,4,2),(2,1,5,0),(3,2,6,1),(5,5,1,4),(6,6,2,5)}.

Az M = C'DIC*D! GDLP probléma megoldésai tehit a kovetkezo:

(,7,k,1) € {(0,2,3,5),(1,5,4,1),(2,4,5,0),(3,1,6,4), (5,6,1,2),(6,3,2,6)}.
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3.1 Gyenge GDLP SageMath-ben

Tekintsiik az el6z6 példa megoldasat SageMath programcsomagban.

p= M= C= D=
7 . 3 s s 1 2 |5
| < m |
Legyenek adottak az alabbi matrixok:
3 5 5 1 2 5
w0 =)
2 6 5 4 4 0 g3 91

Célunk olyan (%, j, k, [) szamnégyes megtalalasa, ahol:

3 5\ (5 1Y /2 5\7/5 1\"/2 5/
26/ \5 4/ 40/ \5 4/ \14 0
A korabbi fejezetben definialt A, B matrixok segitségével. A probléma megoldhaté egy G matrix segitségével melyre:
EH-EDEIE - CI-ErIET
5 4 g g/ N0 1) \gs 40 g g/ Nt 1) \gs ;e
Ehhez az aldbbi egyenlentrendszer megoldasasa szikséges:
g1 +4g2 =0
591 — g2 =0
—git + gy +4g4=0
—g2t + 593 — g4 =0
—g35 +4g1 +5g2=0
—gas+ g +3g2=0

4gs + 594 =0
g3 +3g4=0

Az egyenletrendszer megoldasat megkénnyiti a Grabner bazis megadasa, amelyhez ez esetben:
1948 + g2. g2t + 294. g1 + 4g2. g3 + 3g4]

A Grobner bazisbol g1, g2, g3, g4 vatozok kifejezése go segitségével
[y = 7i2,1-1 = —dzy x5 = —3x4]

A G métrixba visszahelyetiesitve az imént kiszamolt g1, g2, g3, g4 értékeket, majd kiszamolva G1 = G - C' — 4 - G, G2 = G - D — B' - G adédik
00 0 0
Gl:( ) és Glz(m,g
— —gyst+2p,

00 %0y 2,

G'1 és G2 elemet figyelembe véve s és t-re adodo feltételek

{(1,2),(6,5),(3,3),(5,6) , (4,4) , (2, 1)}
Alehetésges s, t értékek kdzil valasszul példaul s = 1,1 = 2

Ezeket visszahelyettesitve G'1 és G2 matrixokba, majd az adodo négyismeretienes egyenletrendszert megoldva gl, g2, g3, g4 ériékei az alabbiak leheinek
(6.2.6,5)

WREER
ettt
LI RD O e
Seuot

Egy szabadon valasztott megeldast kivalasziva, példaul (6,2,6,5). a g1, g2, g3, g4 elemek kozil, adodik az alabbi G matrix
c— 6 2
6 5
Alkalmazzuk a specidlis generatorokkal hasznalt modszert M, = G * M * G~-reanhol
3 3 6 2 3 5 3 3
M, = =
16 6 5 2 6 2 5

Az eredeti egyenlerszer megoldasai az alabbi (2, j, k, [) szamnégyesek:

Vagyis az (0,2, 3, 5) megoldasa a GDLP problémanak, ugyanis:

CO-COEEIEY
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3 3 5 6 7 10
11 7)%= 6 10) P12 g
PSL(2,13)-beli matrixokat. Az igy adédé GDLP megolddsai SageMath

segitségével a kovetkezok:

Masik példanak tekintsiik az M =

p= M= C = D=

i ol ol
Legyenek adottak az alabbi matrixok:
el el D) =0on)
1 7 6 10 12 8 g5 01
Célunk olyan (3, j, k, I) szamnégyes megtaldlasa, ahol:
33y _ (5 6\'( 7 10y/5 6\ 7 10y
1m 7/ \6 10 12 8 6 10 12 8
A korabbi fejezetben definialt A, B matrixok segitségével. A probléma megoldhatd egy G matrix segitségével melyre:
Ca-GREEE - CU-EeE)
6 10 g 94/ N0 1/ \gs g 12 8 g5 G t 1/ \g m
Ehhez az alabbi egyenlentrendszer megoldasasa szlikséges:
6g1 — g2 =0
10g; + 7g2 =0
—git +6g; —g,4=0
—gol + 10gs + 7Tgs =0
—g3s +4g1 +6g5 =0
—g45 +6g1 +9g2=0

4gy + 694 =0
6gs + 994 =0

Az egyenletrendszer megoldasat megkonnyiti a Grobner bazis megaddsa, amelyhez ez esetben
1948 + 3gz. got + 8ga. g1 + 292, g3 + 8gal

A Grébner bazisbdl g1, g2, g3, g4 vatozok kifejezése ga segitségével

T3
[z4 = g on = —2xy, 2y = —8a4q]

A G matrixba visszahelyettesitve az imént kiszamolt g1, 2, g3, g4 &riékeket, majd kiszamova G1= G - C' — A* . G, G2 = G- D — B' . G adédik:
00 0 0
Gl = ( ) és Gl= ( Sgatids,  —gst
A 2 25t+11g,
00 < —_

G'1 és G2 elemet figyelembe véve s t-re 2dodo feltételek:
{(6,4),(10,5),(5,10). (4.6),(12,2),(8.3),(3,8),(11,1),(2.12).(7,9),(1,11),(9,7)}

Alehetésges s, t értékek kozUl valasszul példaul s = 6, = 4

Ezeket visszahelyettesitve G1 és G2 matrixokba, majd az adodd négyismeretlenes egyenletrendszert megoldva gl, g2, g3, g4 érékei az alabbiak lehetnek
(3.5.7.4)
(11,1, 4,6)
(10.8.6,9)
212,97
5.4.3.11)
89,10, 2)
4,11,5,1)
(7.3.12,5)
(12,7.2,3)

(1,6,11,10)
.2 8 12)
(6,10, 1,8y
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

Egy szabadon vélasziott megoldast kivélasziva, példaul (3,5, 7, 4), a g1, g2, g3, g4 elemek koz(l, adodik az alabbi G matrix
o= 3 5
7 4
Alkalmazzuk a specialis generatorokkal hasznalt modszert My = G M % G~'-re.ahol
0 11 3 5 3 3 10 7
M, = =
7 10 7 4 1 7 21
Az eredeti egyenlerszer megoldasai az alabbi (i, j, k, [) szamnégyesek:
(0,7.4.5)
(11,12, 11, 11)
(9.3.5.8)
711,12, 2
(5.9.6.10)
(1.4,7.4)
(12.2.1.12)
(10, 10, 8, 6)
(8.1,23)
(6.6,9.9)

4.5 3 0)
28.10.1)

Vagyis az (0, 7, 4, 5) megoldasa a GDLP problémanak, ugyanis:

33\ /5 6\'/ 7 10\ /5 6\ 7 10\°
1m 7/ \6 10 12 8/ \6 10 128

3.2 Az altalanos megoldast végzo6 program forraskédja

def sortfv(L):#sort by first wvariable
SL=[]
TL=[L[i][0] for i in [0..len(L)-1]]
for j in [0..len(L)-1]:
SL.append (L[TL.index (max(TL))])
L.remove(L[TL.index(max(TL))])
TL.remove (TL[TL. index (max (TL))])
return SL

@interact(layout=[['Pmx','M','C','D']])
def sortfv(L):#sort by first wvariable
SL=[]
TL=[L[i][0] for i in [0..len(L)-1]]
for j in [0..len(L)-1]:
SL.append (L[TL.index (max(TL))])
L.remove(L[TL.index(max(TL))])
TL.remove (TL[TL. index (max (TL))])
return SL

@interact(layout=[['Pmx','M','C','D']])

def _(Pmx=input_grid(1l,1, default = [[7]], label='$p=$'),
M=input_grid(2,2, default = [[3,5],[2,6]], label='$M=3"'),
C=input_grid(2,2, default = [[5,1],[5,4]], label='$C=$'),
D=input_grid(2,2, default = [[2,5],[4,0]],
— label='$D=$')):

17



27

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

p=Pmx [0] [0] ; M=matrix(GF(p),2,2,M); C=matrix(GF(p),2,2,C);
— D=matrix(GF(p),2,2,D)
if C.multiplicative_order()!=p or
— D.multiplicative_order() !=p:
pretty_print('Adjon meg mésik matrixokat, a megadott
- rangfeltételekkel')
else:
P.<gl,g2,g3,g4,s,t>=PolynomialRing (GF (p),6)
P.<i,j,k,1>=PolynomialRing(GF (p),4)
Ptmp.<X1,X2,X3,X4,Y1,Y2>=PolynomialRing(ZZ,6)
GVar=[gl,g2,g3,g4,s,t]
var('x1,x2,x3,x4,5,T')
G=matrix([[gl,g2], [g3,g4]1])
As=matrix([[1,s],[0,1]1])
Bt=matrix([[1,0],[t,1]1])
N=matrix(2)

pretty_print('Legyenek adottak az alabbi matrixok:')
pretty print('M=',M,', C=',C,', D=',D,', G=',G)

html ('<br><center>Célunk olyan $(i,j,k,1)$ szamnégyes
- megtalalasa, ahol:')

html (r'<center>$%s=Vs"i%s " j%s k%s"1$'%

— (latex(M),latex(C),latex(D),latex(C),latex(D)))
html ('<br><center>A kordbbi fejezetben definialt $A,B$
— matrixok segitségével. A probléma megoldhatd egy

— $G$ matrix segitségével melyre:')
html (r'<center>$%s=Vs%s%s \quad$ és $\quad
—  %s=%s%s%s$'% (latex(C),latex(G),

— latex(As),latex(G),latex(D),latex(G),latex(Bt),latex(G)))

html ('<br><center>Ezzel ekvivalens mdédon megoldandd: ')
html (r'<center>$%s=ss-%s%s"{-1} \quad$ és $\quad
o  he=%shs-%s%s$ "% (latex(N) ,latex(G) ,latex(C),latex(As),

— latex(G),latex(N),latex(G),latex(D),latex(Bt),latex(G)))

W1=G*D-Bt*G; W2=G*C-As*G
iw=ideal([W1[0,0],w1[0,1],w1[1,0],w1[1,1],w2[0,0],
— W2[0,1],w2[1,0],w2[1,1]1])
html ('<br><center>Ehhez az alabbi egyenlentrendszer
- megoldasasa szikséges:')
for y in [0..1]:

for z in [0..1]:
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54

55
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82
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85

pretty_print(Wil[y] [z],'=",0)

for y in [O.

1]

for z in [0..1]:
pretty_print(W2[y] [z],'=",0)

html ('<br><center>Az egyenletrendszer megoldasat

— megkoénnyiti a Grobner bazis megaddsa, amelyhez ez

- esetben:

)

GB=iw.groebner_basis()
pretty_print (GB)
GBList=[] #GB with symbolic wvariables

for i in GB:

- GBList.append(Ptmp(i(gl=X1,g2=X2,g3=X3,g4=X4,s=Y1,t=Y2))

— (X1=x1,X2=x2,X3=x3,X4=x4,Y1=5,Y2=T))

XVar=[x1,x2,

x3,x4]

#V1:variables in GB parts, VZ2:amount of wariables,
- V3:V2 sorted
Vi=[y.variables() for y in GBList]

v2=[]
for y in [O.

.len(XVar)-1]:

n=0 #number for index
for z in [0..len(GBList)-1]:
if XVarl[y] in Vi[z]:

n+=1

V2.append((n,XVar[y]))
V3=sortfv(copy(V2));

x=V3[0] [1];

- g=Ptmp(x(x1=X1,x2=X2,x3=X3,x4=X4)) (X1=g1,X2=g2,X3=g3,X4=g4)

- #z:spectial zi element, g: x= in GF(p)

PrevC=[] #PreviouslyChecked
ESol=[] #EquationSolutions

for y in [O.

.len(GBList)-1]:

VarT=1ist (V1[y])

z=0

lh=len(VarT)-1 #length
while z<=1lh:
if bool(VarT[z]l==x) or (VarT[z] in PrevC) or

—

(VarT[z] not in XVar):
r=VarT.index(VarT[z]) #remowvable item
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87

88

89

90

91

92
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100
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104
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110

111

112

113

VarT.remove (VarT[r])
1h-=1
else:
z+=1
if len(VarT)!=0:
ESol.append((solve(GBList [y],VarT[0])) [0])
if len(VarT)!=0:
PrevC.append (VarT[0])
html ('<br><center>A Grobner bazisbol $gl,g2,g3,g4$
- vatozdok kifejezése $/s$ segitségével: ') (latex(g)))
pretty_print (ESol)

X=matrix (2,2, [x1,x2,x3,x4])
for i in [1..3]:
for y in ESol:
X=X.substitute({y.lhs():y.rhs(O})

- H=[Ptmp(a.numerator () (x1=X1,x2=X2,x3=X3,x4=X4,5=Y1,T=Y2))
—~ (X1=g1,X2=g2,X3=g3,X4=g4,Y1=s,Y2=t)

— /Ptmp(a.denominator () (x1=X1,x2=X2,x3=X3,x4=X4,S=Y1,T=Y2))
— (X1=g1,X2=g2,X3=g3,X4=g4,Y1=s,Y2=t) for a in

— copy(X.list())]

V=matrix(2,2,H)

G1=V*C-As*V; G2=V*D-Bt*V;

GmatList=[G1,G2]

html ('<br><center> A $G$ matrixba visszahelyettesitve

— az imént kiszamolt $gl,g2,g3,g4$ értékeket, majd

— kiszamolva $G1=G\cdot C-A"s\cdot G, \ G2=G\cdot

<~ D-B"t\cdot G$ addédik:")

html ('<center>$G1l=Ys \quad$ és $\quad

o G1=Y%s$'%(latex(G1) ,latex(G2)))

N=[]

for I in GmatList:
if I'=matrix(2):
for y in [0..1]:
for w in [0..1]:
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134

if I[y][w]!=0: N.append(solve_mod(Ptmp

—~  ((Ily][w].numerator()/g)

—  (gl=X1,g2=X2,g3=X3,g4=X4,s=Y1,t=Y2))

~  (X1=x1,X2=x2,X3=x3,X4=x4,Y1=S,Y2=T) ,p))

for i in [0..len(N)-1]:

N[i]=Set (N[il)
ST=N[0]
for y in [1..len(N)-1]:

ST=ST.intersection(N[y])
html ('<br><center>$G1$ és $G2$ elemet figyelembe véve
— $s$ és $t$-re addodd feltételek:')
pretty_print (ST)

T1=W1(s=ST[0] [0],t=ST[0] [1]) .1ist()
for y in [0..len(T1)-1]:
—~ T1[yl=Ptmp(T1[y] (g1=X1,g2=X2,g3=X3,g4=X4,s=Y1,t=Y2))
— (X1=x1,X2=x2,X3=x3,X4=x4,Y1=5,Y2=T)
S1=Set(solve_mod(T1,p))
T2=W2(s=ST[0] [0],t=ST[0][1]).1list()
for y in [0..1len(T2)-1]:
— T2[y]=Ptmp(T2[y] (g1=X1,g2=X2,g3=X3,g4=X4,s=Y1,t=Y2))
— (X1=x1,X2=x2,X3=x3,X4=x4,Y1=S,Y2=T)
S2=Set (solve_mod(T2,p))
GEm=(S1.intersection(S2)) .1list() #GElements
if (0,0,0,0) in GEm:

GEm.remove((0,0,0,0))
html ('<br><center>A lehetésges $s,t$ értékek koziil
— véalasszul példaul $s=Js,
— t=%s$'%(latex(ST[0] [0]),latex(STL[0] [11)))
html ('<br><center>Ezeket visszahelyettesitve $G1$ és
- $G2$ matrixokba, majd az ado6dd négyismeretlenes
— egyenletrendszert megoldva $gl,g2,g3,g4$ értékei az
— alabbiak lehetnek')
for y in GEm:

pretty_print(y)
G=matrix(GF(p),2,2,GEm[0])
html ('<br><center>Egy szabadon valasztott megoldast
— kivalasztva, példaul $s$, a $gl,g2,g3,g4% elemek
— kozil, ad6édik az alabbi $G$
— matrix'}(latex(GEm[0])))
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139 html ('<center>$G=%s$'% (latex(G)))

140 W1=G*D-Bt*G
141 W2=G*C-As*G
142
143 P.<i,j,k,1>=PolynomialRing(GF(p),4)
144 M1=G*M*G.inverse(); MOr=M; M=Mi
145
146 html ('<center>Alkalmazzuk a specidlis generdtorokkal
— hasznalt médszert $M_1=G*M*G"{-1}$-re,ahol:"')
147 html (r'<center>$M 1=Ys=Vs %s
< %s$'%(Qlatex(M1),latex(G),latex(MOr),latex(G.inverse())))
148 Ai=matrix(P, [[1,1],[0,1]]); Ak=matrix(P,[[1,k],[0,1]1]1)
149 Bj=matrix(P, [[1,0],[j,1]1]); Bl=matrix(P,[[1,0],[1,1]1)
150 Mi=Ai*Bj*Ak+*Bl
151
152 I=ideal (Mi[v] [w]-M[v] [w] for v in [0..1] for w in
~ [0..1])
153 IList=[Mi.1list () [w]l-M[w//2] [w}2] for w in [0..3]]
154 GB=I.groebner_basis()
155 LIS=[Ptmp(g(i=X1,j=X2,k=X3,1=X4))
- (X1=x1,X2=x2,X3=x3,X4=x4)==0 for g in GBI
156 Sol=solve_mod(LIS,p)
157 s=ST[0] [0]; t=ST[0] [1]
158 SolFn= []
159 for y in [0..len(Sol)-1]:
160 SolFn.append((Sol[y] [0]*inverse_mod(int(s),p),

— Sollyl[1l*inverse_mod(int(t),p),
— Sollyl[2]*inverse_mod(int(s),p),
— Sollyl[3]*inverse _mod(int(t),p)))

161 html ('<br><center>Az eredeti egyenlerszer megoldasai az
- alabbi $(i,j,k,1)$ szamnégyesek:')

162 for t in [0..len(Sol)-1]:

163 pretty_print(SolFn[t])

164 html ('<br><center>Vagyis az $%s$ megoldasa a GDLP
- problémédnak, ugyanis:'},(latex(SolFn[0])))

165 html (r'<center>$%s=Vis " {Us}ths {ls}hs {hs}ls {hs}$'

— %(latex(MOr),latex(C),latex(SolFn[0][0]),latex(D),
— latex(SolFn[0][1]),latex(C),latex(SolFn[0][2]),
— latex(D),latex(SolFn[0][3])))
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