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BEVEZETO

Szakdolgozatomban a bindris rekurziokban fellép§ oszhatésagi szabéalyokat vizs-
galjuk.

Az els6 fejezetben édltalanosan definidljuk a rekurziv sorozat fogalmét és egy
példan keresztiil bemutatjuk a sorozat n-edik tagjadnak explicit megadasi modjat.

A miésodik fejezetben definidljuk a binéris rekurziét és a tovabbiakban ezeket
a sorozatokat fogjuk vizsgalni méatrixos formaban a benniik fellelhetd periddusok
szerint.

A harmadik fejezetben a csoportelmélet alapjan adunk oszthatdsigi szaba-
lyokat.

A negyedik fejezetben a Sage programot hasznalva, tetszéleges primre adunk
olyan sorozatokat, amelyekben kiilonb6z6 oszthatésadgok 1épnek fel.



1. REKURZIV SOROZATOK

1.0.1. Definicié. Egy S halmaz feletti (s;);cy = (S0, 51,82, ...,5i,...) végtelen
sorozatot m-edrendben rekurzivnak neveziink, ha létezik olyan m-valtozos

F:5m—§
fiiggvény, mellyel tetszéleges nemnegativ egész i-re
Sivm = F(Si,Si415 -+, Sitm—1)-

A kovetkezSkben egy ismertebb matematikai jatékrol, a Hanoi tornyairol és
az ehhez kapcsolhato rekurziorél lesz szo. Osszesen harom ruad all rendelkezésre
és a jaték szabalyai szerint az elsé radrol az utolséra kell atrakni a korongokat
gy, hogy minden lépésben egy korongot lehet attenni, nagyobb korong pedig nem
tehets kisebb korongra.

Mennyi a legkevesebb sziikséges 1épés, amivel az els§ ridrdl a harmadik ridra
lehet juttatni a korongokat?

A megoldashoz sziikséges lépésszamot a kidvetkezs rekurzio irja le:

t, =2" —1,
ahol n az atpakolni kivant korongok szama.

Bizonyitds. A bizonyités teljes indukcioval térténik.

n = 1 esetben a l1épések szama 1.

Tegyiik fel, hogy n darab korong esetén a megoldasszam t,,.

Ekkor t,+1 = 2t, + 1, mivel n darabot ¢, 1épéssel tudunk attenni a k6zépsé
radra és a legalsé helyrerakasa utén szintugy ¢, 1épés kell, hogy a harmadik ridra
helyezzik 6ket.

2 1

Jelélje T a rekurzidhoz csatolhaté méatrixot: T = ( 0 1

). T sajatértékei 2

és 1. L D=
és egyen (0 )

2.0 ) A sajatvektorokbol 4ll6 matrix: S = < (1) 1 ) =

-1

Eikor 7 ™1 ) =( ™ ).
1 1
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Fzutan kapjuk, hogy

n—1 n—1 n—1
-1 — gpn-1)g—1 _ 1 2 0 11\ _ (2 -t 1
0 —1 0 1 0 —1 0 1

Igy eljutunk az explicit alakhoz:

) )



2. BINARIS REKURZIOK

A kovetkezkben a bindris rekurziokkal fogunk részletesebben foglalkozni.

2.0.2. Definici6. Egy
§i = C18i—1 + C28;—2 + .. + CmSi—m

képlettel ellatott rekurziot m-edfoka lineéris rekurzionak neveziink (¢; € R).

2.1. A zart formula

Az s, = us,_1 + vs,_o rekurzio felirhato a kovetkez6 alakban:

o) (2)

Legyen az M matrix a kovetkezd:

2.1.1. Tétel.

M = Sn+1  USp
Sn VSp—1 .
Bizonyitds. A bizonyitéast teljes indukcioval végezziik.

Az n =1 esetben M definici6jabol adodik az allitas.
Tegyiik fel, hogy n-re igaz. Ekkor

Mn+1 — MM" = u v Sn4+1  USp _
1 0 Sn VSp—1

USp4+1 + VS UVSy, + 1)25”_1 . Sn+2  USn41
Sn+1 VSn Sn+1  USp
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Az M métrix karakterisztikus polinomjanak gydkeit jeldlje ezentil « és B:

u+ Vu? + 4o u—Vu? + 4v
2 2 '

, B=

X
Szamoljuk ki az o sajatértékhez tartozo ( v ) sajatvektort. Ehhez a kdvetkezd

linearis egyenletrendszert oldjuk meg:

(5

(u—a)X +vY =X —aY

ami ekvivalens az

egyenlettel. Ebbsl adéddéan
(u—a—-1)X =(—v—a).

Hasonlban kaphatjuk a 8 -hoz tartozd sajatvektort.
a 0
0 B8 )

Ha a # B, akkor a megfelels sajatvektorok segitségével az M matrix felirhato

Jelolje T a sajatvektorokbol allé6 matrixot és legyen D =

a kovetkez6 alakban:
M =TDT™ !

Ekkor

n
M" = (TDTY'=TD"T' =T ( O‘O BS ) 7.

2.2. A Fibonacci sorozat zart alakja

A kovetkezdkben a (2] cikket hasznaltuk fel.
A Fibonacci sorozatot a kovetkezdképp definialjuk:

Fo=0, Fy =1,

Fn: n—1+Fn—2-

Ebben az esetben a rekurzié egyiitthatoi: u=1¢és v = 1.
Ekkor a fentebb lefrtak alapjan:

1++5
o= 5

A kovetkezd azonossagok teljesiilnek:

1-45
e

B

1 1
oz2:a—|—1,52:ﬁ—|—17a—B:\/g,oz—i—B:l,—:—ﬁ,B:—oz.
(0%
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Legyen M a rekurzié méatrixa. Ekkor a sajatvektorokat a kovetkez&képp sza-

aI_NL:<a—J—1>__><a «%a+1)>:
-1 « -1 «
o' —a? 1 —Q 1 —«
-1 « - -1 « - 0 0 '

B esetben hasonloképpen eljarva kapjuk, hogy diagonizalashoz a béazistranszfor-

L«a6>
1 1
Ennek a matrixnak az inverze:

a1 =
T _\/S<—1oz >

Ezek utdn méar kénnyen tudjuk M hatvanyéat szamolni:

w1 a f a” 0 1 -0
r-F (O

Ekkor kapjuk, hogy:

Fn+1 B " 1 B i anJrl _ l3n+1
()= ()= (57

A végén megkapjuk a zart formulét:
1+v5)" [(1-v5\"
2 2 ’

Az alabbiakban az s, = us,_1 + vs,_o bindaris rekurziot fogjuk vizsgalni, ahol

moljuk:

macié matrixa:

1

e

2.3. Rekurziv rend

u,v € Z és s =0,s1 = 1.

2.3.1. Definici6. Egy rekurziv sorozat periédusén azt a legkisebb k& > 1 ter-
meészetes szamot értjiikk modulo m felett (m € N), amelyre s = 0 (mod m) és
Sk+1 =1 (mod m). Jelolés: k(m).

Legyen p prim. Ekkor a modulo p maradékosztalyok rendszere véges testet
alkot. Jele: GF(p).
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2.3.1. Tétel. Egy bindris rekurzid modulo p feletti periddusdnak felsé korldatja
2
p° — 1.

Bizonyitds. Két egymast kovets tag egyértelmiien meghatarozza az ket kdvetd
harmadikat. Mivel két nulla nem allhat egyméas mellett, ezért p?> — 1 féle szom-
szédot allithatunk 6ssze. O

A tovabbiakban a rekurzi6 rendjét matrixanak sajatértékei szerint fogjuk vizs-
galni a kovetkezo feltételek mellett: p prim, u,v € GF(p),u # 0,v # 0.

2.3.2. Tétel. Ha vu? —4v € GF(p) és Vu? — 4v # 0, akkor a rekurzid rendje
osztja (p — 1)-et.
A0

Bizonyitds. A matrix ekkor alakra diagonizalhaté, ahol A; és Ao a
2

méatrix sajatértékei. Legyen T a sajatvektorokbol allo matrix. A kis Fermat-tétel
szerint X' és A\b™! azonosan 1, igy

(»-1)
<u v) :T<1 O)T_1:<1 0>.
1 0 01 0 1

O
2.3.1. Példa. modulo 5 felett az u = 1, v = 2 rekurzié.
A matrixos alak ekkor: 1 (2) ) .

A sajatértékek: 2 és 4.
A matrix peridodusa: p — 1 = 4.
A matrix hatvanyai:

10 01 1 2 3 2
o1 /)’\32)’\1o0)’\12)
n 011121345 |6 |7

Sp, 01135 ]11|21 43
Sp (modp) |[O|{1 13|01 |1 |3

Ekkor a sorozat minden negyedik eleme oszhaté 5-tel. Ezen oszthatésagi szabélyt
a periédusszam is megadja.
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2.3.2. Példa. modulo 11 felett az u = —1, v = 2 rekurzio.

10 2
A métrixos alak ekkor: (1) 0 )
A sajatértékek: 1 és 9.
A métrix periddusa: % =5.

A métrix hatvinyai:
10 01 10 2 3 9 6 6
01)'\6 6 )’ 1 o/)J'\1o2)\39)

n o[1l2 [3]4 [5 6 [7]8 Jo9
Sn 01| -1]3] =511 —21]43]—85] 171
sp (modp) |[0]1]10 [3]6 [0 [1 [10|3 |6

Ekkor a sorozat minden 6t6dik eleme oszhaté 11-gyel. Ezen oszthatéségi szabalyt

a periédusszam is megadja.

)\k k- )\k—l
2.3.1. Lemma. FEgy 2 x 2-es Jordan blokk k-adik hatvdnya 0 N

alakid, ahol A a mditrix sajdtértéke.

Bizonyitds. A bizonyitéast teljes indukcioval végezziik.
Az n =1 esetben trivialis az &llitas.
Tegyiik fel, hogy n = k esetben teljesiil az indukcié. Ekkor n = k + 1 esetben

Al DU DLt B NN ENE 4 \F B MNeAL (B4 1) - \F
0 A 0 e 0 M) 0 ARFL
O
2.3.3. Tétel. Hav = _TUQ, akkor a mdtriz periddusa osztja p(p — 1)-et.
Bizonyitds. Mivel v = 7T27 a diszkrimindns 0. A maétrix ekkor Jordan-féle nor-

0 A 0 A
Ekkor a matrixot (p — 1)-edik hatvanyra emelve a f6atloban egyeseket kapunk.

Al kg Akl
maélalakra hozhaté: , amely k-adik hatvanya: .

Tovabba p-edik hatvanyra emelve a fsatlon kiviili elemeket kinullazzuk. Igy

p(p—1)
(u ’U) :T<1 O>T_1:<1 0>’
1 0 01 0 1

amibdl kovetkezik, hogy spp—1)—1 = 0, spp—1) =1 (mod p). O
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2.3.3. Példa. modulo 5 felett az u = 1, v = 1 rekurzié.
1
0

A sajatértékek: 3, kétszeres multiplicitassal.

A maétrixos alak ekkor:

A matrix periodusa: (p — 1)p = 20.
A métrix hatvinyai:

10 0 2 0 4 0 3 0 1
0o1/)’\23)'\41)°\32)'\14)

11 1 4 1 3 20 2 1

1 o)’ \42)’\33)'\o2)'\11])

2 2 2 3 4 0 4 1 4 2

2 0)'\34)’\o4a)’\13)\22)

4 4 3 0 3 2 3 4 3 3

4 0/J°Vo 3 )°\21)'\44)°\30)

n 011234567 |8 |9 |10|11]12 |13 |14
Up, 01112 3|5 |8|13]21 |34|55]|89 (144|233 | 377
U, (modp) |01 ]1[2(3|0[3|3 |1 [4 |0 (4 |4 3 2
n 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Up, 610 | 987 | 1597 | 2584 | 4181 | 6765 | 10946 | 17711 | 28657
uy, (mod p) || O 2 2 4 1 0 1 1 2

Ekkor a sorozat minden 6t6dik eleme oszhato 5-tel. A periddusszam valodi osztoja
ad oszthatdsagi szabalyt.

2.3.4. Példa. modulo 5 felett az u = —2, v = —1 rekurzié.
-2 -1
1 0
A sajatértékek: 4, kétszeres multiplicitassal.

A matrixos alak ekkor:

A métrix periodusa: pT_lp = 10.
A matrix hatvanyai:

(or)(0a) (e (52) (20)
G0 D)
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n 0112 314 516 718 9110 11 | 12 13
Uy, o(1,-2(3,-4/5|—-6]|7|-8]9|-10|11 | —-12 |13
up (modp) || 0| 1]3 311 04 212 410 1 13 3
n 14 15 | 16 17 | 18 19 | 20

U, -14 | 15| =16 | 17 | =18 | 19 | =20

un, (mod p) || 1 0 |4 2 |2 4 10

Ekkor a sorozat minden 6t6dik eleme oszhatd 5-tel. A periddusszam valddi osztdja
ad oszthatdsagi szabélyt.

2.3.5. Példa. modulo 5 felett az u = 2, v = —1 rekurzié6.
2 -1
1 0

A sajatértékek: 1, kétszeres multiplicitassal.

A maéatrixos alak ekkor:

A matrix periddusa: p = 5.
A métrix hatvanyai:

10 0 1 2 4 4 2 3 3
01 /)'\42)°\1o0o)’\'33)'\24)
n 0111234567819

Up, 0111234567819
U, (modp) |0 1]23[4|0]1|2][3|4

Ekkor a sorozat minden 6t0dik eleme oszhaté 5-tel. Fzen oszthatoségi szabalyt a
periédusszam is megadja.

2.3.6. Példa. modulo 11 felett az u = —2, v = —1 rekurzio.
-2 -1
1 0
A sajatértékek: -1, kétszeres multiplicitassal.

A matrixos alak ekkor:

A matrix periodusa: 2p = 22.
A métrix hatvinyai:

1 0 0 10 0 1 1 2 2 1
o1/)’\1 2/)’\V109/)’\9g 8/)'\ 10 0]/’
2 3 4 5 4 3 8 9 8 7

s 7/J’\e6 5)'\8 9 )'\2 1)\ 4 5]
5 4 5 6 10 0 10 9 9 8
78 )’'\'5 4 )V 010 )\ 23)'\3 4)
9 10 7 8 76 3 2 3 4
1 o/)’\'32)'\'s56)°'\9o 10)’\7 6]
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(o)(05)

n 0112 314 516 718 9110 11
Un 01| —-2(3|—-4]|5|—-6|7|-8]9]|-10|11
U, (modp) ||O0O]1]9 |3]|7 |5]5 713 911 0

n 11 | 12 13 | 14 15 | 16 17 | 18 19 | 20
Up, 1| -12 13| —-14 | 15| —16 | 17 | =18 | 19 | —20
U, (mod p) || 0 | 10 2 |8 4 |6 6 |4 8 |2

n 22 23 | 24 25 | 26

Uy, —22 123 | —24 | 25| —26

un, (mod p) || 0 119 3 |7

Ekkor a sorozat minden tizenegyedik eleme oszhaté 11-gyel. A periddusszam
valodi osztdja ad oszthatdsagi szabalyt.

2.3.4. Tétel. Ha a mdirixz karokterisztikus polinomjdnak diszkrimindnsa nem
GF(p)-beli elem, akkor a mdtriz rendje osztja (p* — 1)-et.

Bizonyitds. Kib6vitjik a véges testet a diszkriminénssal. Ekkor az igy kapott
test ekvivalens GF(p?)-tel. A matrixot diagonizéljuk és ekkor a kis Fermat-tétel
szerint az elem rendje osztja (p? — 1)-et. O

2.3.7. Példa. modulo 5 felett az u = 1, v = —2 rekurzié6.

1 -2
A matrixos alak ekkor: ( 10 )
A sajatértekek: A, 4\ +1 € Zs/(2? + x + 2).
A matrix periédusa: p? — 1 = 24.
A métrix hatvanyai:

or) () (0 s)
GGG
o))
) (o) i) (08):
(i) (e)(00)
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Ekkor a sorozat minden hatodik eleme oszhaté 5-tel.

osztdja ad oszthatdsigi szabalyt.

2.3.8. Példa. modulo 5 felett az u = 2, v = 1 rekurzié.

).

A maéatrixos alak ekkor: ( i

1
0

A sajatértekek: X\ + 3, 4\ +4 € Zs /(2% + = + 2).
A matrix periodusa: LQ_I =12.

A matrix hatvanyai:

10
01

(o)

0 2
21

)

0 4
4 2

)

0 3
3 4

)

0 1
13

[

) (:

n 0 213 4 ) 6|78 9 10 11
Uy, 0 -1, -3]-1]5 -3 | =17 | —11 | 23
up, (mod p) || 0 4 |2 |4 |0|2|2 |3 4 3
n 12113 | 14 15 16 | 17 | 18 | 19 20

U, 45 | =1 | =91 | —89 | 93 | 271 | 85 | —457 | —627

U, (modp) |0 [4 |4 1 3 |1 0 |3 3

n 21 22 23 | 24 25 26

Up, 287 | 1541 | 967 | —2115 | —4049 | 181

Uy, (mod p) || 2 1 2 0 1 1

12

A periddusszam valodi

1 3

)

[an)}

20 2 1 4 0 4 2 3 0 3 4
0o2/)'\1ro)’\o4)’\20)'\03)'\40)
n 01 314 |5 |6 |7 8 9 10
Uy, 0 5112129 |70 | 169 | 408 | 985 | 2378
un, (mod p) || O 2102 |4 |0 |4 3 0 3
n 11 12 13 14 15 16
Uy, 5741 | 13860 | 33461 | 80782 | 195025 | 470832
un (mod p) || 1 0 1 2 0 2

Ekkor a sorozat minden harmadik eleme oszhato 5-tel. A periodusszam valodi

osztdja ad oszthatdsigi szabalyt.
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2.4. A Fibonacci sorozat rekurziv rendje

A kovetkezSkben a Fibonacci sorozat oszthatosagat vizsgaljuk.
2.4.1. Tétel. 2|F3,, aholn € N.

Bizonyitds. Az n = 1 esetben igaz: F3 = 2.
Tegyiik fel, hogy n-re igaz: 2|F,.
Ekkor n+41 esetén: Fj,y3=Fpio+Fp1=Fop+Fn+Fop1 =2F, 1+ F,. O

2.4.2. Tétel. 3|Fy,, aholn € N.

Bizonyitds. Az n = 1 esetben igaz: Fy = 3.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz: 3|F,.

Ekkor n + 1 esetén: Fpi4 = Fpys + Fhyo = (Fn+2 + Fn+1) + (Fn+1 + Fn) =
Foa+Fo+ Fop+ Foy1 + Fy =3F 41+ 2F,. ]

2.4.3. Tétel. 5|F5,, aholn € N.

Bizonyitds. Az n = 1 esetben igaz: F5 = 5.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz: 5|F,.

Ekkor n + 1 esetén: Fi5 = Fyya + Fruys = (Fpgs + Fug2) + (Fuye + Fog1) =
(Fn+2+Fn+l)+(Fn+1 +Fn)+(Fn+1+Fn)+(Fn+1) = 5Fn41 + 3F,. O

A kovetkezkben a Fibonacci sorozat periodusat fogjuk vizsgalni az [1] cikk
alapjan.

A Fibonacci periédusanak felss korlatja m? — 1 modulo m felett, mert minden
két egymést kivets tag meghatirozza az utanuk kovetkezoket, igy m? — 1 féle
szomszédot tudunk 6sszeéllitani, mivel két nulla nem &llhat egymas mellett.

F, F,
Ezentl jelolje U™ = it " a Fibonacci matrix n-edik hatvanyat és
Fn Fn—l
a, B a Fibonacci matrix sajatértékeit.
0 . .
Legyen D = g 3 és C az ehhez tartozo sajatvektorokbol all6 matrix.

Ha a sajatértékek megegyeznek, akkor D egy Jordan blokk.

2.4.1. Lemma. A periddus osztéja birmely n-nek, amelyre teljesil o D" = E
egyenldséy.

2.4.4. Tétel. Ha p egy pdratlan prim és p = 1 vagy p = 4 (mod 5), akkor
k(p) |p—1.

Bizonyitds. A sajatvektorok ekkor kiilonbézGek. A Fermat-tétel alapjan
aP~l = P~ =1 (mod p), ezért D" = E. O
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Ha p =2 vagy p = 3 (mod 5), akkor az U méatrix karakterisztikus polinomja-
nak nincsenek gyokei GF(p)-ben, ezért kénytelen vagyunk testet boviteni. Legyen
F = GF,(z)/(2*> —  — 1). Ekkor F izomorf GF (p?)-tel.

2.4.2. Lemma. Ha p =2 vagy p=3 (mod 5), akkor (v/5)P = —/5.
2.4.3. Lemma. o™t = Pt F felett.

2.4.5. Tétel. Ha p egy pdratlan prim és p = 2 vagy p = 3 (mod b5), akkor
k(p) [ 2(p+1).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy af = —1 (mod p?), igy aPTlaP™l = oPtlprtl =
(—=1)P*1. Mivel p pératlan, ezért (~1)P™! =1, fgy o®@+) = 1. Az el6z6 lemma
alapjan tudjuk, hogy 52(p+1) -1 .



3. ALTALANOS LINEARIS CSOPORT

Ebben a fejezetben az Aaltalanos linearis csoport rendje &ltal fogunk eljutni a
binéris rekurziv sorozatok rendjéig.

3.0.1. Definicié. Altalanos linearis csoportnak nevezziik a V vektortér invertal-
hato lineéris transzformacioinak csoportjat. Jele: GL(V')

3.0.2. Definicié. A masodrangu linedris csoport egy véges test felett a matrix-
szorzassal definialt 2 x 2-es invertalhato méatrixok csoportja. Jele: GL(2, F).

3.0.6. Tétel. Legyen p prim. Egy GL(2,p)-beli mdtriz rendje legfeljebb
(»* = p)(* - 1).

Bizonyitds. A matrix els6 sordba p? — 1 féle elempart valaszthatunk, mivel a
csupa nulla sor szingularitdshoz vezetne. Ekkor a masodik sorba az els§ nem
skalarszorosa szerepelhet, amibél p? — p darab létezik. ]

3.0.7. Tétel. Legyen s, = usp—1 * sn—o rekurzié. Ekkor barmely p prim osztja

SQp(pzfl) -et.

Bizonyitds. Legyen

G = {A € My(Z,) | det(A) = £1}

M:uj:l.
1 0

Ekkor M € G és G rendje 2p(p* — 1).

és

fgy Sn+1+2p(p2—1)  Sn+2p(p2—-1) - Mrr2ee*-1) e —
Sn+2p(p2—1) Sn—1+2p(p?—1)
<Sn+1 Sn ) (modp). ]
Sn Sn—1

15
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1. Kovetkezmény. Bdrmely p prim osztja Fy,p2_1y-et, ahol F,, a Fibonacci

sorozat n-edik tagja.

Bizonyitds. Az el6z§ tétel bizonyitasa alapjan:

( Lo > € {4 € My(Z,)|det(4) = £1}.

3.0.3. Definicié. Az u = 2, v = 1 binéris rekurziét Pell sorozatnak hivjuk.

2. Kovetkezmény. Bdrmely p prim osztja Pyp2_1)-€t, ahol P, a Pell sorozat
n-edik tagja.

3. Kovetkezmény. Bdrmely p prim osztja sop2—1)-€t, ahol s, azu =4, v= -1
rekurzio n-edik tagja.

3.0.1. Példa. A fentebb leirt sorozat néhany tagja:

n (011123 |4 |5 |6 |7 |8 9 10 11

Sp |0 14|15 |56 |209 | 780 | 2911 | 10864 | 40545 | 151316 | 564719




4. SAGE KODOK

Ebben a fejezetben harom Sage |5| programon keresztiil szerkesztiink példakat a

p—1, p?

—p és a p® — 1 osztéival megegyezd periddusszamokra.

4.0.2. Példa. def rek(u,v,n):

if n==0:
return O
elif n==1:
return 1
else:

return uxrek(u,v,n-1)+v*rek(u,v,n-2)

Q@interact

def

and
and

_(p=Cp’,7)):
Mp=MatrixSpace (GF (p),2,2)
L=(p-1) .divisors()
L.remove(1)

for d in L:

Md=[k for k in Mp if k[1,0]==1 and k[0,1]!=0 and k[1,1]==0
(k[0,0]~2+4%xk[0,1]) .is_square() and (k[0,0],k[0,1])!=(0,0)
k.multiplicative_order()==d]

pretty_print(html (’Egy matrix, amelynek a rendje

$%s8:hlatex(d)))

M1=Md.pop ()
pretty_print (M1)
pretty_print (html (’Kapcsoldédd rekurziv sorozat:

$a_0=0,a_1=1,a_n=Ysa_{n-1}+\¥%sa_{n-2}.$’
%»(latex(M1[0,0]),latex(M1[0,1]))))

Muj=[(k,rek(M1[0,0],M1[0,1],k)) for k in [0..2%d]]
pretty_print (Muj)

4.0.3. Példa. def rek(u,v,n):

if n==0:
return O
elif n==1:

return 1

17
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else:
return uxrek(u,v,n-1)+v*rek(u,v,n-2)
@interact
def _(p=(’p’,5)):
Mp=MatrixSpace (GF(p),2,2)
L=((p-1)*p) .divisors()
L.remove(1)

for d in L:
Md=[k for k in Mp if k[1,0]==1 and k[0,1]!=0
and k[1,1]==0 and (k[0,0]"~2+4xk[0,1])==0
and (k[0,0],k[0,1]1)!=(0,0) and k.multiplicative_order ()==d]
if Md!'=[]:
pretty_print (html(’Egy matrix, amelynek a rendje $%s$:
*%latex(d)))
M1=Md.pop ()
pretty_print (M1)
pretty_print (html (’Kapcsolddd rekurziv sorozat: $a_0=0,
a_1=1,a_n=
Y%sa_{n-1}+¥sa_{n-2}.$’%(latex(M1[0,0]),latex(M1[0,1]1))))
Muj=[(k,rek(M1[0,0],M1[0,1],k)) for k in [0..2xd]]
pretty_print (Muj)

4.0.4. Példa. def rek(u,v,n):
if n==0:
return O
elif n==1:
return 1
else:
return uxrek(u,v,n-1)+v*rek(u,v,n-2)
@interact
def _(p=Cp?,5)):
Mp=MatrixSpace (GF (p),2,2)
L=(p~2-1) .divisors()
L.remove(1)

for d in L:
Md=[k for k in Mp if k[1,0]==1 and k[0,1]!=0
and k[1,1]==0 and (k[0,0]~2+4*k[0,1])!=0
and (k[0,0]~2+4*k[0,1]).is_square==false
and (k[0,0],k[0,1]1)!=(0,0) and k.multiplicative_order ()==d]
if Md!'=[]:
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pretty_print (html (’Egy matrix, amelynek a rendje $%s$:
>hlatex(d)))
M1=Md.pop()
pretty_print (M1)
pretty_print (html (’Kapcsolddd rekurziv sorozat: $a_0=0,
a_1=1,a_n=
Y%sa_{n-1}+¥sa_{n-2}.$’%(latex(M1[0,0]) ,latex(M1[0,1]1))))
Muj=[(k,rek(M1[0,0],M1[0,1],k)) for k in [0..2xd]]
pretty_print (Muj)

Az el6z6 kodok egyikének futasi képe a kovetkezs.

Eqy matrix, amelynek a rendje 2:
0 1
1 0
Kapcsoladd rekurziv sorozat: ap =0,a; = 1,ay, = 0ap_1 + lay 3.
n o 1 2 3

a, (mod p) 0 1 0

Eqy matrix, amelynek a rendje 3:
6 6
1 0
Kapcsoladd rekurziv sorozat: ap = 0,a; = 1,a, = 6a,_1 + 6a,_».
n 0 1 2 3 4

a, (mod p) 0 1 6 0 1 6

Eqgy matrix, amelynek a rendje 6:
4 5
1 0
Kapcsolddé rekurziv sorozat: ap =0,a; = 1,a, = 4a,_1 + ba,_2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
an(modp) 0 1 4 0 6 3 0 1 4 0 6 3 0
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