Boole-algebra
Digitalis informacio abrazolasa

A digitalis technika feladata: informaci6 abrazolasa €s
feldolgozasa a digitalis technika eszkozeivel

Szakteriilet Jelkészlet

Digitalis technika  "0" és "1"

Fizika "low" és "high" fesziiltség ill. aramerdsség

Logika "igaz" és "hamis" ill. "true" és "false"

1: megfeleldje a gyakorlatban altaldban ,,aktiv”
0: megfeleldje a gyakorlatban altalaban ,,passziv”

digitalis, lat. ,,digitus”= ujj, ujjak — tizes szdmrendszer, informaciomennyiség
megszamolhato, adott véges szamu érték fordulhat el
analog - végtelen szamu értékszint fordulhat eld
binaris (ang. binary)- kétértéku rendszer, kettds szamrendszer
bit: (ang. "binary digit”) legkisebb binaris informaciémennyiség
(Basic Indissoluble Unit)

G¢ép1 szinten bitsorozat hordozza az informaciot kodolva,
ami ember szdmara nehézkesen értelmezhetd

Pé¢lda:
010000010100001001000011 1




Boole-algebra
Digitalis informacio abrazolasa

binaris: 01000001 01000010 01000011
ASCII: A B C

ASCII kod: A biteket nyolcasaval csoportositjuk és a csoportokon beliil
eléforduldo minden egyes bitsorozat-valtozathoz egy-egy karaktert rendeliink hozza.

1 Byte = 8 bit-bdl allo csoport
1 kByte = 210 Byte = 1024 Byte

A bitek csoportositasa és az adott csoportok informacioval (pl. helyiértekkel)

val6 felruhdzéasa a gépi szint érthetébbé tételét segiti
(lasd hexadecimalis szamébrazolas).

Termeészetes szamok abrazolasa:

N B: a szdmrendszer alapja BeN, B>2
2 : i : eN, B>
n = bl ¢ B és
=0 b.: a helyiértékek
egylitthatoi b,e NU{0}, 0<b <B

Az elterjedt irdsmod szerint a szamokat az alabbi formaban, csak a b,
egylitthatok felsorolasaval (csokkend helyiérték szerinti sorrendben)
abrazoljak: [Mivel tobb szamrendszer ugyanazokat a szdmjegyeket
(szimbolumokat) hasznalja, esetenként a szamrendszer alapjdnak megadasa
is sziikséges alsé indexben.A sor elején 1évo nulldk elhagyhatoak. ]

n=(byby_by_,--bby)g



Boole-algebra
Alapok

Matematikai problémak megoldasara szolgalo segédeszk6zok osszefoglald neve
»algebra”. A digitalis technika komplex problémadinak kezelésére jol hasznalhato

Boole-algebra.

Halmaz-algebra

Logikai-algebra, Logika

Bool-algebra

Kapcsolas-algebra

Valoszinliségszamitas

A Bool-algebra felosztasa

Az angol matematikus, George Boole (1815..1864) dolgozta ki a ma Boole-
algebranak nevezett kételemes informacios algebra-rendszer alapjait, melynek
egy része hasznalatos a digitalis technikaban.

A Boole algebra sziikebb értelemben a binaris informéciokon végzett miiveletekre
jellemzd szabalyok rendszere. Ezen miiveleteket digitalis fliggvények, mas néven
Boole-fiiggvények kozvetitik. A fiiggvényvaltozok ¢€s a fliggvényérték is csak a
két értéket, ,,0” vagy ,,1”” vehetik fel.

A Bool-algebraban hasznalatos a halmazelmélet diagramm-abrazolasa is.
Definicid szerint halmaznak nevezziik bizonyos elemek Osszességét, ahol a halmazt
a hozza tartozé elemek felsoroldsaval adhatjuk meg, példaul:

*A tizes szamrendszer szamjegyeinek halmaza: A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

*A binaris szamjegyek (binaris értékek) halmaza: B={0,1}

*A keétjegytli binaris szavak halmaza: C= {[0,0],[0,1],[1,0],[1,1]}

*A logikai értékek halmaza: D= {igaz,hamis}
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Logikai-fliggvények abrazolasi modjai

Ha n db halmazt egy fiiggvény (miivelet) segitségével egymassal 6sszekdtiink,
akkor az n db halmaz elemeinek minden egyes kombinacidjadhoz (n elembdl alld
sorhoz) a fliggvény egy-egy fliggvényértéket rendel.

A digitélis technikdban a halmazok két elembdl allnak, azaz a fliggetlen valtozok

két értéket vehetnek fel, szintigy a fliggvényértek.
n db binaris valtozo esetén 2" db ,,variacid”, masnéven ,,n-sor”’ fordulhat el6. Ezen

,n-sorok” halmazat egy adott f(x,.,X,,...,X ) fliggvény két részre bontja, F1 halmazra
¢s FO halmazra.

rrrrrr

-----

rrrrrr

-----

Viltozok kombinacidinak
(n-sorok) halmaza o

Fiiggvényérték-halmazok

Példa: AND (ES) binaris Boole-fliiggvény (n=2)

A fluggvényérték akkor ,,17, ha az 6sszes fiiggetlen valtozo értéke x,=x,=,,1”

FO

1. Halmazelméleti grafikus dbrazolas

Fl
M % |t f(x,,%,) =x; & X,
8 (1) 8 f(x),%,) =X, X,
} (1) (1) f(x),%,) =X, " X,

4
2. Abrazolas igazsagtablazattal 3. Abrazolas matematikai jelekkel



Boole-algebra
Boole-fliggvények abrazolasi modjai

L -ﬁH“I rﬁhwi—————-
a b

4. ES fiiggvény abrazolasa

kapcsolokkal

NOT fiiggvény: 5.NOT ﬁ?ggvény abrazoléasa

f(0)=1 Venn-diagrammal

f(1)=0 C(A): A halmaz U-ra vonatkoztatott
komplemenshalmaza

DIN/IEC | ANSIIEEE | DIN (régi)

[ | |

6. NOT filiggvény abrazolasa rajzi szimbolikus jelekkel

Osszetett fiiggvények grafikus abrazolasa:

Példa: fi(a,b) és f2(a,c) fiiggvények kimenetei képezik F3 bemeneti valtozoit.

q
b fifa,b)
t3(g, h)= x
a f3(a,b,c) |
I h
o] f2{a,c) 5
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Boole-fliggvények abrazolasi modjai

Osszetett fiiggvények grafikus abrazolasa:

FO

@ Fita,b) @
FO
: (1203
f3(a,b,c)
” (13
@ f2(a,c)

F1l

Fl
[arbrc]_} [grh]

Halmazok leképezésének abrazolasa altalanos formdban

Az egyes elem-parok
jelolése:

Példa Venn-diagram alkalmazasara dsszetett fliggvényeknél

f,(a,b) =1 ha (a,b) €{[0,0],[0,1],[1,1]} £,(1,00=10
fy(a,c) =1 ha (a,c) €{[0,0],[0,1]} fy(a,c) =0ha (a,c) e {[1,0],[1,1]

A példaban grafikusan megadott f, és f, egyértelmiien definialva van,
viszont az f;-ra ez nem érvényes, lasd példaul az £;(1,0,0) fliggvényértéket!
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Logikai-fliggveények osztalyozasa

Az n-valtozos logikai fiiggvény igazsagtablazatanak altalanos formdja:

Xn X2 X1 f(x1,X2,...,Xn)

0 0 0 fi

0 0 1 6 X, - az n-valtozos
f(x,,x,,...x

0 1 0 fi ( b2 )
fliggvény

0 1 1 fi i-dik valtozoja

f. - fliggvény-érték
{0,1}

1 1 1 £"

n
Az egymastdl kiilonb6zo Osszes lehetséges fliggvény szdma: [T = 2(2 )

Ezen beliil csak néhany olyan fliggvény van, melyek nem trividlisak és a
gyakorlatban jelentdséggel birnak.

n=1, Egyvaltozos fiiggvény

Név 0-fiiggvény Negacio Azonossag 1-fiiggvény
Igazsagtablazat a f(a) f(a) f(a) f(a)

0 0 1 0 1

1 0 0 1 1
Mat. kifejezés f=0 f=& f=a f=1
Venn-Diagramm O Q Q

1
Kapcsolasi jel
- :)_

(DIN/IEC) 7
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Logikai-fliggvények osztalyozasa

n=2, Kétvaltozos fiiggvény

Név 0-fiigg vény NOR

f(a,b) f(a,b) f(a,b) f(a,b)

0

Ig azs agtabl azat

——-o ||
el A (2R

0
0
0

Mate matikai képlet

1
0
0
0

Kapcsol asi rajzjel

[Venn-Diagram

(DIN/IEC)
INév a XOR NAND
b | a f(a,b) f(a,h) f(a,b) f(a,b)
00 0 1 0 1
Ig azs agtabl azat 0|1 0 0 1 1
110 1 1 1 1
1] 1 0 0 0 0
- =anb
Mate matikai képlet - jf=a F=a®h J
s

Kapcsol asi rajzjel
(DIN/IEC)
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Logikai-fliggvények osztalyozasa

n=2, Kétvaltozos fiiggvény

Név AND XNOR a
b | a f(a,b) f(a,b) f(a,b) f(a,b)
0 0 0 1 0 1
Ig azs dgtabl azat 0 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
f=and ; F=awvh
Matematikai képlet f=a®b = —
J=ab f=a+k
o Digam COI ]G] 1ED)
b =1
Kapcsol asi rajzjel o | o C
(DIN/IEC) ] ]
. OR s,
INév b ODER 1-fiiggvény
b|a f(a,b) f(a,b) f(a,b) f(a,b)
0|0 0 1 0 1
Ig azsagtabl azat 011 0 0 1 1
10 1 1 1 1
1|1 1 1 1 1
Fb Ff=awvh F=awvh Fo
[Matematikai képlet = =
Ii f =T+5b f =a+hb
QD! [CD]|[cD] [ [CD
[
Kapcsol asi rajzjel |
(DIN/IEC) —
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Alapszabalyai

Boole-posztulatumok (ax16mak):

A szlikebb értelemben vett Boole-algebra nem maés, mit egy halmaz A, melynek
elemei a ,,0” és az,,1” és amelyikben definialva vannak az JES” ésa , ,VAGY”
@ll. ,,+” és ,,””) miiveletek ugy, hogy az alabbiak érvényesek:

a=0 vagy a=1, acA
0-:0=0

I+1 =1

0+0=0

1-1=1

1-0=0-1=0
1+0=0+1=1

Boole-tételek:

A Boole-tételek a posztulatumokbol barmikor levezethetdk, példaul az
igazsagtablazatok segitségével. A tételek olyan szabalyok, melyek a Bool-
valtozok kozotti alaposszefiiggéseket fejezik ki. Segitségiikkel bonyolult
kapcsolasok manipulalhatok, fiiggvények egyszeriisithetok.

1. Kommutativitas (felcserélhetoség)

a+b=b+a A diszjunkciod (,,+7) és a
a-b=b-a konjunkci6 (,,-”) miiveletek
operandusai felcserélhetdek

a_>1 b_é-l a _ | & b ﬂ

10
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Alapszabalyai

2. Asszociativitas (csoportosithatosag)

a)(a+tb)+tc=a+(b+c)
b)(a-b)-c=a-(b-c)

A diszjunkcio (,,+) €s a konjunkcid
(,,”) miiveletek operandusai
tetszOlegesen csoportosithatoak

ST - Nyilvanvaloan teljesen
\) s ﬁ mindegy, hogy az A, B
’a '\\ 8 ¢s C halmazokat milyen

sorrendben kapcsoljuk

0ssze egymassal.

a | p 1 [ o J— Z 1 .
1 = 21 Az algebrai alak
S — S —  zarojele a kapcsolasban
° a 2 B egy kapudramkornek
felel meg.
a — & [« J— &
& = 3
J o J— — b | -

3. Disztributivitas (eloszthatdésag)

a)at+t(b-c)=(a+b)-(atc)
b)a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

=a-b+ta-c

&

A diszjunkcio €s a konjunkcio
muveletek ,,eloszthatoak™, azaz a
VAGY” eloszthat6 az ,,ES”-re,
és az ,,£S” eloszthato a

. VAGY’-ra.

A disztributivitas torvénye
1épésrodl 1épesre végigvezetve a
halmaz-diagramon is igazolhato.

11
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Alapszabalyai
Disztributivités, folyt.
c_ |1 Ennek a tételnek a
c— & felhasznaldsaval az
> 1 e . -
- - . {  cgyes kapuaramkorok
- o1 bemeneteinek a szamat
- ] ]| (ang. pin count)
b— csokkenteni lehet.
4. Azonossag-tétel
a_|>1 a_| &
a) ata=a | a a
a — | a — |
b) a-a=a

A kapcsolas logikailag felesleges, redundéns, viszont
gyakorlati jelentdsége, hogy késlelteti az ,,a” jelet.

5. Abszorpcios tétel (Beolvadasi-, Redundancia-tétel)

a_ &
a)at+(a-b)=a >1
b)a-(a+b)=a b _a

a [ ]

Az "a+ (a-b)” kifejezésre érvényes, hogy ha ,a” igaz, akkor a kifejezés értéke
,,b”-tol fliggetlen. Amennyiben viszont ,,a” hamis, akkor az (a - b) sem lehet
igaz. A kifejezés értékét tehat egyesegyediil ,,a” hatdrozza meg, ,,b” elnyelddik.
Ez analég mddon érvényes b) esetre is.

6. Nulla- és Egy-tétel

a)at+0=a at+1=1
b)a-0= 0 a-l=a

12
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Alapszabalyai

7. Komplemens-tétel
A halmaz minden ,,a” eleméhez 1étezik

a) ata=l1 egy ,,a komplemens elem.
b) a-a=0
: A : A
A+A=1 A-A=0

De Morgan tétele lehetdve teszi az
a) (a+b)=a- b egymastol eltérd log. fliiggvények
—_ kozotti atalakitast, ezért nagy a
b) (a-b)=a+b  gyakorlati jelentésége.

NOR — AND
NAND — OR arvaltas kozvetlentil
lehetséges.
a — | > 1 a —O ﬂ
b | b
NOR
a_ | & a_ ¢ >
o— = —
b | b

NAND



Boole-algebra
Dualitas, NAND ¢és NOR rendszerek

A dualitas elve a Boole-algebra posztulatumaibol kovetkezik:
Minden allitasnak, mely a Boole-posztulatumokbol kovetkezik, 1étezik egy

dudlis megfeleldje, mely a miveletek (,,+” és ,,””) és az operandusok (,,0” és
,»17) egyidejli felcserélésével keletkezik.

De Morgan-tétel altalanos alakban:

£ (X5 X5 X550 X 5,7) =1, (X, X5, Xy e, X 50 F) =1,

f, fliggvény dualtjanak (komplemensének) nevezziik azt az f, fliggvényt,
amely az f}-t0] csak abban kiilonbozik, hogy a fliggveényérteke minden esetben
az f, aktualis fliggvényértékének negaltja.

A konjunkcié (ES) és a diszjunkcio(VAGY) egymasnak duéltjai.

Teljes logikai rendszernek nevezziik azokat az elméleti logikai
rendszereket, melyekkel teljes egészében leirhatd és megoldhatd az dsszes
logikai probléma. Ilyen a Bool-algebra is, melyet a ,,0” és,,1”” operandusok
(elemek) és a harom alapmiivelet - az ES, a VAGY és a negalas
(konjunkcid, diszjunkcid, komplementacid) - alkotnak. Az 6sszes 1étezd
logikai d&ramkor ezen alapmiiveletekbdl felépithetd.

Létezik azonban még két masik teljes logikdju rendszer is, melyek szintén
két elembdl, viszont a harom alapmiivelet helyett csak egybdl allnak. Ez az
alapfliggvény (mivelet) az alabbi lehet.

a) NAND (Not-AND)
b) NOR (Not-OR)

Mindkettd onalldan teljes rendszert alkot, ami azt jelenti, hogy az 6sszes
logikai fliggvény megvalosithato kizarolag ezen alapmiivelet segitségével,
annak kombinaci6ibol. 14



Boole-algebra
Dualitas, NAND ¢és NOR rendszerek

A harom Bool-alapfiiggvény felépitése pl. NAND kapukbdl:

Negacio: |7(a)=a = (ana)

Flabi=zanrb={ard)viard)={anrd)via b

ES: —_—
Fla.b) = (@nd) Aland)
vaGy, [@bi=avi= PYVE Y

F(a,b) = (@ana) n(®rb)

Negacio a 4[ a

I

a & g
ES Q_I: ~ab
b .
e
a
L L
VAGY - a+b
e
b DJ_

Mivel a harom alapfiiggvényen kiviil a két konstans elem , a ,,0” és ,,1” 1s
realizalhato NAND kapudramkorrel, ezért a NAND miivelettel az dsszes
logikai probléma megoldhato.

Ugyanez érvényes a NOR miiveletre és gyakorlati megvalositasaira is.

15



Boole-algebra
Kapcsolasi rajzjelek

Néhany fontosabb, DIN 40900 szabvany szerinti kapcsolasi jel

Rajzjel

Leiras

VAGY kapu (OR)
A kimenet csak akkor veszi fel az "1" értéket, ha egy vagy tobb bemenet "1"
allapotban van.

ES kapu (AND)
A kimenet csak akkor vanaz "1" allapotban, ha mindegyik bemenet "1"
allapotban van.

Logikai kiis zobérté k-kapu (logic threshold element)

A kimenet csak akkor veszi fel az "1" értéket, ha az "1 "-es allapotban 1évo
bemenetek szama egyenld vagy nagyobb mint m.

Megjegyzés 1: m-nek mindig kisebbnek kell lenni, mint a bemenetek szama
Megjegyzés 2: Ha m=1, akkor azegy VAGY kapu.

n-b6l m kapu (m and only m element)

A kimenet csak akkor "1"-es, ha, az "1"-es allapotban l¢v0 bemenetek
szama megegyezik m-el (a kapcsolasi jel-be beirt szammal).

Megijegyzés 1: m-nek mindig kisebbnek kell lenni, mint a bemenetek szama
Megijegyzés 2: Az a kapu, melynek két bemenete van és m=1, azegy kizaro6
[VAGY kapu.

—t >njf2

M ajoritas(to bbség)-kapu (majority element)
A kimenet csak akkor "1"-es, ha a bemenetek tobb mint a fele "1"-es.

Ekvivalencia (azonossag)-kapu (logic identity element)
A kimenet csak akkor "1"-es, ha az 6sszes bemenet ugyanabban az
allapotban van.

16



Boole-algebra
Kapcsolasi rajzjelek (folytatas)

Rajzjel Leiras

—1 2k+1 PARATLAN-kapu, Osszeadis-modulo-2-kapu
(ODD element, ODD-parity element, addition modulo 2 element)

. A kimenet csak akkor veszi fel az "1"-es allapotot, ha a bemenetek ko ziil
—_— paratlan szamu (1,3,5, stb.) van "1 " 4llapotban.

2k . .
. PAROS-kapu, (EVEN element, EVEN-parity element)

A kimenet csak akkor veszi fel az "1"-es allapotot, ha a bemenetek ko ziil
paros szamu (0,2,4, stb.) van "1" allapotban.

1 Buffer, a Kimeneten nincs erosités

(buffer without s pecially amplified output)

A kimenet csak akkor veszi fel az "1"-es allapotot, ha a bemenet az "1"-es
allapotban van.

1 Negalé kapu, Inverter (az egységes, egyeztetett logikai

_1 D_ szimbolumre ndszer s zerinti kapcsolasokban) (Negator, Inverter)
A kimenet csak akkor veszi fel a "0" allapotot, ha a bemenet az "1"-es

allapotban van.

1 Inverter (Inverter)

| [, [(azokban a kapcsolasokban, ahol a logikai polaritas jelolése
hasznalatos)

A kimenet csak akkor veszi fel az "L" szintet, ha a bemenet "H" szinten van.

[Negalas, a bemenetre vonatkozdan
(logic negation, shown at an input)

[Negalas, a kimenetre vonatkozdan
(logic negation, shown at an output)

Logikai polaritds a bemeneten
(logic polarity, polarity indicator shown at an input)

Logikai polaritds a kimeneten
(logic polarity, polarity indicator shown at an output)

Logikai polaritds a bemeneten, jelhaladasi irany jobbrol balra

Logikai polaritds a kimeneten, jelhaladasi irany jobbrol balra




