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1. fejezet

Fiiggvények hatarértéke

1.1. A fiiggvény-hatarérték fogalma

1.1.1. Megjegyzés. Kommunikacios célbdl célszerli megkiilonboztetni a fiiggvény hatarértékét

so 2 2

Olyan pontban is besz€lhetiink a fiiggvény hatdrértékrdl, ahol nincs is értelmezve. Péld4ul:
(1) T [—[z]] = =1 £ 0 = []0]};
.1
(2) lim — = 4oc.
=0+ 2

1.1.2. Definicié. Legyen (X, d) és (Y, o) metrikus tér, £ C X. Azt mondjuk, hogy az
xo € E' pontban az f: E — Y filiggvény hatarértéke A € Y, ha barmely £ > 0 szamhoz
1étezik 0 > 0 dgy, hogy x € F, 0 < d(z, () < 0 esetén

o(f(x),A) <e.
1.1.3. Jelolés.
lim f(x)=A
T—IQ
vagy f(x) = A, haz — x.
1.1.4. TETEL. [Auviteli elv]: A 1.1.2. definicid jelélései és feltételei mellett

lim f(x) =A <= V(z,):N—= E\{x}:

T—T0
lim x, =x9 esetén lim f(x,) = A.

BI1ZONYITAS. Hasonl6 a folytonossagra vonatkozo dtviteli elv bizonyitdsahoz.

1.1.5. Definicié. Legyen £ C R és xy € R dgy, hogy x, torlédési pontja az EN] — oo, |
halmaznak [példaul E =la,xo[ valamely a € R*, a < zy esetén]. Azt mondjuk, hogy
f+ E — R fiiggvény baloldali hatarértéke az xy pontban —oo, ha barmely K € R szdmhoz
létezik o > 0 ugy, hogyhaz € E, 2y — 6 < x < xg, akkor

flx) < K.
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1.1.6. Jelolés.
lim f(z) = —o0.

T—To—

1.1.7. TETEL. [Atvitelielv]: A 1.1.5. definicio feltételei mellett

lim f(z) =—00 <

Tr—xo—
bdrmely olyan (x,): N — E sorozatra, amelyre x,, < xo (n € N) és

lim x, = x, teljesiil, hogy lim f(x,) = —oc0.
n—oo n—oo

1.1.8. Definici6. Tegyiik fel, hogy F C R feliilr6l nem korlatos és legyen (Y, o) metrikus
tér. Azt mondjuk, hogy az f: E — Y fiiggvény hatarértéke a plusz végtelenben A € Y, ha
barmely € > 0 szdmhoz 1étezik L € R dagy, hogy hax € E, x > L, akkor

o(f(z),A) <e.

1.1.9. Jelolés.

vagy f(z) = A, hax — +oc.
1.1.10. TETEL. [Atviteli elv]: A 1.1.8. definicié feltételei mellett

lim f(zx)=A<=V(z,): N— E sorozatra

T—+00

lim x,, = 400 esetén lim f(z,) = A.
n—oo n—oo

STB. Ily médon mintegy 15 féle hatarérték-fogalom képezhetd, és mindegyikre érvényes
a megfeleld atviteli elv.



FEJEZET 1. FUGGVENYEK HATARERTEKE 5

1.2. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata

1.2.1. TETEL. Legyen f: E C R — R adott fiiggvény és xo € E, xo € E'. f akkor és
csak akkor folytonos - ban, ha létezik

lim f(z) = f(ro).

Tr—I0

Bi1zONYITAS.

(a) Ha f folytonos az x torl6dasi pontban, akkor a folytonossdg definicidja adja, hogy
A = f(zo) az f hatarértéke xy-ban.

(b) Ha A = f(z) hatarérték, akkor a hatarérték definicidja miatt VK (f(x),€)- hoz
dK (x9,0(g)), hogy Vo € E, © € K(x0,0(¢)) \ {zo} estén f(z) € K(f(xo),e).
Misrészt f(xo) € K(f(wo),¢). Igy Vo € K(xg,0(c)) és © € F esetén f(z) €
K(f(xg),¢), azaz f folytonos az x(-ban.

1.2.2. Definicio. Legyen ¥ C R. Haaz f: E — R fiiggvény nem folytonos az x, €
E pontban, akkor azt mondjuk, hogy xy f-nek szakadasi helye, vagy hogy f-nek zy-ban
szakaddsa van.
Ha f: E — R adott fiiggvény és z( € E° (azaz x( belsé pont F-ben), és zy szakadasi
helye f-nek, tovabba

3 lim f(x) # f(x0).

akkor azt mondjuk, hogy f-nek megsziintethetd szakaddsa van az xy pontban. Ha

3 lim f(z) = f(zot),

T—T0+

3 lim f(z) = f(zo),

Tr—Tro—

és f(xo—) # f(xo+), akkor azt mondjuk, hogy f-nek zq-ban elsdfajii szakaddsa van.

Ha f-nek x(-ban szakaddsa van, ami nem megsziintethetd és nem is els6faju, akkor azt
mdsodfaju szakaddsnak nevezziik (ekkor f(xo—) és f(zo+) koziil legalabb az egyik nem
1étezik).

1.2.3. Példa. Legyen

(1 1
_H ha &> 0.
s X

flz) = 2 —1
r+1’

ha o € [-2,0]\ {—1},

0, hax<-—-2vagy v=-1.

\

Ekkor f : R — R és f-nek az xr;1 = —1 pontban megsziintethetd, az x5 = —2 pontban
els6faju, az x5 = 0 pontban pedig masodfaji szakaddsa van.
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1.3. Hatarérték és miiveletek illetve egyenlotlenségek

1.3.1. TETEL. Legyenek f,g : E C (X,d) — RV C adortt fiiggvények, iigy, hogy az
xo € E' pontban lim f(x) = A és lim g(x) = B, akkor
T—TQ

a) Jim (f +g)(x) = lim [f(x) + g(z)] = A+ B;

b.) lim (Af)(z) = lim Af(z) = AA, (A€ RVC);

T—T0 T—T0

¢) lim (f-g)() = lim [f(2) - g(a)] = A- B;

T—T0 T—T0

' i x) = immzé a g(x x
@) i (D) = m 20— 2 ha o) 20 e B), B 20.

BIZONYITAS. Az étviteli elv és a sorozatokra vonatkozé megfelels tételek alapjan.
1.3.2. Megjegyzés. a.) ésb.) R"-beli értékdi fliggvényekre is megfogalmazhatd és bizonyithato.

1.3.3. TETEL. Ha f : E C (X,d) — R és xy € F', akkor ha

a.) Jlim [f(z)| =40 = limizo (f #0);

T—x0 T—x0 f(l’)
b.) Elxli_{go flz)=0 = xli_)rgo 700 =400 (f#0);

BIZONYITAS. Az atviteli elv és a sorozatkora vonatkozé megfeleld tételek alapjan.

1.3.4. TETEL. Legyen f, g, h : E C (X,d) — R adott fiiggvények és x, € F', akkor,
ha

a.) 3 lim f(z) = A, 3 lim g(z) = B, valamint 36 > 0 ugy, hogy
T—rT0

T—T0

Vo € [K(xg,0) \ {zo}]NE : f(x) <g(x) = A<B;
b.) 3 lim f(x) = A, I limg(x) =B és A< B=3d > 0 iigy, hogy

Va e [K(zy,0)\{z}]NE : f(x) < g(z);
c.) 36 >0 ugy, hogyVzx € [K(xg,0) \{zo}]NE: f(z) < h(x) < g(x) valamint

3 lim f(z) = lim g(z) = A = 3 lim h(z) = A.

T—T0 T—T0 T—T0

BIZONYITAS. A sorozatokra vonatkozé megfelels tételek mintdjéra.

1.3.5. Megjegyzések. 1. A tétel megfogalmazhat6 +oo (illetve —oo)-ben vett hatar-
értékekre is.
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2. Haab.) részben B = 0 vagy A = 0, akkor a jeltartési tétel ad6dik (példaul
lim f(z) <0 = 36>0: Vae [K(xg0)\{xo}]NE : f(x)<0).

T—T0

1.3.6. TETEL. [az 6sszetett fiiggvény hatérértéke]: Legyenek adottak az (X, dx), (Y, dy)
és (Z,dz) metrikus terek, xo € X' ésyo € Y/, tovabbd f : X \ {xo} = Y \ {wo},
g: Y \{w} — Z fiiggvények, melyekre

3 lim f(z) =y és 3 limg(y) =A = 3 lim(go f)(x)=A.
T—xQ Y—Yo

T—T0

BIZONYITAS. Mint a folytonossédgra vonatkozé megfeleld tételnél, csak K (g(f(xo)),€)
helyett K (A, ) és K(f(xo), 01()) helyett K (yo, d1(¢)), mig a folytonossdg helyett a hatar-
érték 1étezése hasznélando.

1.4. Monoton fiiggvények

1.4.1. TETEL. [Hatérértékek]: Legyen I C R intervallum, f : I — R monoton novekvd
és xo € 1. Ekkor

(a) o # inf I = 3 lim,_,,,— f(z) =sup{f(x) | xg > x € I};
(b) xo # supl = 3 lim, .+ f(z) = inf{f(z) | 2o <z € I}.

Tovdbbd xq,yg € I, vo < yo < sup [ esetén

lim f(z) < lm f2) < f() < lim f(a). (1.1)

T—x0+ T—=Yo— T—=Yo+
BizONYITAS.

(b) Legyen oy < yo < supl, xg € I, ekkor g < = € [ esetén f(xg) < f(x), ezért
Ay, = {f(z) | xzo < x € I} alulrdl korldtos (és nem iires), igy létezik

a=infA,, eR & f(x) <au

Tovabba barmely £ > 0 szamhoz Jx. € I Ggy, hogy z¢ < z. és f(z.) < a + €.
Legyen most . = x. — z. Ekkor ¢y < x < z¢ + 0. = x. esetén

flzo) <a< f(x) < flr:) <a+e.

Ezzel belattuk (b)-t s hasonldan (a)-t. Tovabba, ha xq < y, I-beli pontok és § =
@>0,akk0rx0<x<xo+5:’“’Tm:yg—6<y<yoesetén

f(x) < fy).

1.4.2. Megjegyzés. Hasonl6 allitas igazolhaté monoton csokkend fiiggvényekre. Ekkor az
(a) és (b) sorokban az inf és sup operatorok felcserélenddk, az (1.1) egyenlStlenségek pedig
megforditandok.
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1.4.3. TETEL. Ha I C R intervallum és f I — R monoton, akkor f-nek I°-ban csak
elsdfaju szakaddsai lehetnek, tovabbd f szakaddsi helyeinek halmaza megszdmldlhato.

BIZONYITAS. Haxg € I°, akkor 3lim, ., f(x), lim, ..+ f(z),éspl. ha f novekvs,
akkor yy € 1°, xo < yo esetén
lim f(x) < f(zo) < lim f(z) < lim f(z) < f(yo) < lim f(x). (1.2)

T—To— T—To+ T—Yo— T—Yyo+

Igy egyrészt lim f(z) = lim f(x) esetén
T—xo—

T—T0+

f(zo) = lim f(z)

T—rT0

[tehat megsziintethetd szakaddsa nincs], mdsrészt ha x €s yy szakaddsi hely, akkor Jr,, €
QN } lim f(x), lim f(x) { és 1.2 miatt r,, # ry,, tehdt 1étezik injektiv leképezés a
T—To— T—x0+

szakadasi helyek halmazabdl QQ-ba.

1.4.4. TETEL. Ha I C R intervallum és f I — R folytonos, szigoriian monoton, ak-
kor 7 = f(I) C R is intervallum és f~' : J — I is folytonos, valamint ugyanolyan
értelemben szigorian monoton.

BI1ZONYITAS. A monotonitdsra vonatkozo 4llitdst korabban (az el6z6 félévben) belttuk
[egyébként egyszerii].
Mivel f folytonos és I osszefiiggd, f(I) is Osszefiiggd, tehat intervallum. Tovabba [ =
f7Hf).

Ha pl.: f és f~! novekvs és f~!-nek szakadésa van az y, € J pontban, akkor

im £ '(y) < Lm £ '(y),

Yy—yo— Yy—yo+

ezért létezik u € | lim f_l(y),ygir(}+ ) [\ {f ()} Ekkoru € I,deu ¢ f~1(T),

Y—yo—
ami ellentmondas.

1.4.5. Megjegyzés. Hasonl6an igazolhatd, hogy egy intervallumon értelmezett monoton
fliggvény akkor €s csak akkor folytonos, ha az értékkészlete intervallum.



2. fejezet

Differencialhatosag

2.1. Valés fiiggvények differencialhatosaga

A tovabbiakban / C R tetszbleges intervallum (pozitiv hosszusagu).
2.1.1. Definicio. Legyen f : [ — R és xy € I. Tetsz8leges x € I \ {zo} esetén a

f(&) = flwo)

pla,a) = 22—

kifejezést az f fliggvény x és xy pontokhoz tartozé differencia-hanyadosanak nevezziik.

2.1.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : [ — R fiiggvény differencidlhat6 az o € [
pontban, ha létezik a
1o @) = £ o)

T—rT0 T — "L'O
(azaz véges) hatarérték. Ha f differencidlhaté x(-ban, akkor az

fz) = flzo)

T—rxT( Xr — 1'0

eR

moédon bevezetett f/(zg) szamot az f fiiggvény xo-beli differencidlhanyadosanak vagy mas
néven derivaltjanak nevezziik.
Ha ' C I és f minden y € F pontban differencidlhatd, akkor azt mondjuk, hogy f
differencidlhat6 az F halmazon és [’ : £ — R az [ fliggvény derivaltfiiggvénye az F
halmazon. Specidlisan, ha f differencidlhat6 az I intervallumon, akkor azt mondjuk, hogy
f differencialhaté és f' : I — R az f derivaltfiiggvénye (vagy roviden derivaltja).

df ()

Tovabbi jelslések: f'(wo) = =7 |omsy = f(xo) [fizika]

Motivacio, interpretacio:
1.) Geometriai: Ha létezik f'(x), akkor az f fiiggvénygorbe (¢, f(xo)) pontbeli érintGjének
egyenlete

y = f'(w0)(x — w0) + f(20) -

2.) Fizikai: atlagsebesség: % = ylotA)-ylto) _ y(to) (ha At — 0) pillanatnyi se-

At
besség.
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2.1.3. Megjegyzés. [egyoldali derivaltak] Anal6g mddon értelmezhetd a bal- illetve a jobb-
oldali differencidlhat6sdg, illetve derivalt:

v = LS
filwo) = lim F@) = 1) o tétesik.

Amennyiben x( bels6 pontja [-nek,

3f(wo) <= [ (o), Ifi(x0) € [ (w0) = [} (20).

Példak:
1) ceR, f(x)=c (r€R), 10 e R = f'(zg) = lim €T .
x—x0 L — xo
. L —To
2) fl(e)=2 (x €R), 10 e R = f'(z9) = lim =1.
z—=x0 T — X
3) flx) =z (x>0), 20 >0 =
VT =T 1 1
/ = 1 _— = 1 = .
f'(wo) = lim = To  eomo T+ Ts | 2/To
— (0 -0
Ugyanakkor lim M = lim \/_—\/_ = lim \/—E =lim— =40 ¢ R,
z—0 x—0 z—=0 1 —0 z—=0 z—0 /1
tehdt az f(z) = /x (z € [0,400[) fiiggvény nem differencidlhaté az z, = 0
pontban.
4) f(z)=|z| (x € R), x5 = 0esetén
! o . |ZE| -0 1 __I _
f_(O) a xli%lf x—0 _:Ulir(l]lf r L
-0
£.00) = lim =0 _ o 22

x—0+ 1 — 0 x—0+

tehdt f7 (0) # f1.(0), ezért az f(x) = |z| (« € R) fiiggvény nem differencialhaté
az xo = 0 pontban.

Megjegyzés. Lattunk példat két folytonos fiiggvényre (abszolit érték, négyzetgyok),
amelyek nem differencidlhatéak az x( = 0 pontban. Tehat a folytonossdgbdl nem kovetke-
zik a differencidlhatésdag. Viszont a kovetkezd tétel szerint a differencialhat6sagbdl kovet-
kezik a folytonossag.

214.TETEL. Ha f : I — R differencidlhato az xo € I pontban, akkor f folytonos
To-ban.

BIZONYITAS. 1z torléddsi pontja (is) I-nek tovdbba

lim f(z) = lim [f(z) — f(20) + f(z0)] = lim (f(z) — f(20)) + f(20) =

T—rT0 T—T0 T—rT0
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= lim @) = flo) (x — x9) + f(x9) = lim @) = flao) lim (z — x0) + f(x0) =

T—T0 T — 2o T—xT0 T — X T—xQ

= f'(x0) - 0+ f(x0) = f(20) .

2.1.5.TETEL. f:1 — R, xy € I estén a kovetkezd feltételek ekvivalensek:
(D) f differencidlhaté x(-ban,
(L) 3A€R és w: 1 — R iigy, hogy

lim w(z) =w(rg) =0 és Ve eI : f(z) = f(xg) + Alz — x0) + w(z)(x — 20)

T—T0

[ f linedrisan approximdlhato xq-ban].

BizONYITAS. [(D) = (L)] Legyen A = f'(z) és

{ M—f’(xo), ha x € I\ {z0},

w(r) = T — Zg

0, hazxz=ux.

[(L) = (D)] lim w = lim (A4+w(z))=A+0=A = [ differencidlhatd
T—x0 — X T—T0

xo-ban és f'(zg) = A. O

2.2. A differencidlszamitas miiveleti szabalyai

2.2.1. TETEL. [Derivélds és az alapmiveletek]: Legyenc € R, xo €l és f,g: 1 — R
xo-ban differencidlhatd fiiggvények. Ekkor ¢ - f, f + g, f - g, valamint g(xo) # 0 esetén
1/g és f/qg is differencidlhaté xq-ban. Tovdbbd

(1) (c- f)(x0) =c- f'(z0),
(2) (f +9) (o) = f'(w0) + g'(20),
(3) (f-9)(x0) = ['(x0)g(z0) + [(20)g'(20),

0 (5) -3

f / ) — f'(xo)g(x0) — f(20)g' (20)
5 (5) WP

BIZONYITAS.
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(2)
(F+9(w) = lm [f(m)+g(x)i—_ [£§xo)+g(x0)]
=t [0 20| ) 4 ),
3)
ooy = i L1000 = Syt
i J@00() — Flo)e(a) + Fan)o(e) — ()
SO )y 2
= Fleolgleo) + f(o)g/ (@),
4)
(5) 0 - Lm@:hm e et
= ol i 2Oy,

(D) (¢ f)(xo) =0 f(zo) + ¢+ f'(20),

(5)
f ,x — ) - 1 ) - llx :f/(xo)_f(xo)gl(ﬂﬁo)
(g) (o) = flloo) gy (o) (g) (0) = ")~ (alx))?
_ f’(xo)g(xo) - f(xo)g’(xo)
(9(x0))? '

2.2.2. TETEL. [Az 6sszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya]: Legyen I ; C Rintervallum
(j =1,2), g : I — I differencidlhaté az xo € I, pontban és f : I — R differencidlhaté
az yo = g(xo) pontban. Ekkor az (f o g)(x) = f(g(z)) (x € I) mddon értelmezett f o g
fiiggvény differencidlhato az x, pontban és

(OFD) (fo 9)/(950) = f/(g(%)) '9/(370) .
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BIZONYITAS. 1. [ha g injektiv (!)]:

flg(x)) — f(g(x0)) flg(x) = flg(x0))  g(x) — g(x0)

(f ° g)'(mo) - Ilijilo T — T - xliﬁ\rglo 9(1') - 9(%) T — X
_ iy FU@) = fle(@o)) . 9(@) —g(xe) o
= o T atey A T = @) (o),

mert lim L8=1W0) — ¢7(y0y &5 g folytonos is z-ban, tehat lim g(z) = g(zo).

y—yo YTYO T
2. Bizonyitas [4ltaldbanl]:
Mivel g linedrisan approximaélhaté zy-ban, f pedig az yo = g(xo) pontban, 1éteznek
w; : I; = R (j = 1,2) fiiggvények gy, hogy xli_gclo wi(x) = wi(zg) = 0, ylim wa(y) =

—Y0

wa(yo) = 0, tovdbbd

9(x) = g(zo) = [g'(x0) +wi(2)] - (x —x0) (2 € L),
fy) = flwo) = [fl(yo) Fw(y)] - (¥ —w) (y€Db).

Ekkor
(fog)(x) = (fog)(zo) = flg(z)) — f(g(x0))
= [f'(9(z0)) + w2(g(2)](9(x) — g(x0))
= [f'(g(x0)) + wa(g(x))] - [¢'(z0) + w1 (2)](z — o)
= [f'(9(z0)) - ¢'(0) + w3(2)(z — xo) (x € 1),
ahol

igy
ws (o) = wa(g(wo)) g (z0) + f'(9(x0))wi(x0) + wa(g(x0))wi(20) =0,
valamint

lim ws(z) = lim [wa(g(z)) - g'(z0) + ['(g(z0))wi(z) + wa(g(z))wi ()]

r—x0 T—x0
— g'(20) lim wn(g()) + f/(g(x0)) - lim wi(2) + lim wy(g(x)) - lim wi(2)
T—T0 T—T0 Tr—TQ T—T0
= ¢'(20) -0+ f'(9(x))-0+0-0=0,
ugyanis g folytonos az zy-ban és ws folytonos az yo = g(zo) pontban, igy wyog is folytonos

ZTo-ban, tehat
lim ws(g(x)) = wa(g(wo)) = wa(yo) = 0.

T—T0
Ezzel belattuk, hogy f o g linedrisan approximalhat6 xy-ban és (OFD) is teljesiil. U
Példak:
1.) Legyen
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Ekkor F' = fog,ahol f(y)=./y (y>0)és g(z)=z+1 (zr>-1).

1
Belattuk, hogy y > 0 esetén 3 f'(y) = ﬁ , illetve tetsz8leges x-re ¢'(x) = 1,
Y

tehat x > —1 esetén

3F(@) = o) (@) = gmms 1 = e
2.) Legyen
F(z)=va?2+1 (x € R).

Ekkor F' = fog,ahol f(y)=,/y (y>0)é g(r)=2>+1 (z€R).
(

1
Tudjuk, hogy y > 0 esetén 3 f'(y) = ﬁ , illetve tetszGleges z-re ¢'(x) = 2,
Y

tehat Vo € R esetén

3F(@) = [o(@) o (2) = S 20 =

2.2.3. TETEL. [Az inverz-fiiggvény derivéldsal: Legyen I C R intervallum, f : I —
R folytonos, szigoriian monoton fiiggvény, amely differencidlhato az xo € I pontban és
f'(zo) # 0. Ekkor J = f(I) intervallum, f~' : J — I differencidlhaté az yo = f(xo)
pontban és

v B 1 B 1
U0 = Ty [‘ f’(ﬂso)} '

B1zONY{TAS. Kordbban belattuk, hogy J = f(I) intervallum és f~1 : J — I folyto-
nos. Tovabba

1y ~ lim f ) = o) ~ lim ' y) = (o) _ 1
) = e e T W) S0 ) P o))
mert ylgg IYy) = f (yo) = xo és f differencidlhaté xo-ban, f'(xq) # 0. O

2.2.4. Allitas. [Lokalizdcios elv]: Legyen I; C Rintervallum (j = 1,2), a,b € R gy,
hogy a < b és |a,b|C Iy N Is, valamint f : I} — R és g : I, — R iigy, hogy f(x) = g(x),
ha x €|a,b|, tovdbbd g differencidlhaté az x €|a, b| pontban. Ekkor f is differencidlhatoé
zo-ban és ['(x0) = g' (o).

BI1ZONYITAS. A differencidlhatdsdg és a fiiggvény-hatarérték definicidja alapjéan ,,nyil-
vanvalo”. U

2.2.5. TETEL. [A hatvanyfiiggvények differencialhdnyadosal: Legyen r € Q és

ja R, har € N,
"1 ]0,400[, hareQ\N,

valamint p,(x) = x" (x € I,.). Ekkor ¢, : I, — R differencidlhatd és

ol (z) =ra"? (x € L).
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[Megjegyzés: Bizonyos r értékekre ,. Kiterjeszthets, és a kiterjesztés is differencialhatd
x-ben, ha 7! értelmezett. Specidlisan ¢ () = 1 kiterjeszthetd R-re és ott differencidlhatd. ]
BIZONYITAS. 1.1épés: r € N esetén teljes indukciéval. Ha r = 1, akkor
pi(z)=2 = ¢iz)=1=1-2° (z €R).
Har > 1és ¢, (z) = (r—1)a"? (z € R), akkor

r r—1

erl(@) =" =27z = g, 1 (2) - 1 (1)

miatt ¢, is differencidlhato és

pr(@) = (@) oi(@) + ora(z) - ()
= (r—1Da" 2 z+2" - 1=r-2"" (zeR).

2.1pés: r€Z. Har=0 = po(r)=2"=1 = ¢i(z)=0=0-2"" (z € L).
Ha —r € N, akkor gpl_r(gp) — (_7») X xfrfl és

(0)=o"= L =—
(pr T)=xr = =
" o (x)
miatt ¢, differencidlhat6 és
, OL@) (e
or(r) = — = =T =72 (z €]0, +ool).
lpr(@)* (@)

3.16pés: r = L, aholn € N.Legyen v, = ¢y jo1oof -
Ekkor ¢/ (x) = na"~' miatt ¢, = ¢/, = 1, ! is differenciélhat6 és

/ _ —1y/ ) = 1 _ 1
pr(z) = (¥, ) () TR~ P o)
= W_%.xlnn_%.xi—l_r,lm—l (JJE]0,00[).

4.1épés: Ha r = %,aholmEZ, n € N, akkor

miatt ¢, is differencidlhat6 és

1

1 m—1 1 1
A = (om0 (@) = Gnlora@) - gl =m- (1) Lot
= Dognmatat 2 DRt gt (z €]0,400][).
n n
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2.2.6. TETEL. [Hatvanysor 0sszegfiiggvényének derivéltjal: Legyena Y a,z" hatvdny-
n=0
sor konvergenciasugara o €)0,+o0]. Ekkor az

fl@) =) aua"  (z€l—o0)
n=0
fiiggvény differencidlhato és
(HS) f(z) = Z(n + Dapp12" = Z n-a,z" .
n=0 n=1

BIZONYITAS. Legyen xy €] — o, 0[ és r > 0 ugy, hogy |xo| +7 < 0.
Tovabba minden n € N esetén legyen

n—1 anx —xo’ ha = # xg,
fn(x) = aann_l_k . .TIS = T = Zo (I’ e]l’o -7, X +7’[)
k=0 n—1 h _
apnTy a T = To
.o P n_ n n e
Vegyiik észre, hogy |f,(z)| < nla,|(|zo| +7)" ! = ol 7 Nan| - (|Jzo] + 7)™ és
I S Jan] - (2o + 1)
msup )/ —— - |a,]| - (| )"
n—)oop (330) +7r 0
= o g ] (o £ )= g < M=o
lim,, oo \xo\—H“ n—00 0<1, ha o=+00,

ezérta Y n|a,|(|xo|+7)" numerikus sor konvergens, igy > f,, egyenletesen konvergens.

Tovébba f, :Jzg — r, xg + r[— R folytonos (n € N), ezért > f, is folytonos, igy
n=1

; fn(z0) = xh_{go ; folz) = a:li—gblo _f(xx) : isx—o) :

tehdt f'(zo) = il falzo) - O



3. fejezet

Elemi fiiggvények

3.1. Komplex elemi fiiggvények

n

roRyd Z pe . pe . z
3.1.1. Definicio. A D — hatvanysor konvergencia-sugara +oo, ezért minden z € C esetén
n

értelmezhetdk az alabbi fﬁggvények (ahol 0! =1, 20 = 1):

Exp (2) :Z;% Ch (2) :Z; én)!, Sh (z) :Z;m
Cos () = Z(—nné—?; Sin(2) = Z(—wﬁ (z€C).

Ezek rendre komplex exponencidlis, koszinusz hiperbolikusz, szinusz hiperbolikusz, ko-
szinusz, illetve szinusz fliggvényeknek nevezziik.

3.1.2. Allitas. Vz € C : Exp (z) = Ch (z) + Sh (),

_ Exp (2) + Exp (—2) _ Exp (2) — Exp (—2)
2 ’ 2 7
Cos (z) =Ch (iz), Sin(z)=(—i)-Sh(iz), Exp (iz) = Cos (z)+i-Sin (2).

Ch (2)

Sh (2)

3.1.3. TETEL. [Addicids tételek]: Vz,y € C :
(1) Exp(z+y) =Exp (z) Exp(y),
(2)  Ch(z+y)=Ch(z)-Ch(y)+ Sh(z)-Sh(y),
(3) Sh(z+y)=Sh(z) Ch(y)+Ch(z)-Sh(y),
4)  Cos (z +1y) = Cos (z) - Cos (y) — Sin () - Sin (y),
(5) Sin (z +y) = Sin (z) - Cos (y) + Cos () - Sin (y),

(6) Cos () — Cos (y) = —2 - Sin <%) . Sin <$;y)

17
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(7)  Sin (z) — Sin (y) = 2 - Cos (%) . Sin <x 3 y) ,
(8) [Ch(z)]* —[Sh(2)]* =1,
(9)  [Cos (x)]? + [Sin (z)]* = 1.

BIZONYITAS.

)

(2), (3) levezethet6 az (1)-bdl és az el6z6 allitasbol, (4) addédik a (2)-bdl, (5) adédik
a (3)-bol.

(©) . N
x T — x T —
xr= y+ Y Yy = y_ 2y miatt

Cos (z) — Cos (y) = Cos {x—gy_i_x;—y} — Cos [x—;—y_x;y]

= (Cosx;—y-COSx_y—Sinx+y-Sinx_y)

2 2 2
—<CosxT+y-Cos¥+Sinx;—y-Sin$;y>.

(8)
Exp(0)=1 = Ch(0) =1, Cos (0) =1,

tovabba
1 = Ch (0) = Ch (z+(—x)) = Ch (2)Ch (—2)+Sh (2)Sh (—z) = [Ch (z)]*~[Sh (z)]?

a (9) hasonlo.
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3.2. Valés elemi fiiggvények

3.2.1. Megjegyzés. A 3.1.1.definici6 definicioban minden hatvanysor minden egyiitthatdja
valds szam, ezért valds z-hez valds szamot rendel.

3.2.2. Definicié. A 3.1.1. definici6 definicidban bevezetett fliggvények R-re val6 lesziikitését
kis kezddbetiivel jeloljiik (€s hasonldan nevezziik el).

323.TETEL. (1) Yz €R : exp(z) -exp(—z) =1 (= exp(z) #0),
(2) Vx>0 : exp(z)>1 (= Ve eR : exp(x) >0, (I)miatt),
(3) VxeR : VreQ : exp(rz) = (exp(z))” (= e =exp(l) miatt exp(r) =¢€"),
(4) exp: R —]0,400| szigorian monoton novekvé, folytonos,

(5) xEr—iI-loo exp(z) = 400 és xEr_noo exp(z) =0,

(6) exp(R) =]0, +oo.
BizONYITAS.

(1) exp(z) - exp(—z) = exp(z + (—x)) = exp(0) = 1,

(2) > 0= exp(x) :1+Zz°:1$—| >1+x>1,
n!
(3) Kovetkezik az exp(z + y) = exp(x) - exp(y) azonossdghdl [r € N esetén teljes
indukciéval, illetve exp(r) = exp(n - ) = (exp(Z))" stb...]

(4) Folytonos, mert egy hatvanysor Osszegfiiggvénye.
h > 0= exp(z+h) = exp(x)-exp(h) > exp(z), mertexp(x) > 0ésexp(h) > 1.

(5) A monotonitas miatt

1i = 1 = lim " =
S0, OP) = i expln) = Jip e = oo

és hasonloan

lim exp(z) = lim e =0.
Tr——00 n—oo

A (4)-es és az (5)-0s kovetkezménye a (6)-o0s.

3.2.4. Kovetkezmény. 3 In = exp~! :]0, +oo[— R-ra, szigoriian monoton névekvd,

In(zy) =In(x) +In(y), lim In(z) =—-oc0, lim In(z) = +4oc0.

z—0+ T—400
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3.2.5. Definicié. a > 0 esetén legyen
exp, () = exp(z - In a) (x € R).

3.2.6. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy

e a > 1 esetén exp, : R —]0, +o0[ szigordan monoton novekvs (és hasonld tulaj-
donsigokkal bir, mint az exp);

e a=leseténexp,(z) =1 (z € R);
e 0 <a < leseténexp, : R —]0,+oo[ szigortian monoton csokkend.

Minden esetben exp,(r) = a”", har € Q.
Emiatt az a alapu hatvanyozast ugy értelmezziik minden valds kitevdre, hogy

a® = exp,(z) (=e"™%) (z €R).
3.2.7. Definicié. 0 < a # 1 esetén log, = exp, .

3.2.8. Megjegyzés. sh : R — R-ra szigordan monoton novekvs (mert az sh fiiggvényt
definidl6 hatvanysor minden tagja paratlan kitevs hatvanyfiiggvény, azok pedig szigorian
monoton novekvdek és sziirjektivek).

3.2.9. Definicié. arsh =sh™!: R — R.

3.2.10. Allitas. 0 < < /6 esetén sin(x) > 0.

BI1ZONYITAS.
0 $4k+1 4k:—|—3 00 4k:+1 )
; — 4 2)(4 — .
sin(x) ;0((4%—1—1) 0T 3 ) kZ:OZUf 3 k+2)(4k+3) —2°] >0

O
3.2.11. TETEL. cos|[o,9 szigoriian monoton csokkend és cos(0) =1 > 0 > cos(2) , ezért
Al w €]0,2[: cos(u) = 0.

BIZONYITAS. 0 < 7z < y < 2 esetén

r+y . r—y

cos(z) — cos(y) = —2 - sin 5 sin——= = 2 - sin 5 sin 5 > 0,
22 24 * 4k—2 94k 1 o 94k—2 1
2)=1—— — =——— [(4k—1)4k—4] < —=
cos(2) 27432 ((4k—2)! (4k ) 3 (4k I<-3

0
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3.2.12. Definicié. Ha 0 < u < 2 gy, hogy cos(u) = 0, legyen 7 = 2u.
3.2.13. TETEL. cos (Z) =0, sin(Z) =1, tovdbbd ¥z €R :

. m m .
sin (3: + 5) = cos(x), cos <.21: + 5) = —sin(z),

sin(z + ) = —sin(z), cos(z + m) = — cos(x) ,,
a sin és cos fiiggvények 2m szerint periodikusak, valamint
sin(z) =0 <= 3Jke€Z: z=k- -7,
cos(x) =0 <= 3JkeZ: x:ngk-ﬂ,

sin| [-2.7] szigoruian monoton novekva,
272
cos|jo,- szigorian monoton csokkend.

BI1ZONYITAS.

sin2<z> :1—cos2(z> =1 és O<E<2<\/6
2 2 2
miatt sin (3) > 0, tehdt sin (3) = 1. A mdsodik és harmadik sor az addicids tételekbdl
jon.

Belattuk, hogy a cos szigorian monoton csokken a [O , g} intervallumon és 0 < z <
esetén sin(z) = /1 — cos?(z) ndvekvo. Tovdbbd § < x < 7 esetén

SIE

cos(z) = —cos(z — m) = — cos(m — x) (és ng—xgg)
miatt a cos a [g , 7T] intervallumon is csokkend. Végiil —% <z< % esetén
sin(x):—cos(x—l—g) és ng—l—ggﬂ.

igy a sin szigordan monoton ndvekvd a [—% , 7| intervallumon. O

3.2.14. Definicio. Legyen

sin(z)

e (@)= 0 (xeR\{ngkﬂkeZ}).

3.2.15. Kovetkezmény. A tg fiiggvény m szerint periodikus, tovdbbd tg |] [ SZi-

s
2

VB

goriian monoton névekvd, lim tg (r) = +oo.
z—+Z
2

3.2.16. Definicio.

-1
arcsin = (sinh,g,%]) =11 — [—g, g} -ra,
arccos = (cos][oﬂr])_l [—1,1] — [0, 7] -ra,

-1 T
arctg = (tg hf%,%[) ' R —>]—§, 5[ -ra.
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3.3. A valos elemi fiiggvények derivaltfiiggvényei

3.3.1. TETEL. Az exp, ch, sh, cos, sin, In, exp, (0 < a), log, (0 < a # 1), arsh ,
arctg , arcsin|j_y i és arccos||_y,i[ fiiggvények differencidlhatck, tovdabbd

exp/(z) = exp(x), ch'(z) =sh(z), sh'(x)=ch(z),

cos'(x) = —sin(z), sin'(z) = cos(z), exp,(x)=a"In(a) (z € R),

() = =, 1og;<x>=x1§(a) (x> 0),

—_
—_

arctg’(:c):m, arsh’(x) = o (z € R),
1

arcsin’(z) = , arccos' (r) = — (x €] —1,1]).

V1-—a?

]O +oo[) esetén ¢ differencidlhato és

Tovdibbd k € R, ¢(z) = (
¥'(z) =

B1ZONYITAS. [néhany esetben; a tdbbi hasonld]:
A hatvanysor 0sszegfiiggvényének derivaltjara vonatkozo tétel alapjan példaul

(x €]0, +00]).

B = " by = 1 0 = " B
exp(z) _;H — exp () —nzo(n+1)(n+1)!x —;H = exp(z)
e x2n
cos(z) = ;(—1) o)l —
o0 1 _— o r2n—1
/ — _1 n _2 . n— — _1 n.,o__- —
cos'(z) ;( R TR ;( oy
oo 22041)-1 o0 p2k+1
= (—=1)F - ————— = —sin(x).
kz:% 2(k+1) — Z% (2k +1)!
Az inverz fiiggvény derivalasi szabalyanak alkalmazaséaval pedig
1 1 1
1

— '(z) = exp/(In(z) - exp(In(x)) B

Legyen f : [ —]0,+00[, g : I — Rés F(z) = [f(2)]?® (z € I). Ha f és g diffe-
rencidlhat6, akkor Fis és F'(z) = exp[g(z) In[f(z)]] (z € ) miatt

In =exp™

Fle) = el lf@)]- () wlf@] + o) 5 1) -

e (e i+ 0@
= [P (gEmie)+ 290,
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Specidlisan, ha az alap tetszéleges a > 0 konstans:
a® = exp, () = exp(z-lna) = exp,(z) =a"-In(a),

ha pedig a kitev§ tetszbleges k € R konstans:

o) =2" (r>0) = ap'(a:)::vk-(()-ln(x)jt%):k:-:vk_l.

A hanyados derivélasi szabdlya alapjan

€@ = oy =
) — sin’(z) cos(z) — sin(x) cos'(x) _ (cos(z))? — sin(z)[— sin z] _
e (cos(@) (cos(a)
~ (cos(x))? + (sin(x))* cosi(a:) vagy masképp
(cos(z))? 1+ tg 2()

A tovédbbiakban az inverz fiiggvény derivalasi szabélyat alkalmazzuk.
— -1 . R TT
arctg = <tg |]—§7§> ; —>}—§,§[
arctg differencidlhaté és

1 1

tg'(z) = - B
e ) aretg (1) 1 g Yaretg () 14

(x € R).

Definicid szerint

—1
arcsin = (Sin|[_g’g]> =11 — [ T W] :

22
Mivel sin’(y) = cos(y) > 0, ha =5 < y < T, ezért x €] — 1, 1] esetén arcsin diffe-
rencidlhat6 z-ben és

1 1 1 1

arcsin’(z) = sin’(arcsin(z)) B cos(arcsin(z)) B /1 — sin®(arcsin(z)) N V1—a?

Hasonldan arsh : R — R differencialhat6 és Va € R :

arsh’(x) = ! = : = ! -
- sh'(arsh (z))  ch(arsh (2)) (/1 + sh2(arsh (z)) V1+a?




