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1. Lokalis széls6érték fogalma, sziikséges feltétele

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az xy € I pontban az f : I — R fliggvénynek
lokélis minimuma van, ha 3r > 0:Va € I : |z — xo| < 7 esetén f(zq) < f(z).

1.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az z¢y € I pontban az f : [ — R fiiggvénynek
lokdlis maximuma van, ha 3r > 0:Vzx € [ : |z — x| < r esetén f(xg) > f(x).

1.3. TETEL. [Sziikséges feltétel:] Tegyiik fel, hogy f : I — R differencidlhatd az
xo € I° pontban [tehdt xy nem végpontja [-nek!]. Ha f-nek xo-ban lokdlis széls6értéke
(minimuma vagy maximuma) van, akkor f'(xq) = 0.

BizoNYiTAs. Ha példdul f-nek xp-ban lokélis minimuma van, akkor Jr > 0 :
Va €)zg—r,zo+r[: f(x) > f(x) (mivel zy € I°, feltehetjiik, hogy Jxg—r, xo+7[C I).

f(@) — (o)

Tehat x €|xg — r, xo] esetén <0, ezért f'(zg) <0,

T — T
— f/(l‘()) =0.
illetve x €|xg, xo + [ esetén Jl@) = Jzo) > 0, ezért f'(zo) > 0.
T — TIg

2. Kozépérték-tételek

2.1. TETEL. [Darboux-tétel:] Legyen f : I — R differencidlhaté és a,b € I,
a < b. Ekkor barmely f'(a) és f'(b) kézé es6 A valds szamhoz létezik & €|a, b gy,
hogy f'(€) = A.

BIZONYITAS. Tekintsiik példdul azt az esetet, amikor f'(a) < f'(b), igy a
feltevésiink szerint f'(a) < A < f'(b). Legyen g(x) = f(z) — A -z (x € [a,b]). Mivel
g folytonos, Ju,w € [a,b] : g(u) = ming([a,b]), g(w) = maxg([a,b]). Tovdbba g
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differencidlhaté és ¢'(z) = f'(x) — A (z € [a,b]).
Mivel

g'(a) = f'(a) = X <0, 3x €]a,bl: w < 0= g(z) < g(a), gy u # a.

g'(b) = f'(b) = A >0, 3z €]a, b: w >0 = g(z) < g(b), igy u #b.
u€la, b = 0=g¢'(u) = f'(u) =\, azaz f'(u) =\.
O

2.2. TETEL. [Rolle-tétel:] Legyen f : [a,b] — R folytonos figguény (ahol a,b €
R, a < b), amely minden x €]a,b] pontban differencidlhatd, tovabbd tegyiik fel, hogy
f(a) = f(b). Ekkor 3¢ €la,bl: f'(§) = 0.
BizoNYIiTAS. Mivel f folytonos,
Su,w € [0,8] © Fu) = min f([a, ), f(w) = max f([a, ])

Ha {u,w} C {a,b}, akkor az f(u) = f(w) miatt f konstans, igy V¢ €|a,b[: f'(§) = 0.
Ha példéul u €]a, b], akkor f'(u) = 0. Hasonléan, w €a, b[ esetén f'(w) = 0. O

2.3. TETEL. [Cauchy-féle kozépérték-tétel]: Legyenek f,g : [a,b] — R folyto-
nos fiigguények gy, hogy f és g minden x €la,b| pontban differencidlhaté. FEkkor
3¢ €la,b[:

BizoNYITAS. Legyen

hz) = [f(b) = f(a)lg(x) = [9(b) — g(a)lf(z) (z € [a,b]).

Ekkor & : [a,b] — R folytonos fiiggvény, amely az |a, b[ intervallumon differencidlhato,
tovabba

ha) = [f(b) — fla)lg(a) — [g(b) — g(a)]f(a) =
= f(b)g(a) — fla)g(a) — g(b) f(a) + g(a) f(a) = f(b)g(a) — g(b) f(a),
illetve
h(b) = [f(b) — f(a)lg(b) — [g(b) — g(a)]f(b) =
= f(b)g(b) — f(a)g(b) — g(b)f(b) + g(a)f(b) = g(a)f(b) — f(a)g(b) = h(a),
igy h-ra teljesiilnek a Rolle-tétel feltételei, ezért 3¢ €]a, b] gy, hogy

0="n'(§) = [f(0) = fa)lg'(§) — [9(b) — g(a)] (&) = (C).



2.4. TETEL. [Lagrange-féle kozépérték-tétel]: Legyen f : [a,b] — R folytonos
figgvény, amely az ]a, b] intervallumon differencidlhato. Ekkor 3& €]a, b:

(L) f(b) = fla) = f(E)(b—a).

BizoNYiTAs.  Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépérték-tételt a g(x) = x (x € [a, b))
fliggvényre! O

3. Monotonitas

’ Legyen I C R intervallum. ‘

3.1. TETEL. Tegyuik fel, hogy f : I — R differencidlhato. Ekkor
(a) f monoton novekvd <= Vx €1 : f'(x) >0,
(b) f monoton csékkend <= Vx € I : f'(z) <0,
(¢) [ konstans <= Vzx € I: f'(x) =0,

(d) f szigorian monoton névekvd <= Vx € I : f'(x) >0 ésVa,b e I, a <b esetén
Jy €la,bl: f'(y) >0,

(e) f szigorian monoton csokkend <= Vo € I : f'(z) < 0 ésVa,b € I, a <b
esetén Jy €la, bf: f'(y) < 0.

BIZONYITAS.

(a) [=] Legyen =y € I. Ha 2y < x € I, akkor f(x¢) < f(x) miatt
f(z) = f(zo)

> 0= fi(xo) >0 [hazo#supl].
T — 2o
Ha z < xy, = € I, akkor f(x) < f(zo) miatt

f(x) = f(xo)

>0= f"(z9) >0 [hazg#inf]].
r — X9

[<=]| Legyen x,y € I 1gy, hogy = < y. Ekkor a Lagrange-féle kozépérték-tétel
szerint.

3¢ €z yl: fly) = f(x) = f(Oy —2) 2 0, azaz f(z) < f(y).

(b) (a)-hoz hasonld, illetve arra visszavezethet6 [— f].

(c) f konstans <= f monoton névekvé és monoton csokkend

= Veel: fl(z)>06és fllx) <0< Vaxel: f(x)=0.
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(d) [=]f szigorian monoton ndévekvé = f monoton noévekvé — Vz € [ :
fi(z) >0. Haa,bel:a<bésVyel: f'(y =0= f konstans |a,b[—n,
ami ellentmondés.

[«<—=]| A feltételek és (a) szerint f monoton novekvé. Ha z,y € I, © < y és

f(x) = f(y), akkor Yu € [z,y] :
fl@) < fluw) < fly) = f(z) = f(u) = f(2) =

[y konstans = Vu €|z, y[: f'(u) = 0, ami ellentmondas.

3.2. Példa. Legyen f(z) = 2® (z € R). Ekkor f : R — R szigorian monoton

novekve, tovabba
iy o2 | >0, haxzeR\{0},
J(w) = 3w {:O, ha z = 0.

3.3. Kovetkezmény. Legyen f : I — R differencidlhaté és xo € 1°.

(a) Ha 36 > 0 :Jxg — 6,20 + 0[C I, YV €|xg — 0,20 : f'(x) > 0 €s Va € [xg,x0 + I]:
f'(x) <0 [tehat f" eldjelet vdlt (+-rol — -ra) xo-ban/, akkor f-nek xy-ban lokdlis
Marimuma van.

(b) Ha 36 > 0 :]xg — 6,20 + 6[C I, YV €]zg — 0, 0] : f'(x) <0 és Va € [xg, 70+ 0[:
f'(x) >0 [tehat f" eldjelet vdlt (— -rol +-ra) xo-ban/, akkor f-nek xo-ban lokdlis
minimuma van.

BIZONYITAS. (&) fljz9—520) Mmonoton névekvo, ezért Va €]xg — 0,20 = f(x) <
f(zo). Hasonléan f|(z, zo+s; monoton csokkend, ezért Va € [xo, zo + d[: f(z0) > f(x).
Tehat Vo €]zg — §,x0 4+ 0[: f(x) < f(xo).
(b) hasonlé (a)-hoz.

O



4. Hatarértékek, L’Hospital-szabaly

Motivacié: Melyik n6 ”gyorsabban”: z!% vagy 227 - Ugy tinik, hogy nagy x-ekre
2190 és 2% Gsszehasonlitdsa ezen a kérdésen mulhat. A novekedést viszont a derivalt

s . . 99 . . . 100 . ..
méri. Fz arra utal, hogy pl.: ha lim, ., 1201% 5 kicsi”, akkor lim, o, % is "kicsi”.

4.1. TETEL. [L’Hospital-szabdly|: Legyen I C R nyilt intervallum, f,g: 1 — R
differencidlhato; Vo € 1 : ¢'(x) # 0, d € {inf(I), sup({)} C R* (azaz d az I alsd vagy
felsé végpontja, lehet —oco, ill. +oo is), tovabbd

lim f(x) = liir(lig(x) = c € {0, £o0},

r—d

valamint tegyik fel, hogy létezik

lim £ 4 e g
v=d g ()

Ekkor lim,_.g % is létezik és

lim Jo) lim Jx)

m—nlg(m) __m—ﬂiglﬂt).

BiZONYITAS. [Megjegyzés. ¢'(x) # 0 és a Darboux-tétel miatt ¢’ jeltarté = g
szigorian monoton = ¢(y) = 0 legfeljebb egy y € I pontban teljesiilhet, ezért I
helyett az |inf(1), y[ vagy az ]y, sup(I)[ intervallumot tekintve mar g(x) # 0 minden
x pontban.|
Sok eset van aszerint, hogy d alsé vagy fels6é végpont-e, illetve, hogy d, ¢, illetve A
véges vagy +00.

Ebbdl harom esetet tekintiink.

I eset: d =inf(I) € R, ¢ =0 [A € R* tetszbleges].

Legyen Iy = T U {d} és f,g: Iy — R ugy,

hogy f(z) = { f<x3: EZ i i{i, g(r) = { g(x()) EZ i i{i
és I-n differencidlhaté. Legyen most (z,) : N — [ gy, hogy lim, .z, = d. A
Cauchy-féle kozépérték-tétel szerint 1étezik &, €]d, x,[ ugy, hogy

Ekkor f és g folytonos

f(@n
9(zn)

Q|+l
B

I
Qf |~
=

és lim,, o, &, = d miatt

S P W)
) R () g

[gy az tviteli elv adja az llitést.



Il. eset. d = 400, ¢ = 0 [A € R* tetszéleges|]. Feltehetd, hogy inf(I) = a > 0.

Legyen most fi, g1 :]0, 2[— R gy, hogy fi(z) = f(2) és q1(z) = g (£) 2 €)0,1].
Ekkor

z—0+ t—+o00

xlirgl+ fi(z) = lim f (é) = lim f(t)=0

és hasonldéan

Jim gi(x) =0,
tovabba
iy H@ LG ) G PO
1 / 1 1 = 1m N = —
x—0+ gl(l‘) z—0+ g/ (E) (_:c_Q) o—0+ g/ (;) {00 g/(t)
miatt

lim 27 = 1 =
s g(F) 1o gy (L) am0 gy(2)

ll. eset: d =c = +00, A €R.
Legyen € > 0 tetszoleges és K; € R gy, hogy y € I, y > K; esetén |% -Al <3
Legyen most x¢ € I ugy, hogy xo > K;. Legyen tovabba Ky > xq ugy, hogy = €
I, © > Kj esetén f(x) > f(xq). Ekkor

lim f(z)= lim g(r) =+oc0

T——+00 x—r—+00
f@o) (z0) 40
miatt lim, o f(?) =0 és lim,_, ;o % = 0, ezért lim,_, o 1—f+(50)) = 1. Emiatt
6)

dK3 > K, agy, hogy © € I, x > K3 esetén

_ g((wo)) . 1_ g((wo))

glz) < g(x

AN e ~ Y <3 |
f(z) f(=)

A Cauchy- féle kozépérték- tétel szerint x € I, x > K3 esetén létezik & €|xg, [ gy,

hogy ¢'(€)[f(z) — f(xzo)] = f(§)lg(x) — g(x0)].

Ekkor o)
L-5  [1© _ J@lg@) —g(zo)] - [(©) _ f(w)
1=fnl (&)  9@)f(@) = flzo)] - 9'(€)  g(@)
miatt (@)
JAT) A‘
\g@;) =
) _1-58 rel |- (L9 ) N P
=g T Tt g [T e g )| A S T




4.2. Példa. 1)
lim |—— — ctg(z)| = - -
i |t = cteo)] = [to0) = (oc)]
~ lim 1 - cos(x) _ 0 — (—sin(z) — tim sin(z) _ sin(0) _0_ 0
=0+ sin(x) =0+ cos(x) v—0 cos(z)  cos(0) 1
1 =]0,5[, d=0, c=0].
2.) limy_s 400 22 ez egy = tipust, igy
1 . 1
lim n(x) = lim £ = lim —=0.
T—+00 T T—+00 1 r——+o0o
3.) Legyen
L
+ —=sin(zv2) (z €]2, +o0]).

f(z) ==z, g(z) = 2x + sin(z) 7

Ekkor lim, o f(2) = lim,— 100 g(x) = 400 (mert g(x) > 23@—1—%), tovabba

L sin(z/2)

’ flx)

m ——- = lim

T—+00 g(x) T—+00 + Sin(d}) + 7
1 _ 1 _ 1

@/2 2+0+0 2

= hrf .
r—>~400 sin(z sin
R

Mésrészrol: f/(x) =1, ¢'(x) = 24 cos(z) + cos(xv/2) és Va > 2 : ¢'(Ja, +o0]) =

(@)
(z)"

=10, 4[, igy Alim, 1 ¢'(z) és Alim, 1o g:



5. Konvexitas

’ I C R intervallum. ‘

5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy f : I — R konvex, ha Vz,y € I : YA € [0,1] :
(K)  f((A =Nz +Ay) < (1= A)f(x) +Af(y).
5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy f: I — R konkdv, ha Vax,y € I : VA € [0,1] :
(Kk)  f(L =Nz +Ay) = (1= A)f(z) + Af(y).

5.3. Allitas. f:1 — R esetén az aldbbi feltételek ekvivalensek:
(A) f konver,

(B) tetszdleges x,y,z, € I, v < z <y esetén

f&) = f@) ) = f(=) _ ) = f(z)
2= - Yy—x B Y—z

(C) tetszbleges x,y,z € I, x < z <y esetén

f&) = 1) _ fl) = ()

<
z—x y—z

BizoNYiTAs. (B) = (C) nyilvdnvald.

(C) = (B):
y) = fle) _f@) = fG)+f(z) = fl=) _
y—T y—
_y—2 JW -G ame fef) () fh) - fE)
y—T y—z y—T Z2—x 2—x | y—=z ’
y—z z2—x
mert y—x’y—xe]o’l[
b y—z+z—x:y—z+z—x:1
y—r y-u y—x '

(A) = (C): Legyen z,y,z € I, x < z < y, valamint A\ = =
Ekkor 0 < A = 5% < U=2 — | és

a1 z—x (y—v)—(2—2) y—r—2+x Yy-—=2
B y—x y—x y—x y—ax

valamint

(1—)\)x+)\y:y_z~m+ y:xy—xz—f—yz—xy:(y—x)zzz

Yy— y— Yy— y— ’




ezért (K) =

fe) S o T@ Ty =

(y—2)f() < —2)f(x) +(z-2)fly) =
[(y—2) = (z=2)]- f(2) = (y = 2)f(2) < (z = 2)[f(y) = [(2)]
[ (y=2)(z—2) = (O).

(C) = (A): z,y € I, X € [0,1]. Haz = y vagy A € {0,1}, akkor (K)
egyenloséggel teljestl.
A tovabbiakban feltessziik, hogy = # y és A\ €]0, 1].
Elegendd az = < y esetet ellendrizni. Ekkor legyen z = (1 — ANz + \y = < 2 < y
igy (C) miatt

f(z) = fl@) _ fly) = f(2)
r—x  — y—z
Y z2—x
— )2 g+ 2 ),
illetve
A . AN (K)
y—x y—x

5.4. TETEL. Tegyiik fel, hogy f : I — R differencidlhato. Ekkor
f konver <= f' :I— R monoton novekvd.

BiZONYITAS. [=>] Legyen z,y € I gy, hogy = < y. Ekkor tetszbleges t,u € I,
r<t<u<y esetén

f) = flx) _ flu) = () _ fly) = flw) _ fluw) — fy)
t—xr —  u—t T y—u u—y

ezért

t—x t—=zx u—y u—y
[<=] Legyen x,y,z € I Ggy, hogy = < z < y, ekkor létezik ¢t €]z, z| és u €]z, y| ugy,
hogy

z—x y—z
hiszen t < z < u és [’ novekvo. O

5.5. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f : I — R kétszer differencidlhaté (azaz f
differencidlhato és [’ is differencidlhato, f” = (f')). Ekkor

f konver <= Vxel: f'(£)>0.



