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1. Magasabb rendii derivaltak

1.1. Definicié. Legyen I C R intervallum, f: I — R, xg € I.
Azt mondjuk, hogy

— fO(x9) = f(zo) [f nulladik derivaltja zo-ban f(zo)];

— k € N esetén f k-szor differencidlhaté xg-ban, ha 3§ > 0 gy, hogy f* 1 (x)
létezik minden = € IN|xg — 0, zo + [ esetén és f*~Y differencidlhatd z-ban.
Ekkor f®)(zq) = (f*=V)(zg). [specidlisan: f0) = f/, f@ = 7]

— k € N esetén f k-szor folytonosan differencidlhaté az xy pontban, ha 39 > 0
tigy, hogy f®(x) létezik minden = € IN]zg — &, 2o + 0] esetén és f*) folytonos
To-ban.

— k € Nesetén f k-szor (folytonosan) differencidlhaté (/-n), ha Vo € I : f k-szor
(folytonosan) differencialhat6 z-ben.

1.2. TETEL. Legyen I C R intervallum, n € N, c € R és f,g : [ — R n-szer
differencidlhato xo-ban. Akkor az

(f+9)@) = flz)+g(x)  (cf)(x) =cf(x)
és (f-9)(z) = f(z)g(x) (z€I)
modon értelmezett fligguények is n-szer differencidlhatoak xq-ban, tovdibbd

(f+9)™ (@) = f™(w0)+ g™ (o),
() (o) = c- f7(x),

Leibnizeszabily]  (7+0)"(e0) = 3 () ¥ an)g e,

k=0

BizoNyiTAs. Teljes indukcidval; f + g és ¢ f esetén trividlis. f - g esetén n =0
evidens, n = 1 szintén ismert; ha pedig n-re igaz, akkor

(f - 9)" (o) = ((f - 9)™) (o) =

1



2. Taylor tétele és kovetkezményei

2.1. TETEL. [Taylor-tétel:] Legyen n € NU {0}, a,b € R, a < b, xy €la,b| és
f :la,b]— R (n+1)-szer differencidlhato. Ekkor ¥z €]a,b[\{xo} : 3§ az xo és x kizitt
(azaz g < © esetén & €|xg, x[, xo > x esetén & €]z, xo|) Ugy, hogy

") (2 (nt1) 1
) o)=Y e £

B1zoNYITAS. Legyen

=ty v =)

és
g(t) = f(t) — P.(t) — M(t —xo)"™ (¢ €la, b]).
Ekkor g (n + 1)-szer differencialhaté és ¢ (z¢) = 0 ha k € {0,1,...,n}, ugyanis

P®) (z0) = f®)(z) (k=0,1,...,n).

Mivel g(x) = 0, a Rolle-tétel szerint 1étezik =1 az x és az = kozott gy, hogy ¢'(x1) =
0. Megint a Rolle-tétel szerint 1étezik xo az xy és az x1 kozott ugy, hogy ¢”(x2) =0,
sth., 1étezik x,, az zo és x kozott gy, hogy ¢™(z,) = 0, ezért megint a Rolle-tétel
szerint 1étezik £ az xq és az x, (és igy xy és x) kozott, amelyre

n+1 n+1 f(n—l—l)(g)
0=g"t(¢) = f! +)(§)—M-(n+1)!:M:m:(T1).



2.2. Megjegyzés. A bizonyitasban bevezetett P, polinom az f n-edik Taylor-poli-
nomja (xg-ban).

2.3. Kovetkezmény. Ha f :|a,b[— R akdrhanyszor differencidlhaté és IK € R gy,
hogy Vn € Ny : Va €]a,b: |f™(z)| < K, akkor

) (0
) f) =3 T gy

(f Taylor-sora).
2.4. Példak. 1))

sin®@(0) , sin’(0) , sin”(0) , sin®(0) 5 sin®(¢)

sin(z) = —o ¢ + TR + T +Tx + v =
L sin(0) , cos(0) 5 sin(§) ,
= sin(0) + cos(0) - (x) ¢ T o T =
3 .
L s,
6 24
ezért . A . .
—x——x—<s1n(x) T =
6 24 - 6 24

(ez akkor éles, ha |z| kicsi...).

2.) Legyen f(z) =In(1+=z) (x€]—1,+00[), ekkor

fl@) = T =(1+z),
f(z) (-1 +2)72
@) = (=1)(=2)(1+2)73, stb., ha
fOz) = (=DMYk—1)(1+2)7F, akkor
FED (@) = (=DM (k= D)(=k) - (L4 2) " = (=DFPRI(L+ 2)” 0D,

Specidlisan f(0) =1In1 = 0, valamint

fO0) = (=D k-1 (k=1,2,...),

ezért
. . f (O f(n+1 (6) n+l __
In(l+z) = kZ:% x (n+1)! T =
_ n ( 1)k+1 +( )n+2 ( T >n+17
p k n+1 1+¢



ahol ¢ a 0 és x kozott van. Ebbol x = 1 valasztassal

£ n+l \1+&,

ahol 0 < &, < 1, ezért

n —1)k+1
IHQ—Z ( ]3
k=1

lim
n—oo

1 1 n+1
= lim . =0,
n—oon + 1 1+¢&,

tehat

0 —1)nt1
m2=3 EUT
n
n=1

Motivacié: Legyen @, (z) = 2™, 27=0.
Ekkor ¢ (z0) = ... = o8 V(xzo) =0, o (x0) =nl > 0.
Ha n péros, ¢,-nek (lokalis) minimuma van zq-ban.
Ha n paratlan, ¢,-nek nincs lokalis szélséérték-helye zo-ban
(viszont n > 3, n paratlan = z; inflexids hely).

2.5. TETEL. [A lokalis széls6érték elegendd feltétele]: Ha 2 <n e N, a,b e
R, a < b, 29 €la,b[, f :a,b|= R (n — 1)-szer differencidlhaté, f*(zq) = 0
(k=1,...,n—1) és létezik f) (x0) #0, akkor

— amennyiben n pdratlan, f-nek nincs lokdlis szélséértéke xqy-ban;

— amennyiben n pdros, fM™(xg) > 0 esetén f-nek (szigori) lokdlis minimuma
van xo-ban, illetve f™(z9) < 0 esetén f-nek (szigori) lokdlis mazimuma van
To-ban.

BizoNYITAs. A Taylor-tételt (n — 2)-re alkalmazva a feltevések miatt x # xg
esetén € az xg és x kozott ugy, hogy

F0 ()
(n—1)!

Ha példaul £ (o) > 0, akkor 36 > 0: Vu €]zg — &, 20 + 6[\{z0o} :
o FUIw) — ey fO I

u— o U — o

.

1) fl@) = flzo) =

(x — xo

Tehat, ha = (és igy & is) elég kozel van xy-hoz, akkor

sgn[f"V(€)] = sgn(€ —zo) =sgn(er —z9) =
sgulf(z) — f(wo)] = seu[f" V()] - sgn(z — zo)" !

= sgn(z — ) -sgn(z — x9)" " = sgn(z — x9)".

Ezzel a bizonyitandé allitast visszavezettiik a hatvanyfliggvények esetére... 0



