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1. Többváltozós függvények integrálszámı́tása

1.1. A Riemann-integrál fogalma, alapvető tulajdonságai

1.1. Defińıció. Legyen k ∈ N és Ik = { I ⊂ Rk : I zárt tégla (intervallum) }. I ∈ Ik
esetén P = {Ij}nj=1 beosztása I-nek, ha

Ij ∈ Ik, (Ii ∩ Ij)◦ = ∅, ha i 6= j (i, j = 1, 2, . . . , n)

és I =
n⋃

j=1

Ij .

Továbbá legyen D(I) = {P : P beosztása I-nek }.

Legyen P, P ′ ∈ D(I).

• ‖P‖ = max{ diam(Ij) : j = 1, . . . , n } P finomsága.

• Azt mondjuk, hogy P ′ finomı́tása P -nek, ha

P = {Ij}nj=1 és ∀j ∈ {1, 2, . . . , n} :

∃P ′j ⊂ P ′ úgy, hogy P ′j ∈ D(Ij).

• P és P ′ közös finomı́tása P ∨ P ′ = {T ∩ S |T ∈ P , S ∈ P ′ és (T ∩ S)◦ 6= ∅ }.

• ξ = (x1, x2, . . . , xn) szelekciója P -nek, ha P = {Ij}nj=1 és xj ∈ Ij (j =
1, 2, . . . , n).

• P
”
szorzat alakú”, ha előáll az I éleinek (egy dimenziós) beosztásait alkotó

rész-intervallumok Descartes-szorzatainak halmazaként.

Emlékeztető: Az I = [a1 , b1]×[a2 , b2]×· · ·×[ak , bk] ∈ Ik zárt tégla (k dimenziós)
térfogata

v(I) = (b1 − a1)(b2 − a2) . . . (bk − ak) .
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Legyen I ∈ Ik, f : I → R korlátos, P = {Ij}nj=1 ∈ D(I) esetén

mj(f) = inf f(Ij) , Mj(f) = sup f(Ij) (j = 1, 2, . . . , n),

továbbá, ha ξ = (x1, x2, . . . , xn) egy szelekciója P -nek, legyen

s(f, P ) =
n∑

j=1

mj(f)v(Ij) , S(f, P ) =
n∑

j=1

Mj(f)v(Ij) ,

ω(f, P ) = S(f, P )− s(f, P ) , σ(f, P, ξ) =
n∑

j=1

f(xj)v(Ij)

[ezeket rendre alsó- illetve felső integrálközeĺıtő összegnek, oszcillációs összegnek, va-
lamint közbeeső integrálközeĺıtő összegnek nevezzük].

1.2. Álĺıtás. P = {Ij}nj=1 ∈ D(I) esetén

(1) v(I) =
n∑

j=1

v(Ij)

(2) s(f, P ) ≤ σ(f, P, ξ) ≤ S(f, P ), ω(f, P ) ≥ 0,

(3) Ha P ′ finomı́tása P -nek, akkor

s(f, P ) ≤ s(f, P ′), S(f, P ′) ≤ S(f, P ),

(4) ∀P, P̃ ∈ D(I) : s(f, P ) ≤ S(f, P̃ ) .

Bizonýıtás.

(1) Az n = 2 eset csak úgy lehetséges, ha az I téglát az egyik éle mentén kettévágjuk.
Ekkor az álĺıtás azonnal adódik v(I) defińıciójából. Ha az általános eset ezen
lépés ismétlésével lenne elérhető, akkor azonnal adódna az álĺıtás. Azonban ez
általában nem igaz. Viszont az Ij rész-téglák ilyen módon történő ismételt
kettévágásaival előálĺıthatjuk P egy szorzat alakú P ′ finomı́tását, ami már
előáll az I ismételt kettévágásaiból is (véges sok lépésben). Tehát P ′ mindkét
előálĺıtására érvényes v additivitása, ezért (1) mindkét oldala egyenlő a P ′-t
alkotó résztéglák térfogatainak összegével.

(2) Következik az mj(f) ≤ f(xj) ≤Mj(f) (j = 1, 2, . . . , n) egyenlőtlenségből.

(3) Például, ha P ′j = {I ′ji}
lj
i=1 ∈ D(Ij), akkor m′ji(f) = inf f(I ′ji), M ′

ji(f) =
sup f(I ′ji) esetén mj(f) ≤ m′ji(f) ≤M ′

ji(f) ≤Mj(f) (i = 1, 2, . . . , lj) miatt

mj(f)v(Ij) = mj(f)

lj∑
i=1

v(I ′ji) ≤
lj∑
i=1

m′ji(f)v(I ′ji) stb.

(4) s(f, P ) ≤ s(f, P ∨ P̃ ) ≤ S(f, P ∨ P̃ ) ≤ S(f, P̃ ).
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1.3. Defińıció. Legyen I ∈ Ik, f : I → R korlátos,∫
I

f = sup{s(f, P ) : P ∈ D(I)},

∫
I

f = inf{S(f, P ) : P ∈ D(I)}

[ezeket f alsó- illetve felső Darboux-integráljának nevezzük.
Azt mondjuk, hogy f Riemann-integrálható I-n (jele: f ∈ R(I) ), ha∫

I

f =

∫
I

f.

Ezek közös értékét f Riemann-integráljának nevezzük és∫
I

f =

∫
I

f(x)dx

módon jelöljük.

1.4. TÉTEL. Legyen I ∈ Ik, f, g : I → R korlátos, λ ∈ R. Ekkor

(1) ∀P ∈ D(I) :

0 ≤
∫

I

f −
∫

I

f ≤ ω(f, P );

(2) ∫
I

(−f) = −
∫

I

f,

∫
I

(−f) = −
∫

I

f,

(3) ∫
I

(f + g) ≥
∫

I

f +

∫
I

g,

∫
I

(f + g) ≤
∫

I

f +

∫
I

g

(4) Ha ∀x ∈ I : f(x) ≤ g(x), akkor∫
I

f ≤
∫

I

g,

∫
I

f ≤
∫

I

g

(5) λ ≥ 0 =⇒ ∫
I

λf = λ

∫
I

f,

∫
I

λf = λ

∫
I

f,

illetve λ < 0 =⇒ ∫
I

λf = λ

∫
I

f,

∫
I

λf = λ

∫
I

f.
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Útmutatás a bizonýıtáshoz. Többnyire házi feladat a bizonýıtás, de például
(3):

mj(f + g) ≥ mj(f) +mj(g) =⇒ s(f + g, P ) ≥ s(f, P ) + s(g, P )

Legyen ε > 0 ∃P1, P2 ∈ D(I) :

s(f, P1) >

∫
I

f − ε

2
, s(g, P2) >

∫
I

g − ε

2
,

ekkor P = P1 ∨ P2 esetén

s(f, P ) >

∫
I

f − ε

2
és s(g, P ) >

∫
I

g − ε

2
, ezért

∫
I

(f + g) ≥ s(f + g, P ) ≥ s(f, P ) + s(g, P ) >

∫
I

f +

∫
I

g − ε.
�

1.5. Következmény. Az integrál linearitása és monotonitása.

1.2. Az integrál kiszámı́tása

1.6. Lemma. Legyen λ ∈ R, f : I → R korlátos úgy, hogy ∀x ∈ I◦ : f(x) = λ.
Ekkor

f ∈ R(I) és

∫
I

f = λv(I).

1.7. TÉTEL. Legyen p, q ∈ N, X ∈ Ip, Y ∈ Iq, I = X × Y, f ∈ R(I). Ekkor∫
I

f =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx =

=

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx.

Bizonýıtás. Legyen ε > 0. Ekkor ∃{Xi}ni=1 ∈ D(X), {Yj}mj=1 ∈ D(Y ) úgy,
hogy

P = {Xi × Yj}n, m
i=1, j=1 ∈ D(I),∫

I

f − s(f, P ) < ε és S(f, P )−
∫
I

f < ε.

Ha vp illetve vq a p illetve a q dimenziós tégla-térfogat, akkor

s(f, P ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

mij(f)vp(Xi)vq(Yj),

S(f, P ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

Mij(f)vp(Xi)vq(Yj).
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Legyen

Ai(x) =

{
1, ha x ∈ Xi (x ∈ X)
0, ha X \Xi (i = 1, . . . , n).

Bj(y) =

{
1, ha y ∈ Yj (y ∈ Y )
0, ha y ∈ Y \ Yj (j = 1, . . . ,m).

Ekkor ∫
X

Ai = vp(Xi),

∫
Y

Bj = vq(Yj) (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m).

Legyen

m(x, y) =
n∑

i=1

m∑
j=1

mij(f)Ai(x)Bj(y) és

M(x, y) =
n∑

i=1

m∑
j=1

Mij(f)Ai(x)Bj(y),

ha

(x, y) ∈
n⋃

i=1

m⋃
j=1

(Xi × Yj)◦ , illetve

m(x, y) = inf f(I), M(x, y) = sup f(I)

egyébként I-n. Ekkor

y 7→ m(x, y), y 7→M(x, y) ∈ R(Y ) (x ∈ X),

x 7→
∫
Y

m(x, y)dy, x 7→
∫
Y

M(x, y)dy ∈ R(X),

továbbá m(x, y) ≤ f(x, y) ≤M(x, y) ((x, y) ∈ I). Így például:∫
I

f − ε < s(f, P ) =

∫
X

(∫
Y

m(x, y)dy

)
dx ≤

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx ≤

≤
∫
X

(∫
Y

M(x, y)dy

)
dx = S(f, P ) <

∫
I

f + ε.
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