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1. Tobbvaltozos fliggvények integralszamitasa

1.1. A Riemann-integral fogalma, alapveto tulajdonsagai

1.1. Definicié. Legyen k € NésZ, = { I C R¥ : [ zart tégla (intervallum) }. I € 7,
esetén P = {[;}7_, beosztdsa [-nek, ha

LeT, (LNL)Y =0 hai#j (i,j=12...n)

és I = LnJ I;.
j=1
Tovébba legyen D(I) = { P : P beosztasa [-nek }.
Legyen P, P' € D(I).
o |P|| = max{diam(/;) : j=1,...,n} P finomsaga.
Azt mondjuk, hogy P’ finomitdsa P-nek, ha

P={L}}_éVje{l,2,...,n}:

3P C P’ gy, hogy P; € D(I;).

P és P’ kozos finomitdsa PV P ={TNS|T e€P, SeP é (IT'NS)#0}.

[ ]

o { = (v1,%9,...,7,) szelekcidja P-nek, ha P = {[;}7_, és x; € I; (j =
1,2,...,n).

e P  szorzat alaki”, ha el6all az I éleinek (egy dimenziés) beosztésait alkotd

rész-intervallumok Descartes-szorzatainak halmazaként.

Emlékeztets: Az I = [ay, by|x[ag, bo] X+ --X]ak, bi] € I zért tégla (k dimenzids)
térfogata
v(I) = (by —ay)(bs — az) ... (by — ag) .



Legyen I € Iy, f: 1 — R korldtos, P = {I;}_, € D(I) esetén

m;(f) =1inf f(I;), M;(f)=sup f(L;) (j=1,2,...,n),

tovabbd, ha £ = (z1,x9, ..., 2,) egy szelekci6ja P-nek, legyen

SUP) =S mi(Puly), SULP) = Y My(f)e(dy),

w(f,P)=S(f.P)—s(f,P), o(f.P¢ = Z fxj)o(I))

lezeket rendre alsé- illetve felsd integralkozelité Gsszegnek, oszcillacids dsszegnek, va-
lamint kdzbeesd integralkozelité osszegnek nevezziik].

1.2. Allitds. P = {;}"_; € D(I) esetén

(1)

(2)
(3)

(4)

o(I) = > v(ly)

n

—

j
S(f,P)SO’(f,P,f)SS(f,P), w(f7P)207
Ha P' finomitdisa P-nek, akkor

s(f, P) < s(f, P"), S(f, P') < S(f, P),

VP,PeD(): s(f,P)<S(fP).

BI1ZONYITAS.

(1)

(2)
(3)

(4)

Az n = 2 eset csak ugy lehetséges, ha az I téglat az egyik éle mentén kettévagjuk.
Ekkor az &llitas azonnal adédik v(I) definiciéjabdl. Ha az altalanos eset ezen
1épés ismétlésével lenne elérheto, akkor azonnal adédna az éllitds. Azonban ez
altalaban nem igaz. Viszont az [; rész-tégldk ilyen moédon torténd ismételt
kettévagdsaival eléallithatjuk P egy szorzat alaku P’ finomitasat, ami mar
el6éll az I ismételt kettévagasaibol is (véges sok 1épésben). Tehdt P’ mindkét
eléallitasdra érvényes v additivitasa, ezért (1) mindkét oldala egyenlé a P'-t
alkoté résztéglak térfogatainak osszegével.

Kovetkezik az - m;(f) < f(z;) < M;(f) (j=1,2,...,n) egyenlétlenségbdl.

Példaul, ha P/ = {I};}7., € D), akkor m/;(f) = inf f(I},), ML(f) =
sup f(1};) esetén m;(f) < m;(f) < M (f) < My(f) (i=1,2,...,1;) miatt

3 ;
mi(F)o(L) = my(f) D (@) < S (FulLy) st

s(f,P) < s(f,PV P)<S(f,PVP)<S(f P).
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1.3. Definicié. Legyen I € 7y, f: I — R korlétos,

/ f =sup{s(f.P): P e D(I)},

/If =inf{S(f,P): P D)}

lezeket f alsé- illetve fels6 Darboux-integraljanak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhaté I-n (jele: f € R(I) ), ha

/ 1= 711‘.

Ezek kozos értékét f Riemann-integraljanak nevezziik és
[1= [ e
I I

1.4. TETEL. Legyen I € Iy, f,g: 1 — R korlatos, A € R. Ekkor
(1) YP € D) :

modon jeloljiik.

(2)

(3)

/I(HQ)ZLH/IQ’ 71<f+g)§71f+71g

(4) HaVz € I: f(x) < g(x), akkor

Zlfﬁllg, /Ifé/lg
/IAfZA 1 E 71Afzk71f,

(5) A\>0 =

illetve A < 0 =

ZI)\f:A7If, /I)\f:/\llf.



UTMUTATAS A BIZONYITASHOZ. Tébbnyire hazi feladat a bizonyitas, de példaul
(3):

m;(f +g) = m;(f) +m;(g) = s(f+g,P) = s(f, P)+s(g,P)
Legyen e > 0 3P, P, € D(I) :

m)> [ 15 stem> [ o

ekkor P = P, V P, esetén

s(f,P)>/f—géss(g,P)>/g—g, ezért
I

A -

Zl(f—Fg)ZS(f+g,P)ZS(f,P)+S(g,P)>/f+/g_€_

<1 i

1.5. Kovetkezmény. Az integrdl linearitdisa és monotonitdsa.

1.2. Az integral kiszamitasa

1.6. Lemma. Legyen A € R, f : I — R korldtos gy, hogy Vx € I°: f(x) = A.
Ekkor

feR() és /If:/\v(_f).

1.7. TETEL. Legyen p,g €N, X € 7,Y eI, I=XxY, feR(). Ekkor

[5=] ([ swnan)as= [ ([ swn)os-
[ (L= ] (] o)

BizoNviTAS.  Legyen ¢ > 0. Ekkor H{X;}7, € D(X), {Y;}}L, € D(Y) tgy,
hogy
P ={Xi x Y;}ii" o € D),

/f—s(f,P)<5ésS(f,P)—/f<5,
I I

Ha v, illetve v, a p illetve a ¢ dimenzids tégla-térfogat, akkor

n

s(LP) =Y mis(f)up(Xi)vg(Y)),

i=1 j=1

n m

S(f,P)= > Miy(f)up(Xi)vg(Yy).

i=1 j=1



Legyen

I, hazeX; (ze€X) 1, hayeY; (yeyY)

Ai(fﬂ):{O, ha X\ X; (i=1,...n). DW= {0 hayeY\Y; (j=1,...

Ekkor
/ Al - UP(XZ)7 / BJ - UQ(Y;) (Z - 17 y Ny ) = 17 7m)
X Y
Legyen
> mi y) &
i=1 j=1
DD My )
i=1 j=1
ha

egyébként I-n. Ekkor
y—=m(x,y), y— M(z,y) e R(Y) (v€X),

xr—>/ym(a:,y)dy, xHLM(m,y)dyER(X),

tovabba m(z,y) < f(z,y) < M(z,y) ((z,y) € I). Igy példaul:

[i-e<ster= | ( / m(x,wdy) dr < 1 ) (7yf(x,y)dy) dr <
/(/Mxydy)dx su.p < [1+e

,1M).



