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1. A Riemann-integral kiterjesztése; Jordan-mérték

1.1. Alapfogalmak
1.1. Definicié. Legyen E C RF korlatos, f : E — R, valamint

v | f(x), hazeE,
f(‘”)_{ 0, hazeRF\E.

Tekintstink egy T' € Z,, téglat, melyre E C T'. Azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhato,
ha f|r € R(T), tovébbé ekkor
=05
E T

1.3. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy f integrélhatéséga és [ 5 J értéke nem fiigg
T vélasztasatol.

1.2. Jelélés. f € R(E).

1.4. Definicié. Legyen E C R korldtos és op(z) =1 (2 € E). Azt mondjuk, hogy
E Jordan-mérhet6, ha op € R(E). Ekkor E Jordan-mértéke

u(E) :/E1.

1.5. Megjegyzések. 1.) op = xg, ahol

[t = pu, ha utalunk a dimenziéra.]

(z) = 1, haze FE
XEW) =00, haz e RF\ E

az F halmaz indikatorfiiggvénye.

2.) Ha I € 7, akkor I Jordan- mérhet6 és



30 HaT €Iy, ECT és P e D(T), akkor

s(xplr,P)= Y () és

IeP/ICE

S (xelr, P) = Z (1)

IeP, INE#0

(geometriai interpretacio).

4.) Ha T € T ugy, hogy E C T°, akkor xg|r szakaddsi helyeinek halmaza OF.
Tehat F Jordan mérhet6 <= OF Lebesgue szerint nullmértékii.

1.6. TETEL. Ha E C RF (korldtos,) Jordan-mérhetd és f : E — R folytonos, akkor
feER(E).

B1zONYITAS. Legyen U = {z € R* : f : nem folytonos z-ben}. Ekkor
UcCoL. O

1.7. TETEL. Ho A C RF és B C R* (korldtos,) Jordan-mérhetd, akkor AU B,
ANB és A\ B is Jordan-mérhetd. Tovdbbd, ha f: AU B — R folytonos, akkor

Juu = L7~ L 2

u(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B). (2)

Specidlisan

UTMUTATAS A BIZONYITASHOZ.

XAUB = XA + XB — XAXB: XAnB = XA - XB, Xa\B = xA(l —xB);

illetve o 3 3
[+ flans = fla+ flB.

1.8. Kovetkezmény. A Jordan-mérték véges (szub)additivitdsa és monotonitdsa.

1.2. Nullmértékiu halmazok
1.9. Lemma. Legyen H C RF korldtos. Ekkor a kivetkezd feltételek ekvivalensek:

(a) H Jordan-mérhetd és u(H) = 0;
(b) Ve >0:d3meN, T, €I, (j=1,2,...,m) dgy, hogy

HC LmJTJ és iv(Tj)<5.

J=1 Jj=1



BizoNYiTAs. (a) = (b):
Legyen T' € T tgy, hogy H C T°, valamint ¢ > 0. Ekkor 3P € D(T) 1gy, hogy

c=ui)+e= [ vre= [vute> S0 P) = ¥ Mt S
H Iep IeP, INH#0
és H C U 1.
IeP INH#D
(b) = (a):
Legyen T € 7, ugy, hogy

Ekkor yg < ZXTJ' miatt

J=1

OE/XHS/
Jr T

O

1.10. Kovetkezmény. Legyen E C R” korldtos. Ekkor E Jordan-mérhetd <= OF
Jordan-mérheto és

n(OF) =

BizoNyiTAs.  Felhasznaljuk a 4. megjegyzést, az eléz6 lemmadt, valamint azt,
hogy OF = E \ E° korlatos és zért, tehat kompakt. [gy OF megszamlalhaté lefedése
végesre cserélheto . O

2. Az integralas geometriai vonatkozasai

2.1. TETEL. laz integral, mint mérték]:  Legyen I € Iy, f € R(I) ugy, hogy
Ve e I: f(x) <0, valamint

E={(z,y) e IxRI0<y< f(x), z €I}

:/If.

BizoNvyiTAS. Legyen M > f(x) (x € I), valamint ¢ > 0és P = {I;}}_, € D(I)
gy, hogy

Ekkor E Jordan-mérhetd és

n

e>w(f, P) =Y [M;(f) —m;(f)] vn(l;) = ka+1 (£ x [my(f), M;(f)])

Jj=1



lefedi X g|rx[0,m) szakadési helyeinek halmazét, tehat

XE|rxp.m € R(I x [0, M]) és

Mum=[mMmmemw=[(A%mmw@)m:[ﬂ@m

2.2. TETEL. [Cavalieri-elv]:  Legyen I € Iy, [a,b] € R, H C [a,b] x I Jordan-
mérhetd. Tegyiik fel, hogy ¥t € [a,b] : H ={x € I : (t,x) € H} Jordan-mérhetd és
legyen

W

®(t) = ue(Hy) (¢ € [a,b]).
b b
() = [ o= [ (m)ar
BIZONYITAS.

fe1 (H) = /[ » X (t,2)d(t, ) = Z b ( /I XHt(x)d:z:) dt =

—=b

:Lb,uk(Ht)dt = /aﬂk(Ht)dt

a Fubini-tétel szerint. O

Ekkor ® € R([a,b]) és

2.3. Példa. Ha a k dimenzids r sugari gomb térfogata Vj, = ¢, - r¥, akkor

T k g
Vk+1=/ ck-<\/r2—t2> dt:ck/ ¥ cosk 0 - rcos0d =

™
—r 5

t =r-sinf «— f = arcsin (%)
dt =r-cosf

V12 — 12 = \/r2(1 —sin® ) = rcosf

3
= ¢y - P 2/ cost10dl = 2 - ¢t - Ajy,
0

ahol A / cos"0df (n € Ny); Ap= g, A =1,
Apnyos = / cos? 0 cos™ 0dl = /2 (1 — sin*#) cos™ 6df =
0 0
= / cos™ 0df — /2 sin? @ cos" 0df = A, + /2 sinf - cos™ 0 - (— sin 9) dg =
0 0 0o N ~-
1(6) g'(6)
n+1 3 5 n+1 1
= A, + |sinf - cos" ™ 6 —/ cos @ - cos8 edﬁ =A,———A,.9,
n+1 |, 0 n+1 Cn+41



azaz

1 n—+2 n+1
Ap =14 ——Apo = ——Apis, gy Apio = A
+n—|—1 +2 nal +2; 18Y Any2 "+t 2
TehétAo:§7 A :1, AQ_%AOZ%a A3:%A1:§’ A4:Z§1A2:§_76r’
A5:%A3:%.§:1§5’ AG—%-A4:§—§,illetve

2 4
Vs = 2 T'A3"/§=2T-§-T2W:§r3ﬂ,
3m 4 1
‘/4 = 2TA4‘/:3:2 r-%.g.r?’ 71':5.7*4.7-‘-2’
8§ 1 8
= 2 A =2.r. —._. 4 2: 5 2
om 8 1
Vo = 2 A V=2 e 2 _ — 6 .3

stb.

2.4. TETEL. [integral-transzformacid]: Legyen G C R™ nyilt halmaz, g : G — R"
folytonosan differencidlhaté. E C R™ Jordan-mérhetd ugy, hogy E C E C G és g|ge
injektiv. Ha f : g(F) — R Riemann integrdlhatd, akkor

= uw)) - | det [¢' ()] |du. 3
me Afw>>|tw<m (3)

2.5. Példa. (gombi polar-koordinéték):

7+ COS (p COS

g(r,p,p) = | r-sinpcosy
r-siny

COS( - CcosY —rsinpcosy —rcospsiny
det [¢'(r, @, )] = sing - costy rcospcosty —rsinpsiny = ... =1%cos.
sin 0 r Ccos Y
pl.:

a=MMxmaﬂx@gh:uman:ﬂ”1:

= / r? cospd(r, p, 1) = ... = 2?ﬁ(l —sina).
1o



