Miiveletek integralhaté fiiggvényekkel Az integral-fliggvény Az integral alkalmazasai
000000 0000000000 000

A Riemann-integral intervallumon II.

A hatarozott integrdl tulajdonsagai

Boros Zoltan

Debreceni Egyetem, TTK
Matematikai Intézet, Analizis Tanszék

Debrecen, 2020. aprilis 4.



Miiveletek integralhaté fiiggvényekkel Az integral-fliggvény Az integral alkalmazasai
®0

Intervallum-additivitas

Tétel

Ha f : [a, b] — R Riemann-integralhaté és a < ¢ < d < b, akkor
flic,a) is Riemann-integrélhatd.

Bizonyitds. Legyen € > 0 és P; olyan felosztasa [a, b]-nek, amelyre
w(f, P1) < €. Legyen tovabba P, = Py U {c,d} és

P = PN [c,d]. Ekkor P egy felosztdsa [c, d]-nek és

w(f,P) <w(f,P) <w(f,P1)<e.

Tétel

Ha f :[a,b] = R és a < c < b lgy, hogy f|[, ] és flic.p)
Riemann-integralhatd, akkor az f is Riemann-integralhaté és

b c b
[r=[re[r
a a c
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Az intervallum-additivitas bizonyitasa
Mivel f korldtos az [a, c| és [c, b] intervallumokon, ezért f korlatos
[a, b] = [a, c] U [c, b] intervallumon is.
Legyen € > 0 és P; felosztdsa [a, c]-nek, P, felosztdsa [c, b]-nek
tgy, hogy

¢ € ¢ €

s(f,P1)>/ Fot S(f,P1)</ FiS
a 4 a 4
b £ b e
s(f,P2)>/ oS s S(f,P2)</ Fe
Cc 4 C 4

Ekkor P = P1 U P, egy felosztasa [a, b]-nek és

c b c b
/ f+/ f—2<s(f,P1)—|—s(f,P2):s(f,P)S/f
a c J

a
—b

c b
< /fSS(f,P):S(f,P1)+S(f,P2)</ f+/ n

a

N ™
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Szakadas a végpontban

Tétel

Ha f : [a, b] — R korlatos és [a, b[-n folytonos, akkor f
Riemann-integralhaté.

Bizonyitds. Legyen |f(x)] < K (x € [a, b]), € > 0 tetszéleges és
a<c<blgy hogy b—c< 4%.

Mivel f folytonos, igy integralhaté az [a, c] részintervallumon,
3Py felosztasa [a, c]-nek tgy, hogy w(f, Po) < 5.

Legyen P = Py U {b}, ekkor P felosztasa [a, b]-nek és

w(f,P) = w(f,Po)+ (sup(f([c, b])) — inf(f([c, b]))) (b—c)

e €
—4+2K-— =¢.
< 2+ 1K €
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Szakadasi helyek és linearitas

Kovetkezmény

Ha az f : [a, b] — R korlatos fiiggvény véges sok pont kivételével
folytonos, akkor f Riemann-integralhatd.

Tétel
Ha f, g : [a, b] — R Riemann-integrilhaté, A € R, akkor f + g,
Af is Riemann-integralhato és

b b b b b
/(f+g)=/ f+/ g, /Af:A/ f

A bizonyitds hasonlé az intervallum-additivitds igazoldsdhoz...
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Egyenlotlenségek
Tétel
Ha f, g : [a, b] = R Riemann-integralhaté és
Vxelab]: f(x)<gx),

akkor fabfg fabg.

Tétel
Ha f : [a, b] — R Riemann-integralhatd, akkor |f]| is
Riemann-integralhatd, tovabba
b
< / |f(x)|dx.
a

/a i F(x) dx
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Az integral becslése

Kovetkezmény

Ha f : [a, b] — R Riemann-integralhaté és m, M, K € R dgy,
hogy minden x € [a, b] esetén

m < f(x) <M illetve |f(x)| <K,

akkor
m(b — a) </bf(x)dx< M(b — a)

/a i F(x) dx

illetve
< K(b—a).
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Integralas felcserélt hatarokkal

Definicio
Ha A, B,a,beR,A<a<b<Bésf:[ABl—-R
Riemann-integralhatd, legyen

a a b
/f:O és / f:—/ f
a b a

Motivacié. Az integralas fenti értelmezése késobb lehetové teszi
néhany eredmény egyszerli megfogalmazasat és alkalmazdsat.
Azt tartottuk szem el6tt, hogy az

c b b
[refe= [
a c a

Osszefliggés minden esetben (példdul a=c < bvagya=b<c
esetén is) érvényben maradjon.
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Az integral, mint a felso hatar fuggvénye

Tétel

Legyen I C R intervallum és f : | — R az / minden zart
rész-intervalluman Riemann-integralhatd, a € /', valamint

F(X):/axf:/axf(t)dt (xel).

Ekkor
@ F folytonos;

@ ha f folytonos valamely x € | pontban, akkor F
differencidlhaté x-ben és F'(x) = f(x).

Kovetkezmény: Minden f folytonos fuggvénynek van F primitiv
fliggvénye (de eléfordul, hogy f elemi, viszont F nem elemi).
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Utmutatas a bizonyitashoz

Ha |f(t)| < K minden t € [xo, x] (vagy t € [x, xo]) esetén, akkor

/XX f(t)dt

Hasonléan, ha |t — xg| < § esetén |f(t) — f(x0)| < €/2, akkor
|x — xo| < 0 esetén

|F(x) — F(x0)| = < K|x — xp| -

’F(x>—F(xO)_f(XO)‘: L /Xf(t)dt_f(xo)
X — Xo X = X0 Jxg
_ X_lxo/xo(f(t)—f(xo))dtg‘x_ el =5 <2
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Parcialis integralas
Tétel
Ha f, g : [a, b] — R folytonosan differencidlhatd, akkor

b b
/a F1(x)g(x) dx = [F(x)g(x)]E - / F(x)&’(x) dx..

Bizonyitds. Legyen

d(y) = /yf'(x)g(x)dx és

a

Vo) = f(e) - @)@~ [ g dx (v [a.b]),

Ekkor ®(a) =0 = W(a) és Vy € [a, b] :
'(y) = f'(y)ely) = (F(¥)ely) + f(¥)g'(y)) —f(¥)e'(y) = V'(y)

miatt ® = WV, tehat ®(b) = V(b).
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Helyettesitéses integralas
Tétel

Ha g : [a, b] — [c, d] folytonosan differencidlhaté és
f : [c,d] — R folytonos, akkor

b g(b)
/ ) ) e = / Fly) dy .
a g

(a)

Bizonyitds. Legyen

o(s) = /: f(g(x))g’(x) dx és

g(s)

() = / Fly)dy (s € [a.B]).
g

a

Ekkor ®(a) =0 = W(a) és Vs € [a, b] :

o'(s) = f(g(s))g'(s) = V'(s)
miatt ¢ = W, tehdt ®(b) = W(b).

Az integral alkalmazasai
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Példa

/O Larsh() dx = /0 "1+ arsh(x) d
_ [xarsh(x)}:—/01x~x2l+ldx
_ arsh(1)—;/01(x2+1)—% 2 dx
= v -5 [yt
- |n(1+ﬁ)—[y%r:m(ufz)—(ﬁ—l)

1
= In(14+v2)—Vv2+1=~0,467,

ugyanis arsh(x) = In(x + v/x2 + 1) miatt arsh(1) = In(1 + v/2).
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Improprius integral

Definicié
Ha —co < a< b< 400 és f : [a, b[— R lgy, hogy minden
t €]a, b[ esetén f Riemann-integrdlhaté az [a, t] intervallumon,

akkor legyen
b t
/f(x)dx: lim / f(x) dx,
g t—b— J,

amennyiben a jobboldali hatarérték létezik.

Az igy bevezetett integralt improprius integralnak nevezziik. Ha a
fenti hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy az
improprius integral konvergens.

< . [too T t _— T —x1t
Példa: [ e ™ dx =lim; o0 [y e ¥ dx =Ilimi, o0 [—e X]O

= |imt—>+00(_e_t - (_e0)) = |imt—>+oo(1 - e_t) =1
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Tovabbi improprius integralok

Definicié. Az elbbiekhez hasonléan, ha —oco < a < b < 400 és
f :]a, b] — R lgy, hogy minden t €]a, b[ esetén f
Riemann-integralhaté a [t, b] intervallumon, akkor legyen

b b
/af(x)dxztlr?_i_/t f(x) dx,

amennyiben a jobboldali hatarérték létezik.

Tovabb3, ha —o0o < a< ¢ < b < +oo és f:]a, b[— R minden zart
részintervallumon Riemann-integralhatd, legyen

/abf(x)dx:/:f(x)dx—i-/cbf(x)dx,

amennyiben a jobboldal (a két improprius integral és azok Gsszege)
létezik.
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Példak improprius integralokra

/

1 1
) _1 ) 1
dx = I|im X 2dx = lim |2x2
t—0+ t—0+

= lim (2[—2\f)_2 t

t—0+

too g o 1 oo g
dx = dx+/ —— dx
/_Oo x2+1 /_OOX2+1 o x2+1

01 . ‘1
= sﬂr_“oo/ z+1dx+tﬂToo/o 21

= _lim_ (arctg(0) — arctg(s)) + tliToo (arctg(t) — arctg(0))

= (- () +(z-9)=

%=
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Konvergens improprius integralok

Tétel

Ha —co <a< b< 400, f,g: [a, b[— R folytonos,
Vx € [a b[: |[f(x)] < g(x) és fabg(x) dx < +o00,
akkor az fab f(x) dx improprius integral konvergens.

Tétel
Ha f : [1, 4o00[— [0, +oo[ monoton csokkend, akkor

[e.e]

+oo O
Y f(n) < / fF(x)dx < f(n).
1 n=1

n=2
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Sik-tartomany teriilete

Ebben a fejezetben olyan formulakat gy(ijtiink ossze, amelyek
integral segitségével fejeznek ki geometriai mennyiségeket. Mivel a
megadott mennyiségeket fogalmilag még nem vezettiik be, ezeket
most az integral interpretacidiként tekinthetjiik. Valdjaban a
megfelelé fogalmakat be lehet vezetni (egy résziiket be is fogjuk
vezetni a félév sordn), ami utdn az aldbbi Osszefiiggések tételnek
tekinthetok.

Terulet

Ha f, g : [a, b] — R folytonos és minden x € [a, b] esetén
g(x) < f(x), akkor az [a, b] intervallumon a g és f fiiggvények
grafikonjai altal hatdrolt siktartomany teriilete

b
T(g,f) = / [F(x) — g(x)] dx.
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Ivhossz-szamitas

Fiiggvény grafikonjanak ivhossza

Az f : [a, b] — R folytonosan differencialhaté fliggvény
grafikonjanak ivhossza

L(f):/ab\/l—ir[f’(x)]zdx.

Példaul, ha f(x) = ch(x) (x € [0, 1]), akkor f'(x) = sh(x), igy

L(f) = /\/1+[sh ]dx_/chx)dx

e

= [Sh(X)] sh(1) —sh(0) = —1 1,1752.
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Forgastestek térfogata, felszine

Az aldbbiakban feltessziik, hogy f : [a, b] — R folytonosan
differencidlhaté és minden x € [a, b] esetén f(x) > 0.

A
Br ={(x,y,2) eR® : a<x< b, y*+ 2 <[f(x)]*}
forgastest térfogata
b
V(B = [ F(Pax,

paldstjanak felszine pedig

b
A(Bf) = 27 / F(x)\/ 1+ [F/(x)] dx .
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