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Zart intervallum felosztasai
A tovabbiakban a,b e R, a< b.
Definicio
Az [a, b] intervallum egy P felosztdsin olyan P véges halmazt
értiink, amelyre {a, b} C P C |[a, b].
Ha P n+ 1 elemi és elemeit xp, X1, ..., X, jeloli, akkor
feltessziik, hogy

a=x<x1<...<Xxp_1<Xx,=0>b

(azaz P elemeit novekvéleg indexelve soroljuk fel).

Megjegyzés: A felosztds altal meghatarozott részintervallumok
nem feltétleniil egyenlé hosszusdguak.
Példa: A [0, 1] intervallum felosztdsai példaul

1 1 1 3
{071}7 {07571}a {071757171}-
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Alsé- és felso integralkozelito osszegek
Definicié. Ha f: [a, b] — R korlatos és P = {x;| j =0,1,...,n}
az [a, b] intervallum egy felosztdsa (az el6zd definicid jeldléseivel),
legyen

3
!

|nf{f(t)|t S [X,'_l,X,']} = inf f([X,'_]_,X,']),
M; = sup{f(t)[t € [xi—1,x]} = sup f([xi—1, xi])

(i=1,2,...,n), valamint

E ml Xj — Xj— 1

[az f fiiggvény P-hez tartozé alsé integrédlkozelité Osszege] és

S(f, P) = i M,'(X,' — X,'_1)
i=1

[az f fliggvény P-hez tartozd felsd integralkozelité Osszege].
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Beosztasok és osszegek Osszevetései

Definicié. Ha P; és P, felosztasai [a, b]-nek, azt mondjuk, hogy
P> finomitsa Pi-nek, ha P C P>.
A Pq és P> kozos finomitasa P; U P> .

Megjegyzés. Ha f: [a, b] — R korldtos és Py C P, az [a, b]
felosztasai, akkor

S(f,Pl)SS(f,Pz) és S(f,Pl)ZS(f,PQ).

fgy, ha P; és P, tetszbleges felosztds (nem feltétleniil egymds
finomitasai), akkor

S(f, Pl) < S(f'7 Py U P2) < S(f, PLU P2) < S(f, P2).

Emiatt {s(f, P) : P felosztasa [a, b]-nek } feliilrél korltos,
illetve { S(f, P) : P felosztasa [a, b]-nek } alulrdl korlatos.
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Alsé és felso Darboux-integral
Definicié. Ha f: [a, b] — R korldtos, az

b
1 :/ f = sup{s(f,P)|P felosztasa [a, b]-nek } és
—
= / f = inf{S(f,P)|P felosztdsa [a, b]-nek }
a
valds szdmokat az f fiiggvény ([a, b] intervallumon vett) alsé,

illetve fels6 Darboux-integraljanak nevezziik.

Megjegyzés.
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Riemann-integralhato fuggvény fogalma

Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : [a, b] —> R korlatos fliggvény

Riemann-integralhatd ([a, b]-n) f f= f f.

Ekkor az alsé illetve felso Darboux—mtegralok kozos értékét az f
Riemann-integraljanak nevezzik és fa f vagy fa f(x) dx médon
jeloljuk.

R([a, b]) jeloli az [a, b]-n Riemann-integralhaté fiiggvények
halmazat.

Megjegyzés. Szokds a hatdrozott integral elnevezés hasznilata is.
Vegyiik észre, hogy a hatdrozott integral (azaz a Riemann-integrél)
értéke — ha létezik — egy valds szam, tehat fogalmilag Iényegesen
eltér a hatdrozatlan integraltdl, ami a primitiv fuggvények
Osszessége (tehdt egy fiiggvény-csalad).
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Beosztas szelekcidja

Definicié. Legyen P = {x;| j=0,1,...,n} az [a, b] intervallum
egy felosztdsa (az els6 definicié jeloléseivel). Azt mondjuk, hogy
7= (t1,t2,...,ty) a P felosztds egy szelekcidja, ha

X1 << (i=1....n)

Tovabbd, ha f: [a, b] — R korlatos, akkor a

o(f,P,7) Zf —xj_1)

szamot az f fuggvénynek a P felosztashoz és annak 7
szelekcidjdhoz tartozd kozbeess integral-kozelité osszegének
nevezziik.

Megjegyzés: s(f,P) < o(f,P,7) < S(f, P).
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A Newton-Leibniz-formula

Newton—Leibniz-tétel

Legyen f : [a, b] — R Riemann-integralhaté és F : [a, b] — R
folytonos fiiggvény gy, hogy Vx €]a, b[: F differencidlhaté x-ben
és F'(x) = f(x). Ekkor

b
/ f = F(b) — F(a).

Megjegyzés. A tétel végén allé egyenléség az dgynevezett
Newton—Leibniz-formula.

Ez a hatdrozott integral kiszamitdsdnak problémajat visszavezeti a
primitiv fliggvény (illetve a hatdrozatlan integral) kiszamitasdnak
problémajara.

Technikai okokbdl szokdsos a(z)

F(b) — F(a) = [F(x)]2 = [F(x)]X= jelolés hasznilata.
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A Newton—Leibniz-tétel bizonyitasa (1. oldal)

Bizonyitds. Legyen P az [a, b] egy tetszOleges felosztdsa (a fenti
jelolésekkel). A Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint
3t €lxj-1, [:

F(x)—F(xi-1) = F'(t})(xi—x;-1) = f(t;)(xi—xi-1) G =1,...,n),

ezért 7 = (t1,..., ty) egy szelekcija P-nek és

Fb)-F(a) = Y (FOg) — FOs-1)) = 3 (5)(55-1) = o(F, Po7),
tovabba m; < f(t;)) < M; (j=1,...,n) miatt

s(f,P) <o(f,P,7) < S(f,P),

azaz
s(f,P) < F(b) — F(a) < S(f, P).
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A Newton—Leibniz-tétel bizonyitasa (2. oldal)

Mivel P tetszbleges felosztds volt, ebbdl

/f<F —F(a) < /f

adédik, amibdl f Riemann-integrdlhatésdga miatt kapjuk az
allitast.

Példa:
/le % dx = [In(x)]§ =In(e) = In(1)=1-0=1.
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A Riemann-kritérium

Definicio
Legyen f: [a, b] — R korlatos és P az [a, b] intervallum egy

felosztasa. Az
w(fv P) = S(fa P) - S(fa P)

valds szamot az f fiiggvény P-hez tartozoé oszcilldlés osszegének
nevezziik.

Riemann-kritérium

Egy f: [a, b] — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor
Riemann-integralhatd, ha Ve > 0 szdmhoz 3 P felosztasa [a, b]-nek
agy, hogy w(f,P) < e.
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Folytonos fuiggvények integralhatdsaga

Definicié. A P ={x;j|j=0,1,...,n} felosztas (ahol
a=xp<x3<...<Xp-1<Xp,=D>b) finomsagén a

|P|| = max{x; —xj—1|j=1,....,n}
szamot értjiik.

Tétel
Ha f : [a, b] — R folytonos, akkor Riemann-integralhato.
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Bizonyitas (folyt. fv. integralhatd)

Legyen € > 0. Mivel [a, b] kompakt halmaz, f egyenletesen
folytonos. Ezért létezik 6 > 0 dgy, hogy ha
x,y € a,b], |x —y| <3, akkor |[f(x) — f(y)| < 5 b =)

Legyen P = {xo, x1, ..., Xn } egy felosztdsa [a, b]-nek tgy, hogy
||P|| < d. Ekkor
M; —m; < c =1 n)
J 7= 2.(b-a) Sy

wlf,P) = 3 (M=m;)0g—x-1) < 55— D 0551) = 5 <e.
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Monoton fliggvények integralhatésaga
Tétel

Ha f : [a, b] — R monoton, akkor Riemann-integrilhatd.

Bizonyitds. Legyen pl. f monoton novekvd és € > 0 tetszOleges.
Ekkor, ha P = {xo, X1, ..., Xp } olyan felosztds, amelyre az igaz,
hogy ||P| < fif(a)ﬂ, akkor m; = f(xj_1) és M; = f(x;)
(=1,...,n), ezért

n

w(f,P) = > (Mj—mj)(x —xj-1) Z[fXJ F(o5-1)10g — x-1)
j=1
< P IF() = Fxi0)] = [IPI[F(b) - £(a)]
j=1
< : [F(b) — f(a)] <.

f(b)—f(a)+1
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