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Boros Zoltán

Debreceni Egyetem, TTK
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Zárt intervallum felosztásai
A továbbiakban a, b ∈ R , a < b .

Defińıció

Az [a, b] intervallum egy P felosztásán olyan P véges halmazt
értünk, amelyre {a, b} ⊂ P ⊂ [a, b].
Ha P n + 1 elemű és elemeit x0 , x1 , . . . , xn jelöli, akkor
feltesszük, hogy

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b

(azaz P elemeit növekvőleg indexelve soroljuk fel).

Megjegyzés: A felosztás által meghatározott részintervallumok
nem feltétlenül egyenlő hosszúságúak.

Példa: A [0, 1] intervallum felosztásai például

{ 0 , 1 }, { 0 ,
1

3
, 1 }, { 0 ,

1

4
,

1

2
,

3

4
, 1 }.



A Riemann-integrál fogalma Az integrál létezése és kiszáḿıtása Felhasznált irodalom

Alsó- és felső integrálközeĺıtő összegek
Defińıció. Ha f : [a, b]→ R korlátos és P = { xj | j = 0, 1, . . . , n }
az [a, b] intervallum egy felosztása (az előző defińıció jelöléseivel),
legyen

mi = inf{f (t)|t ∈ [xi−1, xi ]} = inf f ([xi−1, xi ]),

Mi = sup{f (t)|t ∈ [xi−1, xi ]} = sup f ([xi−1, xi ])

(i = 1, 2, . . . , n), valamint

s(f ,P) =
n∑

i=1

mi (xi − xi−1)

[az f függvény P-hez tartozó alsó integrálközeĺıtő összege] és

S(f ,P) =
n∑

i=1

Mi (xi − xi−1)

[az f függvény P-hez tartozó felső integrálközeĺıtő összege].
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Beosztások és összegek összevetései

Defińıció. Ha P1 és P2 felosztásai [a, b]-nek, azt mondjuk, hogy
P2 finoḿıtsa P1-nek, ha P1 ⊂ P2 .
A P1 és P2 közös finoḿıtása P1 ∪ P2 .

Megjegyzés. Ha f : [a, b]→ R korlátos és P1 ⊂ P2 az [a, b]
felosztásai, akkor

s(f ,P1) ≤ s(f ,P2) és S(f ,P1) ≥ S(f ,P2) .

Így, ha P1 és P2 tetszőleges felosztás (nem feltétlenül egymás
finoḿıtásai), akkor

s(f ,P1) ≤ s(f ,P1 ∪ P2) ≤ S(f ,P1 ∪ P2) ≤ S(f ,P2).

Emiatt { s(f ,P) : P felosztása [a, b]-nek } felülről korlátos,
illetve { S(f ,P) : P felosztása [a, b]-nek } alulról korlátos.
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Alsó és felső Darboux-integrál

Defińıció. Ha f : [a, b]→ R korlátos, az

I =

∫ b

a

f = sup{ s(f ,P) |P felosztása [a, b]-nek } és

I =

∫ b

a
f = inf{ S(f ,P) |P felosztása [a, b]-nek }

valós számokat az f függvény ([a, b] intervallumon vett) alsó,
illetve felső Darboux-integráljának nevezzük.

Megjegyzés. ∫ b

a

f ≤
∫ b

a
f .
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Riemann-integrálható függvény fogalma

Defińıció. Azt mondjuk, hogy az f : [a, b]→ R korlátos függvény

Riemann-integrálható ([a, b]-n), ha
∫ b

a
f =

∫ b

a f .

Ekkor az alsó illetve felső Darboux-integrálok közös értékét az f
Riemann-integráljának nevezzük és

∫ b
a f vagy

∫ b
a f (x) dx módon

jelöljük.
R([a, b]) jelöli az [a, b]-n Riemann-integrálható függvények
halmazát.

Megjegyzés. Szokás a határozott integrál elnevezés használata is.
Vegyük észre, hogy a határozott integrál (azaz a Riemann-integrál)
értéke — ha létezik — egy valós szám, tehát fogalmilag lényegesen
eltér a határozatlan integráltól, ami a primit́ıv függvények
összessége (tehát egy függvény-család).



A Riemann-integrál fogalma Az integrál létezése és kiszáḿıtása Felhasznált irodalom

Beosztás szelekciója

Defińıció. Legyen P = { xj | j = 0, 1, . . . , n } az [a, b] intervallum
egy felosztása (az első defińıció jelöléseivel). Azt mondjuk, hogy
τ = (t1, t2, . . . , tn) a P felosztás egy szelekciója, ha
xj−1 ≤ tj ≤ xj (j = 1, . . . , n).

Továbbá, ha f : [a, b]→ R korlátos, akkor a

σ(f ,P, τ) =
n∑

j=1

f (tj) (xj − xj−1)

számot az f függvénynek a P felosztáshoz és annak τ
szelekciójához tartozó közbeeső integrál-közeĺıtő összegének
nevezzük.

Megjegyzés: s(f ,P) ≤ σ(f ,P, τ) ≤ S(f ,P).
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A Newton–Leibniz-formula

Newton–Leibniz-tétel

Legyen f : [a, b]→ R Riemann-integrálható és F : [a, b]→ R
folytonos függvény úgy, hogy ∀x ∈]a, b[: F differenciálható x-ben
és F ′(x) = f (x). Ekkor∫ b

a
f = F (b)− F (a).

Megjegyzés. A tétel végén álló egyenlőség az úgynevezett
Newton–Leibniz-formula.
Ez a határozott integrál kiszáḿıtásának problémáját visszavezeti a
primit́ıv függvény (illetve a határozatlan integrál) kiszáḿıtásának
problémájára.
Technikai okokból szokásos a(z)
F (b)− F (a) = [F (x)]ba = [F (x)]x=b

x=a jelölés használata.
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A Newton–Leibniz-tétel bizonýıtása (1. oldal)
Bizonýıtás. Legyen P az [a, b] egy tetszőleges felosztása (a fenti
jelölésekkel). A Lagrange-féle középérték-tétel szerint
∃tj ∈]xj−1 , xj [:

F (xj)−F (xj−1) = F ′(tj)(xj−xj−1) = f (tj)(xj−xj−1) (j = 1, . . . , n),

ezért τ = (t1, . . . , tn) egy szelekciója P-nek és

F (b)−F (a) =
n∑

j=1

(F (xj)− F (xj−1)) =
n∑

j=1

f (tj)(xj−xj−1) = σ(f ,P, τ),

továbbá mj ≤ f (tj) ≤ Mj (j = 1, . . . , n) miatt

s(f ,P) ≤ σ(f ,P, τ) ≤ S(f ,P),

azaz
s(f ,P) ≤ F (b)− F (a) ≤ S(f ,P).
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A Newton–Leibniz-tétel bizonýıtása (2. oldal)

Mivel P tetszőleges felosztás volt, ebből∫ b

a

f ≤ F (b)− F (a) ≤
∫ b

a
f

adódik, amiből f Riemann-integrálhatósága miatt kapjuk az
álĺıtást.

Példa: ∫ e

1

1

x
dx = [ln(x)]e1 = ln(e)− ln(1) = 1− 0 = 1 .
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A Riemann-kritérium

Defińıció

Legyen f : [a, b]→ R korlátos és P az [a, b] intervallum egy
felosztása. Az

ω(f ,P) = S(f ,P)− s(f ,P)

valós számot az f függvény P-hez tartozó oszcillálós összegének
nevezzük.

Riemann-kritérium

Egy f : [a, b]→ R korlátos függvény akkor és csak akkor
Riemann-integrálható, ha ∀ε > 0 számhoz ∃P felosztása [a, b]-nek
úgy, hogy ω(f ,P) < ε .
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Folytonos függvények integrálhatósága

Defińıció. A P = { xj | j = 0, 1, . . . , n } felosztás (ahol
a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b) finomságán a

‖P‖ = max{ xj − xj−1 | j = 1, . . . , n }

számot értjük.

Tétel

Ha f : [a, b]→ R folytonos, akkor Riemann-integrálható.
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Bizonýıtás (folyt. fv. integrálható)

Legyen ε > 0 . Mivel [a, b] kompakt halmaz, f egyenletesen
folytonos. Ezért létezik δ > 0 úgy, hogy ha
x , y ∈ [a, b], |x − y | < δ , akkor |f (x)− f (y)| < ε

2·(b−a) .

Legyen P = { x0 , x1 , . . . , xn } egy felosztása [a, b]-nek úgy, hogy
‖P‖ < δ . Ekkor

Mj −mj ≤
ε

2 · (b − a)
(j = 1, . . . , n).

Tehát

ω(f ,P) =
n∑

j=1

(Mj−mj)(xj−xj−1) ≤ ε

2 (b − a)

n∑
j=1

(xj−xj−1) =
ε

2
< ε .
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Monoton függvények integrálhatósága

Tétel

Ha f : [a, b]→ R monoton, akkor Riemann-integrálható.

Bizonýıtás. Legyen pl. f monoton növekvő és ε > 0 tetszőleges.
Ekkor, ha P = { x0 , x1 , . . . , xn } olyan felosztás, amelyre az igaz,
hogy ‖P‖ < ε

f (b)−f (a)+1 , akkor mj = f (xj−1) és Mj = f (xj)

(j = 1, . . . , n), ezért

ω(f ,P) =
n∑

j=1

(Mj −mj)(xj − xj−1) =
n∑

j=1

[f (xj)− f (xj−1)](xj − xj−1)

≤ ‖P‖
n∑

j=1

[f (xj)− f (xj−1)] = ‖P‖[f (b)− f (a)]

≤ ε

f (b)− f (a) + 1
[f (b)− f (a)] < ε .
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