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1. Magasabb rendii derivaltak

1.1. Derivaltfogalmak és jelolések

1.1. Definicié. Legyen D C R" nyilt, zp € D, f: D — Rés 2 < k € N. Azt
mondjuk, hogy

e f k-szor parcidlisan differencidlhaté xo-ban, ha 3§ > 0 : K(z¢,0) C D és
Vo € K(l’o, 6) . V(il, ig, Ce ,Z'kfl) < {1, 2, c. ,n}k_l . ElDilDiz . D'kalf(x) és
a D;D,;,...D,; ,f fuggvénynek Vi € {1,...,n} esetén 3 az i-edik parcidlis
derivéltja xg-ban.

e f k-szor differencidlhaté xo-ban, ha 3§ > 0 : K(x,0) C D és Vo € K(xg,0) :
V(il,ig, e ,ik—l) S {1, 2, ce ,n}k’l : HDilDig .. Dik—l (l’) és aDilDiQ e Dik—lf
fliggvény differencialhato zg-ban.

e f k-szor folytonosan differencidlhaté xg-ban, ha 3§ > 0 : K(xz9,0) C D és
Vo € K(x0,0) : V(i1 d9,...,ix) € {1,2,....n}* : 3D; Dy, ... D; f(z) és a
D, D, ...D,, f figgvény folytonos xy-ban.

e f k-szor [folytonosan| [parcidlisan] differencidlhatd, ha Vx € D : f k-szor
[folytonosan| [parcidlisan] differencialhaté z-ben.

1.2. Megjegyzés. Vektorértéki fiiggvényekre a fenti fogalmak ugy értendok, hogy
minden komponens-fiiggvényre teljestilnek.

1.3. Megjegyzés. Nem lokalis megfogalmazasban ezek a fogalmak kozvetlentil egy-
szeriibben is bevezethetéek. Példaul f : D — R kétszer differencidlhato, ha f minden
parcidlis derivéltja létezik (D minden pontjdban) és ezen parcidlis derivaltak mind-
egyike differencialhato.

1.4. TETEL. Young tétele: Legyen D C R2? nydlt és tegyiik fel, hogy f : D — R
kétszer differencidlhatd az (zo,y0) € D pontban. Ekkor

D1 Ds f(xo,y0) = DaD1 f(20, yo).




Bi1zoNYITAS. Elészor bemutatunk egy bizonyitédst azt feltételezve, hogy f kétszer
folytonosan differencidlhaté az (zg,yo) € D pontban (legtébbszor ilyen fiiggvényekre

alkalmazzuk a tételt). Legyen h > 0 gy, hogy f kétszer differencialhaté az
[0, 2o + h] X [yo, Yo + h] pontjaiban, tovabba legyen

A(h) = f(zo+ h,yo + 1) — f(xzo + hyyo) — f(@0,90 + B) + f (0, Y0) (0<h<h).
Legyen tovdbba F(z) = f(z,yo + h) — f(z,y0) (x € [x0, 20 + h]). Ekkor F diffe-
rencidlhaté és a Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint 3t €)0, 1]:
A(h) = F(zog+h)— F(xg) = F'(xo +th)-h
= [Dif(zo +th,yo + h) — D1 f(xo + th,yo)] - h
= DD f(xg+ th,yo+ sh)h - h,

ugyanis a g(y) = D1 f(yo +th.y) (y € [yo,yo + h]) fiiggvény is differenciglhaté, igy
ds €]0, 1], amire a fenti egyenléség fenndll. Emiatt

lim M

heo h2 lim Do D1 f(yo + th,yo + sh) = Do Dy f(z0,0)-

Hasonléan kapjuk, hogy

A
RS

= D1 Dy f(x0, Yo)-

Az eredeti (gyengébb) feltétel mellett (amikor az adott pontban kétszer diffe-
rencidlhaté a fiiggvény) elészor csak azt hasznalhatjuk ki, hogy f elsérendii parcialis
derivéltjai léteznek (xg, yo) egy kornyezetében, igy példaul egy [xo, zo+h] X [yo, Yo+ h]
szerkezetl halmaz pontjaiban is, ezért a fentiekhez hasonléan kezdhetjiik A(h) ki-
fejtését, majd azt is felhasznaljuk, hogy pl. a D, f parcialis derivélt differencialhato
— és igy linedrisan approximalhaté — az (xg, o) pontban, tehét 3t €]0, 1[:

A(h) = F(zog+h)— F(xg) = F'(xg+th)-h
= [le(l’o -+ th, Yo + h) — le(l’o -+ th, yg)] -h
= (Dif(wo,50) + (D1f) (w0, y0) (th, h)" + w(zo + th,yo + h)||(th, B)" ) - h
— (D1f(z0,y0) + (D1f) (0, 40) (th, 0)" + w(wo + th,yo) || (th,0)" ) -

= ((le),(%, Y0)(0, h)" 4+ w(wo + th, yo + h)hV1? + 1 — w(xo + th, yo)th> h

= (Dlef(l"o,yo) +w(xo +th,yo + h)VI2 + 1 — w(x + th,yo)t> -h2,

ahol
lim w(x,y) =0,
(z,y)—=(20,%0) (:9)
ezért A
}E}% 72 = Dy D f (20, Yo)-

Ezutdn a bizonyitast ugyantgy fejezhetjiik be, mint az elébb, miszerint hasonléan
igazolhatd ugyanez az egyenlGség a masik vegyes parcidlis derivaltra. U



1.5. Megjegyzés. A fenti tétel alapjan tetszoleges n-valtozés, k-szor (folytonosan)
differencidlhato fiiggvény parcidlis derivaltjai nem fiiggenek a derivélds(ok) sorrend-
jétél, pl.

D1DyD1Ds f(x1, 2, x3) = D1 Do D3 Dy f(x1, 29, 23) = D1 D3Do D1 f (21, %2, 23) =

= D3D1 Dy Dy f(21, %2, 23) = D3Do Dy Dy f(21, 22, T3)

stb., ezért a fenti derivéltak mindegyike helyett roviden D?DyDsf(xq, 1o, x3) vagy
orf

pl: ———"—F—

8ZE18ZE28$3

(21, T2, x3) irhato.

1.2. Taylor-tétel

1.6. Megjegyzés. Han,k € N, z,h € R”, valamint D C R" nyilt dgy, hogy Vt €
[0,1] : x +th € D, tovdbba f: D — R k-szor differencidlhaté és

F(t) = flz+th)  (te[0,1)),

akkor ' k-szor differencidlhato, tovabba Vt € [0, 1] :

F'(t) = f(z+th)-h=> Dif(x+th)-h,

=1
F'(t) = i(ZDDf (z + th) - ) - hy _iiD]le (z +th) - h
i=1 \j=1 i=1 j=1
FR@) = Z Z (ZDikDikl...Dil f(x+th)hik> iy - hiy =
ip—1=1 \ip=1
= Z ZD“.. fl@4thhg, .. hi,.
11=1 =1

1.7. Jelolés.
ZZ ZDan- D, f(@)hiyhiy - . . h,
11=112=1 =1

[f k-adik differencidlja az x pontban és a h irdnyban] [= F*)(0)]

1.8. TETEL. [Taylor-formula): Han € N, k € NU {0} z,h € R”, valamint
D C R™ nyilt udgy, hogy ¥t € [0,1] : x +th € D, tovabbd f : D - R (k+ 1)-szer
differencidlhato, akkor 3s €]0,1[ gy, hogy

kogi (k+1)
f(x)—i—zdjf@’h)%—d +1 f(:l?—l—sh,h).

(TF)  flz+h) = i D

(1)

J=1



Bi1zoNYITAS. Alkalmazzuk az n = 1 esetre vonatkozé Taylor-formuldt a fenti
megjegyzésben bevezetett F' fiiggvényre a tg = 0, ¢t; = 1 pontban:

F(k+1)(8)

W(l _ 0)k+1 —

flx+h)=F(1)=F(0)+

J=1

FU)(0) ;
7 (1-0) +

Y dif(x h)  d*FLf(z + sh, k)
=f@)+) Tkt

Jj=1

» »

2. Szélsoérték-szamitas

” »

2.1. Szélsoérték fogalma és sziikséges feltétele

2.1. Definicié. Legyen (X,d) metrikus tér, £ C X. Azt mondjuk, hogy az
f  E — R fluggvénynek lokélis minimuma van az xo € E pontban, ha 36 > 0
ugy, hogy Vx € EN K(xg,9) :

f(zo) < f(2).

2.2. Definicié. Legyen (X,d) metrikus tér, £ C X. Azt mondjuk, hogy az
f + E — R figgvénynek lokdlis maximuma van az xy € E pontban, ha 46 > 0
ugy, hogy Vo € E N K(xo,9) :

fxo) = [(x).
2.3. Megjegyzések. 1.) Ha x( bels6 pontja E-nek, akkor Vx € E'N K(x9,0) he-
lyett Vo € K(x0,0) irhatd.
2.) Ha a definicié végén Vo € K(xp,96) \ {zo} : f(xo) < f(x) &ll fenn, akkor azt

mondjuk, hogy f-nek szigoru lokalis minimuma van zy-ban.

3.) Ha a definicié végén Vo € K(xp,96) \ {zo} : f(xo) > f(z) &ll fenn, akkor azt
mondjuk, hogy f-nek szigoru lokalis maximuma van xp-ban .

4.) Széls6érték (extrémum) € {minumum, maximum}.

2.4. TETEL. [sziikséges feltétell: Han € N, D C R™ nyilt, j € {1,2,...,n}, az
f: D — R fugguénynek lokdlis szélséértéke van az x = (x1,%s,...,x,) € D pontban
és létezik D, f(x), akkor

D;f(z) = 0.

BizoNY{TASs. Legyen r > 0tgy, hogy K (x,r) C D és alkalmazzuk az egyvaltozds
esetre vonatkozé megfeleld tételt a

ot) = f(z1,...,zj-1,t, Tje1, .., xn)  (E €y — 1oz +7])

figgvényre a t = x; pontban. OJ



2.2. Elegendo feltétel
2.5. TETEL. [elegendd feltétel]: Tegyiik fel, hogy n € N, D C R™ nyilt, zy € D,
[+ D — R kétszer [folytonosan] differencidlhaté xo-ban és D;f(xg) = 0 (j =
1,2,...,n) [azaz xy ,,staciondrius” pontja f-nek|. Ha a

Q(h) = & f(xo,h) (h €R")
kvadratikus forma pozitiv [negativ] definit (azazVh € R"\ {0} : Q(h) > 0 [Q(h) < 0]),

akkor f-nek szigori lokdlis minimuma [maximumal van xg-ban. Ha Q indefinit (azaz
FrW @ e R™: Q(hY) < 0 < Q(h®?)), akkor f-nek nincs lokdlis szélséértéke xq-ban
[,,nyeregpont”].

BizoNYITAs.  Tegyiik fel, hogy Q(h) pozitiv definit. Ekkor 3r > 0 gy, hogy
u e R, ||lu| < resetén a Q(h) = d®f(xg +u, h) (h € R") kvadratikus forma is
értelmes és pozitiv definit. Igy h € R, ||h|| < r esetén Is €]0, 1] gy, hogy

(o + sh, )

Flao+h) = flao)+ d'flao,h) + = Jw)+ 5 f ot sh,h) > F ()
——

2
_Xn: Djf(xo)h;j=0
j=1
ha h # 0. Hasonléan kapjuk a tobbi allitast. O

2.6. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitas akkor alkalmazhatd, ha f kétszer folytonosan
differencialhaté zg-ban. Azonban a tétel akkor is érvényes marad, ha csak azt tessziik
fel, hogy f kétszer differencialhaté xg-ban. Ebben az esetben a Taylor-tételt a k = 0
esetre alkalmazva kapjuk, hogy létezik § > 0, melyre minden h € R™, ||h]| < J esetén
van olyan sj, €]0, 1], amire

f(wo + h) = f(wo) +d" f(zo+ snh, h) = f(wo) + Z D;f(zo + sph)h; (2)

j=1
teljesiil. Mivel a D;f parcialis derivaltak mindegyike differencidlhaté — és igy line-
arisan approximalhaté — xo-ban, ezért Vj € {1,2,...,n} esetén létezik w;: D — R
ugy, hogy lim, . w;(zr) = w;(zg) =0 és
D;f(xo+ sph) = Dj;f(xo) +(D;f) (xo)snh 4+ wj(xo + sph)| sph|
0
= sn Y D;D; f(xo)hi + spw;(wo + sph)|[ 1] -
i=1

Ezt a (2) kifejezésbe visszahelyettesitve

flao +h) = f(z0) + snQ(h) + sul|B] D wi(xo + suh)hy

j=1
adédik. Ha pl. @ pozitiv definit, akkor az egységgomb-héjon felvett mg minimuma

h) —
pozitiv szdm, igy 111}&151f f (o —ZhH)hH?f(xO)

>mg >0 stb.



