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1. Valo6s vektortér

1.1. Definicié. Az X halmazt valds [azaz R feletti] vektortérnek nevezziik, ha adott egy

+: X x X — X miivelet [,,06sszeadds”] és egy
iR x X — X leképezés |, skaldrral val6 szorzds”] gy, hogy
Ve,y,z€ X :Viu e R:

(i) (z+y)+z=2+(y+2);
i) e+y=y+ux

(iii) e X : Ve e X 12+ 0 =z
)

(iv) Ve e X : 3(—z) € X tw + (—2) =0;
(1) — (iv)-ig azt jelenti, hogy az (X, +) Abel- csoport].

1.2. Példa. 1. C

2. Ha H tetszoleges halmaz és x,y : H - R, X € R esetén
(z+y)(t) =z@) +y(t), (A)(t)=Azxt) (te€H),

akkor R = {¢ : H — R} vals vektortér.

1.3. Definicié. Y C X az X valds vektortér altere, ha
Ve,yeY:VAeR:z+yeY, \xeY.



1.4. Definicié. Legyen X valés vektortér. Y C X linedrisan fiiggetlen, ha k € N,

Y1, Y2, ..., Yk € Y killonbozé elemek (y; # y;, ha i # j), c1,¢2, ..., cx € R,
k

0= E cjy; esetén ¢ =cp=...=¢,=0.

j=1
Tovabba E C X esetén legyen

k
Lin(E)z{qu”kEN, rjeE ¢;eR (jzl,...,k:)}
j=1

az F linearis burka.
[Megjegyzés: Lin()) = (). Ha E # (), akkor Lin(E) altér (,,az E &ltal generalt altér”)].
E C X bézis (,,az X egy bazisa”), ha F linedrisan fiiggetlen ¢és Lin(E) = X

1.5. Megjegyzés. E C X esetén E bdazis <= Vr € X : 3 pontosan eqy ¢ : E — R gy,
hogy ¥ (u) = 0 véges sok u € E kivételével és x =) pib(u)u.

1.6. Tétel. * Ha E és H az X bdzisai, akkor card(E) = card(H).

1.7. Definicié. Az X vektortér bazisainak kozos szamossagat az X dimenzidjanak nevezziik.

2. Belso szorzat, norma

2.1. Definicié. Legyen X valds vektortér. Az (.,.) : X x X — R leképzést bels6 szorzatnak,
illetve X-et ezzel a leképezéssel belsészorzat-térnek nevezziik, ha Vz,y,z € X : VA € R :

2.2. Kovetkezmény. (z,y+ z) = (z,y) + (x, 2), (z, \y) = Nz, y),

2.3. Tétel (Schwarz—Cauchy—Bunyakovszkij-egyenl6tlenség). Ha (X, (.,.)) belsdszor-
zat-tér, akkor Vr,y € X : [{x,y)|? < {(x, ) - (y,y), tovdbbd az egyenlbség pontosan akkor
teljesil, ha {x,y} linedrisan figgd [nem linedrisan figgetlen] (vagy x = y).

Bizonyitds: Legyen \ € R tetszoleges, ekkor

0<(z+ Ay, z+Ay) = (z,2) + 2X(z,y) + N (y,y).

Tehét (x,y) = (y,y) = 0 vagy a kifejezés \ olyan masodfoki polinomja, aminek legfeljebb egy
valds gyoke lehet (mert ha két valés gyoke lenne, akkor azokban eléjelet véltana, igy felvenne
negativ értékeket is), tehdt a diszkrimindnsa nem pozitiv, vagyis (y,y) > 0 és

0> 4z,y)* — Kz, 2)(y,y) = 4(z,1)* — (z,2){y,y)].



2.4. Definicié. Legyen X valds vektortér. A(z) ||.|| : X — R leképezést normanak, illetve
(X, ||-]|)-et normé&lt térnek nevezziik, ha Vx,y € X : VA € R:

(NT) [l + gl < [l + [yl
(N2) [ Az[[ = [A[- [l

(N3) [[z[| >0, ha 2 #0, /0[] =0.

2.5. Tétel. Ha (X, (.,.)) belsdszorzat-tér és ||z|| = \/{(x,x) (x € X, akkor (X,||.||) normdlt
tér.

Bizonyitdas: (B4) = ||.|| értelmes és (N3). Tovabbd A € R, = € X esetén ||Az|| =
= (A, Az) = Nz, 2) = |\ (2, 2) = [\ [Jz]] (NV2).

Tovédbba Va,y € X : |z +y|]? = (x +y, 2 +y) = (v, 2) + 2(z,y) + (y,y) < (x,2) + 2|{z,y)|+
Hy.y) < (z 2y +2y/(@,2) - (v, u) + . m) = [zl + 20|z (|[yl] + [lyl1* = (=[] +[ly])* = (N1).
n

2.6. Megjegyzés. A ||.|| norma a fenti médon belsé szorzatbol szarmazik <= Vx,y € X :

lz +yl* + [lz = ylI? = 2lJ2[]* + 2[ly|[*.

2.7. Megjegyzés. Ha X belsdszorzat- tér az elébbi modon bevezetett normdval, akkor
Ve, y,u,w e X :

(2, y) = (uw,w)| = [{z,4) — (w, 9) + (u,y) = (w,w)| < [z, y) = (w, )| + [{w, y) = {u,0)| =
= [ —uwy)| + [(u,y —w)| <|lz —ull - |ly[] + [[ul] - [[y — wl].

2.8. Megjegyzés. Ha X normdlt tér, akkor Vz,y,u,w € X : VA, u € R:
(a) [[(z+y) — (u+w)| <[l —ul| + [y —wl];

(0) Az — pyl| = [|Az = Ay + Ay —py[| < [|Az = Ay[[+ Ay — pyl] = [[Mz =) [[+[[(A=p)yl| =
= [Mllz =yl + X = pl - [lyl];

(c) llzll =1yl < [lz = yll (ugyanis |lx]| = [|(z = y) + yl| <[z =yl + Iyl = 2|l = |ly]] <
< [lz =yl és hasonldan [ly|| = [|z[| < |ly — 2|l = |lz = yll = =l = yll < [=[] = lly[])-

2.9. Tétel. Ha (X,||.||) (valds) normdlt tér és d(z,y) = ||z —y|| (x,y € X), akkor
d: X x X — R metrika.

Bizonyitas:

(M1) d(z,y) =|lr —y|| >0, haaz  —y # 0, azaz x # y és d(x,z) = ||z — z|| = ||0]| = 0;
M2) d(y, =) = [ly — [ = [(=D(x =y)ll = [ =1 - |[z = yl| = 1-d(z,y) = d(z, y);

(M3) d(z,y) = |lx —yll =l — 2+ 2 —yll < [lz = 2l + [[z =yl = d(x, 2) + d(z,y).

=

2.10. Megjegyzés. 1. Belsdszorzat-téren Vy € X : ¢, (z) = (z,y)(= (y, x)), mint
v, : X = R folytonos (mert Lipschitz-fv.);
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2. Ha X normadlt tér, akkor az fy(z) =x+y (x € X) [f,: X = X]|, ga(z) =Xz (v € X)
g+ X = X]|, hy(v) = vy (v € R) [hy : R = X] é ||.|| : X — R folytonos
(ye X,\ €R)

2.11. Definicié. Ha az (X, ||.||) normalt tér (mint metrikus tér) teljes, akkor Banach-térnek
nevezzilkk. Ha az (X, (.,.)) belsOszorzat-tér az ||z|| = \/(z,z) (x € X) normaval Banach-tér,
akkor Hilbert-térnek nevezziik.

2.12. Definicié. Legyen X és Y valds vektortér. A ¢ : X — Y bijektiv leképezést
vektortér-izomorfizmusnak nevezziik, ha Vzi, 2o € X : VA € R :

Pp(AT1) = Ap(T1) és (71 + T9) = (1) + p(72).

Tovébba, ha (X, || ||x) és (Y, || ||y) valés normalt terek, a ¢ : X — Y vektortér-izomorfizmust
normalt tér izomorfizmusnak nevezziik, ha

Ve e X :le(@)]ly = [l=]|x-

Hasonléan, ha X és Y valds belsoszorzat-terek, a ¢ : X — Y vektortér-izomorfizmust
belsoszorzat-tér izomorfizmusnak nevezziik, ha

Vay, xg € X (p(x1), o(x2)) = (21, T2).

2.13. Megjegyzés. Ha ¢ : X — Y belsoszorzat-tér izomorfizmus, akkor a belsé szorzatokbol
szdarmazo normdkra nézve @ normdlt tér izomorfizmus.

2.14. Megjegyzés (A bels6szorzat-tér geometridja). A S-C-B-egyenldtienség miatt, ha

(z,9) < 1. Ekkor ¢ = arccos <M> €

X belsdszorzat-tér és x,y € X \{0}, akkor —1 < m < IR

0, 7] az x és y vektorok ,,szége”.

2.15. Kovetkezmény. Egymdssal izomorf belsdszorzat-terekben ,,ugyanaz” a geometria
(szdgek, tdvolsdgok), a topoldgia és a sorozat-konvergencia.

2.16. Definicié. Legyen || || és || ||* két norma az X val6s vektoréren. Azt mondjuk, hogy
| || és || ||* ekvivalens, ha

dm, M €]0, +oo[ tgy, hogy Ve € X : m||z|| < ||z|]* < M - ||z]].

2.17. Allitas. A normdk ekvivalencidja ekvivalencia-relacic az X-en értelmezhetd normdk
halmazan.

Bizonyitds: [Hézi feladat| m
2.18. Allitas. A definicio jeloléseivel, ha
K(xg,r) = {x e X :|lx—uzl| <r}

és K*(xg,r) = {zeX:||lz—xl" <r} (xo € X, r>0),
akkorVxg € X :Vr > 0: K" (zg,m-1) C K(x0,7)

s r *

és K(xO,M) C K*(xo,r).

Bizonyitds: © € K*(zo,m-1) = ||z — || < S|z —zo|[* < & -mr =71 =z € K(xo,r) illetve
€K (29, %) = ||z —xo|[" < Mllz — || <M - L =r =z € K*(z0,7) m

2.19. Kovetkezmény. Ekvivalens normdakbol ugyanaz a topolégia, konvergencia, folytonossdyg,
hatdrérték, ... szirmazik.



3. A k dimenzios euklideszi tér

3.1. Definicié. Legyen k € Nés Ny ={l e N : [ <k} ={1,2,...,k}. Az N halmazon
értelmezett valds értéki fiiggvények halmazat RF-val jeloljiik, tovabba o € R* (azaz z : N, —

R) esetén legyen z; = x(j) (j € Ni) és & = (1, 22, ..., 2x) [ezért z-et rendezett szdm k-asnak
is szokds nevezni]. Az x; val6s szamokat az x komponenseinek (j = 1,2,..., k), az z-et pedig k
dimenzids vektornak is szoktuk nevezni. Ha A € R és . = (z1,...,2%), y = (y1,...,yx) € RE,
legyen

A = ()\xl,)\l'g,...,)\l'k),
r4+y = (T1+y,T2+ Y2 Tk + Yi),

k
(z,y) = Z%‘yj
j=1

=l = iz, 2) =

k

el = Dl & lalloo = max{fal, |22, ... Jaxl}.
j=1

3.2. Tétel. R” a definicidban bevezetett dsszeaddssal, kiilsé szorzdssal és belsé szorzattal Hilbert-
tér, tovdbbd (R, || ||1) és (R*,|| ||sc) is Banach- terek, valamint Vx € R* :

Iolloo < 2l < Klfzflo

és Nlzlloo < 2l < VElallo:
Tovibbd x = (x1,...,x;) € RF, zlnl = (x[ln],...,ngn]) € RF (n €N) esetén
= limz" <= Vj e Ny : z; = lim xg.n].

n—o0 n—oo

Bizonyitds: Konnyen ellendrizhetd, hogy R¥ vektortér [a kordbbi 2. példa specialis esete], 0 =

= (0,0,...,0) az Osszeadds egységeleme és z € R¥ esetén —x = (—x1,...,—a). A belsd
szorzat axiémadit is kénnyen ellendrizhetjiik ebben az esetben. Tehdt (R¥, (-,-)) belsdszorzat-
tér. Ugyancsak egyszerll szamolas mutatja, hogy ||.||1 és ||.|lcc normék az R¥ vektortéren.

Példaul, ha z = (z1,...,7%), ¥y = (y1,...,y) € R¥,
|21| = max{[xy|, |zaf, ..., [wul}, |y;] = max{|yi], [y, - . - lykl}
és 1 € Ni, akkor
i+ yil < sl 4 |yil < o] + [y;] = lJz]loo + [[Ylloo; ezért ||z 4+ ylloo < [|2]]oo + [|Yl]oo-
Tovabba

k
][0 = |2a] <) Jai] < klaal,

i=1

(azaz [|z]|oc < ||z[l1 < Kf[z[[oc) és

|| = 4/} <




(azaz ||2|oe < ||2]] < VEl2]o0)-

Ha 2 = lim 2" a || ||o szerint (<= || || szerint <= || ||, szerint), akkor Vj € {1,... Kk} :
n—o0

2l ) < 12l = a1

miatt
z; = lim z™.
J T—00 ']

Ha z; = lima:gn} (1=1,2,...,k) és ¢ > 0, akkor IN; € R:Vn € N:n > N, esetén

n—o0

Zlfgn} — ZL‘j

<e (j=1,2,....k).

Legyen N, = max{Ny, Ny,...,Ny}. Han € Nésn > N, akkor Vj € {1,...,k} : n > N;, igy

xgn] —

‘xg."] — x| <e,ezért ||z — || = max{ 1J € {1,2,...,1{:}} <&
Tehat

r = lim 2.
n—oo

Tegyiik fel, hogy (z") Cauchy-sorozat || ||« szerint (<= ||.|| szerint <= ||.||; szerint). Ekkor
Vie{l,... k}:

o — 2] < ot — 2t
= (x£"1> Cauchy-sorozat R-ben. Mivel R teljes, (JJE"]) konvergens, azaz

[n]

dr;eR:z; = lim:pj )

n—o0

Legyen @ = (1,%a, ..., a3), ekkor z = lim ™. Tehat R* teljes (mindhdrom norma szerint).
n—oo
"

3.3. Hazi feladat. Hatarozzuk meg és abrazoljuk a (nyilt) egységgdmbot az R2 térben a
Il 1111, || [|eo normdk szerint!

4. A k-dimenziés euklideszi tér szorzat alakja,
intervallumai, kompakt halmazai.
4.1. Definicié. Ha (X, (., .)x) és (Y, (., .)y) valés bels6szorzat-terek,
(zj,y;) e X xY (j=1,2)és X eR,

legyen
(x1,y1) + (22, 92) = (21 + 22, 11 +12);  Ax1,y1) = (Az1, Ayr);

és ((z1,11), (22,92)) = (x1, Z2)x + (Y1, Yo)v-



4.2. Allitas. X x Y a fenti (+,-, (., .)) struktirdval belsészorzat-tér.

B1ZONYITAS. gyakorlés ... O

4.3. Allitas. Ha m,k €N, az R™ x R* és R™** belsdszorzat-terek izomorfak.
BIZONYITAS VAZLAT. = = (z1,%2,...,%n) € R™ és u = (u1,us, ..., u;) € R¥ esetén legyen
k
o(z,u) = (T1, T2, ..., Ty, UL, U, - .., Uy) € R™TE,
Koénnyen ellendrizhetd, hogy ¢ : R™ x R¥ — R™** belsdszorzat-tér izomorfizmus.

4.4. Megjegyzés. Szokds a fenti dllitds alapjdn az R™ x R¥ = R™** eqyenldséget elfogadni,
illetve hasonldan, A C R™ és B C R¥ esetén az Ax B halmazt tekintjik R™ részhalmazdnak.

4.5. Definicié. Ha I; C R intervallum (j =1,2,...,k) és
I:{(l'l,l‘g,...,l'k)ERkll'jE]j (jzl,,k?)},

akkor az I halmazt k dimenziés intervallumnak nevezziik. Szokéas az I = I; X I, x ... X I,
felirdst hasznalni. Ha a;,b; € R, a; < b; és I; = [a;, bj] (j = 1,2,...,k), akkor a fent
definidlt I halmazt k dimenzids zért intervallumnak, vagy zart téglanak nevezziik. (Illetve,
ha 1Y C E C I, akkor az E halmazt téglanak nevezziik.)

Ha I az elébbiekben felirt zart tégla, akkor legyen

() = [ — ).

j=1

ezt az I tégla (k dimenzids) térfogatdnak nevezziik.

4.6. Megjegyzés. A fenti I zdrt tégla atmérdje megegyezik az
a=(ay,as,...,a;) ésb= (by, by, ..., bg)

vektorok ||b — al| illetve ||b — al|o vagy ||b — a||1 tdvolsdgdval, aszerint, hogy melyik norma
szerinti tavolsagot tekintyik.

A tovabbiakban legyen diam(H) a H halmaz ||| (euklideszi norma) szerinti atmérdje, tovabbd
diam; (H) illetve diamy,(H) az ||.||1 norma, illetve a ||.||c norma szerint vett atmérd.

4.7. Tétel (Cantor). Legyen I, C RF k-dimenzids zdrt intervallum (n € N) qigy, hogy
I, C1I, (n € N). Ekkor

(1. #0.
n=1

Bizonyirds. 3a{”.b" € R gy, hogy o' <" (j=1,....k; neN)és
Li={z=(1,...,o) €eR* [a\” <a; <0 (j=1,....k)} (neN),

tovéabbd Vj € {1,2,...,k} : Jy; € (02,0, 7], ezért y = (y1, 92, - i) € oy Lo 0

J



4.8. Tétel. Ha I C R* zdrt tégla, akkor I kompakt halmaz.

BizoNYiTAs. Hasonld a k = 1 esethez (ldsd: Bevezetés az analizisbe eldadas). O

4.9. Koévetkezmény (Heine—Borel-tétel). Eqy E C R* halmaz akkor és csak akkor kom-
pakt, ha korldtos és zdrt.

Bi1zoNYITAS. Beldttuk tetszéleges metrikus térben, hogy ha E kompakt, akkor E korldtos
és zart, valamint azt is, hogy ha K kompakt és E C K zart, akkor E kompakt. Ha E C R*
korlatos és zart, akkor létezik T C R¥ zart tégla, amire E C T, és T kompakt, ezért E is
kompakt. U

5. Linearis leképezések, matrixok

5.1. Definicié. Legyenek X és Y valds vektorterek. Az A : X — Y leképezést linearisnak
nevezzik, ha

(i)
Vi, z9 € X : A(zy + 1) = A(z1) + A(2) [azaz A ,,additiv’] és

(if)
Vee X :VAeR: A(Ax) = MA(z) [azaz A ,,homogén” ].

L(X,)Y)={A: X - Y |Alnedaris }. Ho A,B € L(X,Y) és A € R, legyen

(A+ B)(x) = A(z) + B(z) (z € X), illetve (AA)(z) = NA(z) (z € X).
Tovabbé, ha Z is valés vektortér, A € L(Y, Z), B € L(X,Y), akkor legyen
A-B= Ao B(azaz (A- B)(x) = A(B(x)) (z € X)).

5.2. Megjegyzés. A fenti jelolésekkel A- B € L(X,Z); L(X,Y) valés vektortér, specidlisan
L(X) = L(X, X) algebra.

5.3. Megjegyzés. Ha A € L(R",R™), tovdbbd e; = (0,...,0,1,0,...,0) (a j-edik elem 1,

az 0sszes tobbi0) (j=1,...,n) ésu; = (0,...,0,1,0,...,0) (az i-edik elem 1, az dsszes tibbi
nulla) (i =1,...,m) az R" illetve R™ standard bdzis-vektorai és

n

n

(x =21,29,...,2,) = g zje; € R",
Jj=1

valamant

A($) =Yy = (y17y27' .- aym) = Zyzuz € Rm’
=1



akkor

yi =y, w) = (Ax), w) = (A xjﬁj) ) Ui) = <Z 7 A(e;) s wi) = Z 5 (Ale;) s wi) -

j=1
Y1
: , x2 . Y2 PRSI Py
Ez azt jelenti, hogy ha x az , , Yy pedig az . oszlopmdtrizot jeloli, tovabbd
Ym
(Aler), u1) ... (Alen), up)
~ (Aler), ug) ... (Alen), uz)
A — . . 9
(Aer), um) .. (Alen), um)

akkor A m x n-es mdtriz [jele: Ae R™*n ] és y = Az. A tovdbbiakban az R™ beli vektorokat
nx 1-es oszlopmdtrizoknak tekintjik, azaz R"™ és R™1 koz6tt nem teszink kiilonbséget (n € N),

valamint A és A kéz6tt sem tesziink kiilonséget.

6. Linearis leképezések normaja

6.1. Definicié. A € L(R",R™) esetén legyen
[All = sup{[|A(z)[| - = € R, lz]| <1}.

6.2. Megjegyzés. Itt euklideszi normdkat tekintink, de barmely (R™-en illetve R™-en tekin-
tett) || ||a €s || |lo normdkhoz hasonloan definidlhato || Al .

6.3. Megjegyzés. x = (v1,29,...,2,) € R", ||z]| <1 esetén

o) [

< el - ZIIABJ |<Z||A€g |=>HA||<Z||A6J = llAll € R.

[A@) = = ZI%HIA )l < llolloo - ZHA e;)ll <

6.4. Lemma. A € L(R",R™) esetén
[A} = min{ ¢ € [0, +00) | Vo e R": [[A(z)]| < cflz] }.

BIZONYITAS. z € R™\ {0} esetén

4 = 14 (Rl - o) = lell - 14 (e ) 1) < - e,

tehat ||A|| eleme a fenti halmaznak. Madsrészt, ha ¢ > 0 is eleme a fenti halmaznak és x €
R", [lz|| <1, akkor
[A@)[| < c-[lz] < e,

igy [[Al| < e O



6.5. Lemma. Legyen k € N. Az RF téren bdarmely két norma ekvivalens. [ = R* bdrmely
normdval Banach-tér.]

BizoNYITAS. Elegend§ beldtnunk, hogy az R* téren barmely ||.|[* norma ekvivalens a ||.]|o
-val [a maximum normaéval].
Vo = (1, 29,...,7;) € RF:

k
E Tje]
=1

Emiatt a ¢(z) = ||z]|* (x € R¥) fiiggvényre Vz,y € R esetén

]l =

* k k
< lzgllle|l” < Mjzfle,  ahol M =" [le;*.
j=1

=1

o(@) =) = lllzl" = Iyl < llz = yl" < M|z = yllo,

Tehat ¢ : R¥ — R folytonos. Masrészrél S = {x € R* | ||z]| = 1} kompakt (mert korlatos
és zart), ezért dxy € S ugy, hogy

m = inf{p(z) : z € S} = p(xy) > 0.

Ekkor Vz € R*\ {0} :

ol = el i | =t ||| = Bl () 2 e
el = |2l - 7= || =2l - ||[m——2|| = l%]loo ¢ -~z ) > ml|7] s
1]l 1]l (1P
U
6.6. Tétel. L(R™,R™) Banach-tér.
BIZONYITAS. El6szor azt kell beldtni, hogy a szakasz elején bevezetett ||.|| norma az

L(R™ R™) vektortéren.
Ha A # 0, akkor Jzy € R™ : A(xg) # 0, ezért

[A(zo)[| > 0 =0 [lzo]| = [IA]l > 0.

Tovabba A € R, A € L(R", R™) esetén

[AA) @) = [[AA@)[| = MA@ < AL AL - [zl = [IAA] < [ALA].-
Ha X # 0, akkor ebbdl

1 1
AL AL = AT I QA< AL I3 - IAAL = (IAA]L

Végil A, B € L(R™",R™) esetén
I(A+B)(2)|| = [[A(x)+B ()| < [[A@) I+ B@)| < ([Al+[IBID«] = [A+Bll < [Al+]B] -

Tehét ||.|| norma az R™™-en is igy ekvivalens R"™ euklideszi norméjaval, ezért teljes metrika
szarmazik beldle. O
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6.7. Tétel. L(R™) Banach-algebra. Ez azt jelenti, hogy L(R™) = L(R™,R") az R™-b4l in-
magaba képezd linedris fugguények, az dgynevezett linedris operdtorok (négyzetes mdatrizok)
halmaza az operdtorok pontonkénti osszeaddsdval, skaldrral szorzdsdval és A- B = Ao B
szorzdssal (mdtrix-szorzdassal) algebra, tehdt vektortér, tovabbd a szorzds asszociativ, disztri-
butiv és mindkét vdltozdjaban homogén (de dltaldban nem kommutativ!), a normdval Banach-
tér ésVA, B € L(R") :

[A- Bl < (Al - IB]l-

BizoNYITAS. Miér csak az utolsé egyenlétlenséget kell ellenérizniink. Vo € R™ :
(A B)(@)|| = [[AB@)|| < [[Al - 1B@) | < [[All - [|B]} - [l]],

ezért [|A- Bl < [[A]l - [|B]. u

6.8. Tétel. Legyen G = {A € L(R™) : A injektiv }
(a) Hao A € G és B € L(R™), gy, hogy |B — A|| < HA—lle’ akkor B € G.
(b) G C L(R™) nyilt és ®(A) = A~! (A € G) folytonos.

BIZONYITAS.

(a) Vo e R™:

! 1 -1 T 1 . -1 T)|| = T)|| =
mllxll :m-llA (A(z))] < AT AT [ A@)]| = [[A(2)]]

= [I(A = B)(x) + B(x)|| < [(B = A)(=2)[| + |B(x)[| < [[B = Alll] = z[[ + | B(x)],
1

ezért || B(z)|| > [ ————
B > (7

—||B - A||) |z|| = [B(x) =0 <= z =0].

(b) az (a) allitdsbol kovetkezik, hogy G nyilt.
Tovébba, ha A € G és B € G ugy, hogy ||B — A| < m, akkor egyrészt a fenti
becslésbél (z = B~1(y) helyettesitéssel)

! <
Ly — 1B = A]

AT

—_

1B < = 2[|A7,

1 1
M 2fAT]

A

masrészt

1B = A7 = B A= BAT < B - A - Bl A7) < 2 A7) B - AL

O
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