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Az alábbiakban k ∈ N rögźıtett.

1. Az integrál tégla-additivitása

1.1. TÉTEL. Legyen I, T ∈ Ik úgy, hogy (I ∩ T )◦ = ∅ és I ∪ T ∈ Ik, valamint
f : I ∪ T → R (korlátos). Ekkor

f ∈ R(I ∪ T ) ⇐⇒ f |I ∈ R(I) és f |T ∈ R(T ).

Továbbá, ha

f ∈ R(I ∪ T ), akkor

∫
I∪T

f =

∫
I

f +

∫
T

f.

Bizonýıtás. Lényegében megegyezik a k = 1 esetben léırtakkal. �

1.2. Következmény. Ha I ∈ Ik , f ∈ R(I) és {Ij}nj=1 ∈ D(I), akkor f ∈ R(Ij)
(j = 1, 2, . . . , n) és ∫

I

f =
n∑
j=1

∫
Ij

f .

Bizonýıtás. Az előző tételből következik a tégla-térfogat additivitásának iga-
zolásához hasonló indoklással. �
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2. A Riemann-integrálhatóság Lebesgue-kritériuma

2.1. Lebesgue szerint nullmértékű halmazok

2.1. Defińıció. H ⊂ Rk Lebesgue szerint nullmértékű [jele: H ∈ Lk0], ha

∀ε > 0 : ∃In ∈ Ik (n ∈ N) úgy, hogy H ⊂
∞⋃
n=1

I0n és

∞∑
n=1

v (In) < ε.

[ Megj: Elegendő H ⊂ ∪∞n=1In ellenőrzése...]

2.2. Példák. 1.) T ∈ Ik−1, U ⊂ R megszámlálható, H = T × U . Ekkor H ∈ Lk0,
mert U = {un|n ∈ N} esetén

H ⊂
⋃
n∈N

T̃ ×
[
un −

ε

2n+1vk−1(T̃ ) + 1
, un +

ε

2n+1xk+1(T̃ ) + 1

]
,

ahol T̃ ∈ Ik−1, T ⊂ T̃ ◦.

2.) Ha Hn ∈ Lk0 (n ∈ N), akkor ⋃
n∈N

Hn ∈ Lk0.

2.2. Baire-függvények

Ebben a szakaszban feltesszük, hogy I ∈ Ik és f : I → R korlátos.
Legyen x0 ∈ I, δ > 0 esetén

mδ
f (x0) = inf [f(I ∩K(x0, δ))] ,

M δ
f (x0) = sup [f(I ∩K(x0, δ))] .

Ekkor δ 7→ mδ
f (x0) (δ > 0) monoton csökkenő, δ 7→ M δ

f (x0) (δ > 0) monoton
növekvő, ı́gy létezik

mf (x0) = lim
δ→0+

mδ
f (x0) = sup{mδ

f (x0) : δ > 0} és

Mf (x0) = lim
δ→0+

M δ
f (x0) = inf{M δ

f (x0) : δ > 0}.

Az ı́gy értelmezett mf , Mf : I → R függvényeket az f alsó, illetve felső Baire-
függvényének nevezzük.

A feltevés szerint létezik olyan K pozit́ıv valós szám, amelyre

|f(x)| ≤ K (x ∈ I), ezért
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−K ≤ mf (x) ≤ f(x) ≤Mf (x) ≤ K (x ∈ I),

továbbá f folytonos x0-ban ⇐⇒ mf (x0) = Mf (x0) [= f(x0)].

Legyen E = {x ∈ I : mf (x) < Mf (x)}, valamint h > 0 esetén

Eh = {x ∈ I : Mf (x)−mf (x) ≥ h}.

2.3. Álĺıtás. Eh zárt.

Bizonýıtás. x0 ∈ Eh, δ > 0 =⇒ ∃y ∈ Eh ∩K(x0 , δ), továbbá

r = δ − d(y, x0) > 0 és K(y, r) ⊂ K(x0 , δ), ı́gy

M δ
f (x0)−mδ

f (x0) ≥M r
f (y)−mr

f (y) ≥Mf (y)−mf (y) ≥ h

=⇒ Mf (x0)−mf (x0) ≥ h,

azaz x0 ∈ Eh . �

2.3. A Lebesgue-kritérium

2.4. TÉTEL. [a Riemann-integrálhatóság Lebesgue-kritériuma]: Legyen I ∈ Ik és
f : I → R korlátos. Ekkor f ∈ R(I) ⇐⇒ f szakadási helyeinek halmaza Lebesgue
szerint nullmértékű.

Útmutatás a bizonýıtáshoz. Alkalmazzuk az előző szakasz jelöléseit. Eszerint
E jelöli f szakadási helyeinek halmazát.

Először tegyük fel, hogy E ∈ Lk0 . Ekkor ε > 0 esetén

h =
ε

2v(I)
> 0,

továbbá Eh ⊂ E miatt Eh ∈ Lk0. Továbbá Eh ⊂ I zárt, ı́gy kompakt. Ezért ∃n ∈ N
és Ij ∈ Ik (j = 1, . . . , n) úgy, hogy

Eh ⊂
n⋃
j=1

I◦j ⊂

(
n⋃
j=1

Ij

)◦
és

n∑
j=1

v(Ij) <
ε

4K
.

Feltehető (a második tartalmazás megőrzésével az I altér szerinti belső pontokkal),
hogy

Ij ⊂ I (j = 1, . . . , n) és (Ij ∩ Ii)◦ = ∅,
ha j 6= i. Minden x ∈ I \ Eh : ∃δx > 0 :

M δx
f (x)−mδx

f (x) < h.

Nyilván

Q = I \

(
n⋃
j=1

Ij

)◦
⊂ I \ Eh ⊂

⋃
x∈I\Eh

K

(
x,
δx
2

)
.
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Továbbá Q kompakt, ezért ∃l ∈ N : x1, x2, . . . , xl ∈ I \ Eh :

Q ⊂
l⋃

i=1

K

(
xi,

δxi
2

)
.

Legyen δ = 1
2

min{δx1 , . . . , δxl}. Ekkor x, y ∈ Q, d(x, y) < δ esetén ∃i ∈ {1, 2, . . . , l} :

x ∈ K
(
xi ,

δxi
2

)
és

d(y, xi) ≤ d(y, x) + d(x, xi) < δ +
δxi
2
≤ δxi , ı́gy

|f(y)− f(x)| ≤M
δxi
f (xi)−m

δxi
f (xi) < h.

Legyen m ∈ N és Ĩi ∈ Ik úgy, hogy diam(Ĩi) < δ (i = 1, . . . ,m) és

P = {Ij}nj=1

⋃
{Ĩi}mi=1 ∈ D(I).

Ekkor

ω(f, P ) <
n∑
j=1

2Kv(Ij) +
m∑
i=1

hv(Ĩi) ≤ 2K · ε

4K
+ h · v(I) =

ε

2
+
ε

2
= ε.

Tehát f ∈ R(I).
Most azt tesszük fel, hogy f ∈ R(I). Tetszőleges h > 0, ε > 0 esetén ∃P ∈ D(I) :

1

2
εh > ω(f, P ) ≥

∑
Ĩ∈P, Ĩ◦∩Eh 6=∅

hv(Ĩ)

ı́gy
∑

Ĩ∈P, Ĩ◦∩Eh 6=∅

v(Ĩ) <
ε

2
.

Másrészről ⋃
Ĩ∈P

∂Ĩ ∈ Lk0, ı́gy ∃I∧j ∈ Ik (j ∈ N) úgy, hogy

⋃
Ĩ∈P

∂Ĩ <

∞⋃
j=1

I∧
◦

j és
∞∑
j=1

v(I∧j ) <
ε

2
.

Tehát

Eh ⊂
⋃

Ĩ∈P, Ĩ◦∩Eh 6=∅

Ĩ◦
⋃ ∞⋃

j=1

I∧
◦

j és

∑
Ĩ∈P, Ĩ◦∩Eh 6=∅

v(Ĩ) +
∞∑
j=1

v(I∧j ) <
ε

2
+
ε

2
= ε

ezért Eh ∈ Lk0. Ebből

E =
⋃
n∈N

E 1
n
∈ Lk0.

�
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2.5. Következmény. Ha m ∈ N, I ∈ Ik, fj ∈ R(I) (j = 1, . . . ,m), E ⊂ Rm

kompakt úgy, hogy f = (f1, f2, . . . , fm) jelöléssel f(I) ⊂ E, továbbá ϕ : E → R
folytonos, akkor ϕ ◦ f ∈ R(I).

Bizonýıtás. Vegyük észre, hogy ez egy általános műveleti szabály, ahol m darab
Riemann-integrálható függvényt helyetteśıtünk egy folytonos m-változós leképezésbe
(ami tekinthető egy műveletnek), és az eredmény egy Riemann-integrálható függvény
lesz.

Először vegyük észre, hogy a feltevés szerint a koordináta-függvények mindegyike
Riemann-integrálható, ezért korlátos. Így f is korlátos, azaz van olyan E kompakt
halmaz, ami tartalmazza az értékkészletét. Mivel ϕ : E → R folytonos, ϕ(E) ⊂ R is
kompakt, tehát korlátos. Ezért ϕ ◦ f korlátos.

Jelölje fj szakadási helyeinek halmazát Hj ⊂ I (j = 1, . . . ,m), ϕ ◦ f szakadási
helyeinek halmazát pedig H ⊂ I . Ekkor fj ∈ R(I) miatt Hj ∈ Lk0 (j = 1, . . . ,m),
továbbá az összetett függvény folytonosságára vonatkozó tétel miatt

H ⊂
m⋃
j=1

Hj ,

ezért H ∈ Lk0 . A Lebesgue-kritérium szerint tehát ϕ ◦ f ∈ R(I). �
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