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Az aldbbiakban k € N rogzitett.

1. Az integral tégla-additivitasa

1.1. TETEL. Legyen I,T € I, gy, hogy (INT) =0 és ITUT € Iy, valamint
f:ITUT — R (korldtos). Ekkor

fFERUIUT) <= flr e R(I) és flr € R(T).

Tovabbad, ha
feRUIUT), akkor / f:/f+/f
T I T

Bi1zoNYITAS. Lényegében megegyezik a k = 1 esetben leirtakkal. O

1.2. Kovetkezmény. Ha I € I, f € R(I) és {I;}}_, € D(I), akkor f € R(I;)

(1=1,2,...,n) és §
=2

BizoNYITAS. Az el6z8 tételbdl kovetkezik a tégla-térfogat additivitdsdnak iga-
zolasahoz hasonlé indoklassal. 0



2. A Riemann-integralhatésag Lebesgue-kritériuma

2.1. Lebesgue szerint nullmértéki halmazok

2.1. Definicié. H C R* Lebesgue szerint nullmértékii [jele: H € £E], ha

Ve>0:3L, €T, (n€N)gy, hogy H C | J I és

n=1

Zv (I,) <e.

[ Megj: Elegend6 H C U2 I, ellenérzése...|

2.2. Példdk. 1.) T € 7 1, U C R megszamldlhaté, H =T x U. Ekkor H € Lk,
mert U = {u,|n € N} esetén

HCUTx[un— ° , U + c ,
neN 2n+1’0k_1(T) +1 2n+193'k+1 (T) +1

ahol T € Z,_,, T CT°.

2.) Ha H, € Lk (n € N), akkor

U B, € Lt

neN

2.2. Baire-fuggvények

Ebben a szakaszban feltessziik, hogy I € 7 és f : [ — R korlatos.
Legyen xg € 1,0 > 0 esetén

mfc(l'o) = inf [f([ N K(x(% 6))] )
Mi(we) = supl£(I 0 K (a0, ).

Ekkor § — m§(xo) (6 > 0) monoton cskkend, d — MP(zo) (6 > 0) monoton
novekvo, igy 1étezik

my(zg) = 513(% m‘sf(:co) = sup{m‘}(xo) 10 >0} és
My(zg) = 513& M?(xo) = inf{M}(zo) : § > 0}.

Az igy értelmezett my, My : I — R fliggvényeket az f also, illetve felsé Baire-
fiiggvényének nevezziik.

A feltevés szerint 1étezik olyan K pozitiv valds szam, amelyre

|f(x)| < K (x € 1), ezért



K <my(e) < @) S M) S K (e,
tovabba f folytonos zg-ban <= mg(xo) = Ms(xo) [= f(z0)]-
Legyen E = {z € I : my(z) < Ms(x)}, valamint h > 0 esetén
Ey ={zel:M¢x)—mys(z) > h}.
2.3. Allités. Ej, zdrt.
BIZONYITAS. zg € By, §>0= 3y € E,NK(x, §), tovabba
r=0—d(y,m) >0 és K(y,r) C K(zg, 0), igy
My (wo) — mp(wo) = M(y) —my(y) = My(y) —my(y) = h
= My(z0) — my(xo) = h,

azaz xo € By, . ]

2.3. A Lebesgue-kritérium

2.4. TETEL. [a Riemann-integrélhatdség Lebesgue-kritériumal:  Legyen I € Ty, és
f I — R korldtos. Ekkor f € R(I) <= [ szakaddsi helyeinek halmaza Lebesgue
szerint nullmértéki.

UTMUTATAS A BIZONYITASHOz. Alkalmazzuk az el6z8 szakasz jeloléseit. Eszerint
E jeloli f szakadési helyeinek halmazat.
Elészor tegyiik fel, hogy E € LE. Ekkor € > 0 esetén

£
2v(1)

h = > 0,

tovabba E), C E miatt ) € 5’5. Tovabba Ej, C I zart, igy kompakt. Ezért In € N
és I; €I, (j=1,...,n) tgy, hogy

n

By C O[; c (U Ij> és zn:v(lj) < %.
j=1 j=1

j=1

Feltehet$ (a méasodik tartalmazas megérzésével az [ altér szerinti belsé pontokkal),

hogy
[jCI (]:1,,n)és (Ijﬂ[i)():@,

ha j#4. Mindenz € I\ Ej, : 36, > 0:

Nyilvan



Tovébba @ kompakt, ezért A € N:xy,29,..., 00 € I\ E}, :

: 5
=1

Legyen § = 2 min{d,,, ..., 0, }. Ekkor x,y € Q, d(z,y) < § esetén Ji € {1,2,

2

O,
re K (xi, 7) és
0.

d(?/? xz) S d(ya iL‘) + d<x?$z) _- S 5961'7 fgy

Oa, Oz,
[F(y) = fo)] < My™ (i) —my" (2:) < h.
Legyen m € N és I; € T, tigy, hogy diam([;) <6 (i=1,...,m) és

P = {5}, | {3 € D).

Ekkor

<22K’U +Zhv ) <2K - E+h v(l) =

Tehét f € R(I).

Most azt tessziik fel, hogy f € R(I). Tetszéleges h > 0, > 0 esetén 3P € D(I) :

1 -

eh > w(f,P) > ~ Z ho(I)
IcP, I°NEL#)

, = €

igy Z v(l) < 7

fEP, ioﬁE}ﬁé@

Masrészrol
U oI € Lk, igy 317 € T, (j € N) ugy, hogy
fep
3
U@I< U[/\ és Z (I}) < <3
IeP J=1
Tehat

e.c U U ij°és
j=1

IeP, I°NEL#0

NS (M < &4 5
~ Z U(I)+Zv(1j)< St =¢
Iep, I°nE,#£0 J=1
ezért Ej, € LE. Ebbdl
E=|JE: et}

neN



2.5. Kovetkezmény. Ham € N, I €1, f e RUI) (j=1,...,m), ECR™
kompakt gy, hogy f = (f1, fa,.-., fm) jeloléssel f(I) C E, tovibbd ¢ : E — R
folytonos, akkor ¢ o f € R(I).

Bi1zoNYITAS. Vegyiik észre, hogy ez egy dltaldnos miiveleti szabdly, ahol m darab
Riemann-integralhato fiiggvényt helyettesitiink egy folytonos m-valtozos leképezésbe
(ami tekintheté egy miiveletnek), és az eredmény egy Riemann-integralhato fiiggvény
lesz.

Eloszor vegyiik észre, hogy a feltevés szerint a koordinata-fiiggvények mindegyike
Riemann-integrélhato, ezért korlatos. fgy f is korlatos, azaz van olyan E kompakt
halmaz, ami tartalmazza az értékkészletét. Mivel ¢ : E — R folytonos, ¢(E) C R is
kompakt, tehat korlatos. Ezért ¢ o f korlatos.

Jelolje f; szakadasi helyeinek halmazat H; C I (j = 1,...,m), ¢ o f szakadési
helyeinek halmazat pedig H C I. Ekkor f; € R(I) miatt H; € L& (j =1,...,m),
tovabba az Osszetett fliggvény folytonossagara vonatkozé tétel miatt

wel .
j=1

ezért H € LE. A Lebesgue-kritérium szerint tehdt p o f € R(I). O



