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Feliilrol félig folytonos leképezés

Jelolés

Tetszéleges X halmaz esetén jeldlje 2X az X halmaz
részhalmazainak halmazat.

Definicié

Legyenek X és Y metrikus terek, F: X —2Y és xp € X . Azt
mondjuk, hogy F feliilrél félig folytonos xo-ban, ha minden U C Y
nyilt halmaz esetén, amelyre F(xp) C U teljesiil, létezik olyan

V' C X nyilt halmaz, amelyre xo € V és F(x) C U haxe V.

(F f.f.f. ha minden pontban f.f.f.)
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Egy elegendo feltétel

Lemma
Ha (K, d;j) kompakt metrikus tér (j = 1,2) és F: Ky — 2K2 gy,
hogy a

Gr={(x,y) e Ki x K|y € F(x)}

halmaz zart a K7 x K> térben
(a d((X7y)7 (Xlay,)) = dl(X7X,) + d2(y7y,) metrikara nézve),
akkor F felilrol félig folytonos.
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Bizonyitas

Legyen xp € K1 és V C K> nyilt (Kz-ben) tgy, hogy F(xp) C V.
Ekkor E := K, \ V zart (részhalmaza egy kompakt térnek), igy
kompakt, tehdt {xo} x E és Gg diszjunkt, kompakt halmazok,
ezért létezik § > 0 dgy, hogy minden w € E és (x,y) € Gg esetén

d((X07 W)7 (Xa)/)> = dl(X07 X) + d2(W7)/) >4

(ugyanis d: (K1 x Ka)? — [0, +oo[ folytonos, igy felveszi a
minimumat a kompakt ({xo} X E) x Gg halmazon).

Legyen most U = G(xp, §/2), x € U és y € F(x).
Ekkor di(x,x0) < &, (x,y) € Gg, igy minden w € E esetén
)
da(w,y) > 8 — di(x, x0) >5—§ =5 >0,
ezért y ¢ E,azazy € V. Tehdt F(x) C V.
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Felhasznalandoé fixponttételek

Brouwer-féle fixponttétel

Ha () # K C R" kompakt, konvex halmaz és f: K — K folytonos,
akkor f-nek van fixpontja, azaz létezik x € K, amelyre f(x) = x.

Kakutani—-Fan—Gliksberg-tétel (R"-ben)

Ha ) # K C R" kompakt, konvex halmaz, F: K — 2K feliilrél félig
folytonos és minden u € K esetén F(u) nem lires, konvex, zart
részhalmaza K-nak, akkor F-nek van fixpontja, azaz létezik

x € K, amelyre x € F(x).
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A legjobbvalasz leképezés fogalma

Definicio
AG=(5,5%,...,5;:f,f,...,f)jatékban, ahol
S=51 xS x--xS,,azie{l,2,...,n} jatékos
legjobbvdlasz-leképezése

Bi(S) = { ti € S; ‘ Vr, € S;: f,'(t,', S_,') > f,-(r,-, S_,')} (S € 5)
A G-re vonatkozé legjobbvalasz-leképezés
B(s) = Bi(s) x Ba(s) x - -+ x By(s)

Tétel
Az s* € S stratégia-profil akkor és csak akkor NEP-ja G-nek, ha s*
fixpontja a B legjobbvélasz-leképezésnek, azaz s* € B(s*).
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Kompakt, konvex stratégia-halmazok

Definici6 (k-k-f jaték)

Azt mondjuk, hogy G = (51, S2, ..., Sni A, F2, ..., fn) k-k-f
jaték, ha G jaték, S = S; x S5, x --- x §,,, tovdabba minden
ie{l1,2,...,n} esetén

o létezik k; € N tigy, hogy S; C R nem iires, konvex, kompakt;
e f;i: S — R folytonos.

Definicié
AG=(5,5%,...,5;:f, f,. ..., ) kkf jatékot [szigordan]
konkdv jatéknak nevezziik, ha minden i € {1,2,...,n} és

minden s € S esetén a
ti— fi(ti, s_;) (tr € Si)

leképezés [szigordan] konkav.
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NEP létezése

Tétel
Legyen G = (S1, S2, ..., S i, fa, ..., fn) egy k-k-f jaték.
Tovabb3 tegyiik fel, hogy minden i€ {1,2, ..., n}ésse S

esetén Bj(s) konvex. Ekkor a G jatéknak van NEP-ja.

Bizonyitas. Feltevéseink szerint minden i € {1,2,...,n} és
s € S esetén a
ti— fi(ti,s—i) (L €S)

leképezés folytonos az S; kompakt halmazon, ezért felveszi a
maximumdt, tehat a B;(s) halmaz (szintén) nem dres, zart (ezért
kompakt) részhalmaza az S; stratégia-halmaznak.



Felhasznalandé elGismeretek A legjobbvalasz-leképezés és a Nash-egyenstilypont létezése Felhasznalt irodalom
0000

Bizonyitas (2. oldal)
Most azt allitjuk, hogy a B legjobbvélasz-leképezés

Ge={(xy)[xeS, yeB(x)}

grafja zart halmaz.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy Gg nem zért. Akkor Gg-nek
létezik egy (x(0), y(0) € (S x S)\ Gg torlédasi pontja. Mivel
y©O & B(x®) vanolyan i€ {1,2,...,n} és y,-(l) € S;, amelyre
1 0 0 0

A ) > 607 X (1)
Legyen F(x,y) = fi(y\), x 1) = fi(yi, x_1) ((x,y)€SxS).
Nyilvan F(x,y) < 0 minden (x,y) € Gg esetén. o
Tovabba F : S x S — R folytonos, ezért ez az egyenlétlenség a Gg

halmaz elemeire is teljesiil. Tehat F(x(©), y(©)) <0, ellentétben az
(1) egyenlStlenséggel.
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Bizonyitas (3. oldal)

Ezzel belattuk, hogy Gg zart.

A lemma szerint ebb8l kdvetkezik, hogy B : S — 2° feliilr8l félig
folytonos.

Tehat alkalmazhatjuk a Kakutani—Fan—Gliksberg-tételt annak
igazolasara, hogy B-nek van fixpontja.

Amint azt korabban megallapitottuk, minden ilyen fixpont NEP.

Kovetkezmény.

Legyen G =(S1, S2, ..., S 1, f2, ..., fn) konkdv jaték.
Akkor G-nek van NEP-ja.

A bizonyitashoz csak annyit kell észrevenniink, hogy egy konkav
fuggvény maximum-helyeinek a halmaza konvex.
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