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1. Inverz fliiggvény

1.1. Banach-féle fixpont-tétel

1.1. TETEL. [Banach-féle fixpont-tétell: Legyen (X,d) teljes metrikus tér és
v : X = X, amelyhez 3q € [0, 1] (tehdt 0 < q < 1) dgy, hogy Vz,y € X :

d(p(z), p(y)) < qd(x,y) lazaz ¢ ,,kontrakcio”).
Ekkor pontosan eqy v € X [étezik, amelyre p(x) = = [azaz x fixpontja @-nek/.
BiZONYITAS. [unicitds] Ha xz,y € X, ¢(z) =z, ¢(y) =y, akkor
d(x,y) = d(e(x), o(y) < qd(z,y),

azaz (1 — q)d(z,y) <0, vagyis d(z,y) =0, ezért x = y.

[létezés] Legyen zq € X és n € N esetén x,, = p(z,_1). Elészor beldtjuk, hogy
d(xp, Tps1) < ¢"d(z9, 1) (n € Ng =NU{0}).
Ez n = 0 esetén nyilvdnvald, ha pedig n € N és d(z,,_1,z,) < ¢"'d(zg, 11), akkor
d(, Tni1) = d(@(@n1), o(20)) < ¢ d(@n-1,20) < ¢+ ¢" d(@o,21) = ¢"d(0, 71).

Most belatjuk, hogy n,m € Ny, n < m esetén
1 — gm—"n

1—_qd((L’0, IL‘1),

ugyanis k = m — n szerinti indukcioval, k = 1 esetén

n

d<xnaxn+1) < qnd<x0’x1> =q -




ha pedig

1— k
A, nsr) < " - ——d(wo, 1), akkor
—q
n 1— qk n+k
d<xna xn+k+1) S d(l’n, wn—i—k) +d(xn+/€7 wn—i—k—l—l) S q - 1_ q d(:EOv l’1) + q d(l’(), ‘Tl) =
1_k 1_lc k _ k+1 1 — k+1
=q d(iBo,xl) |: 1 _qq + qk] = q”d(xg,xl) d ;_—qq 4 = qnd($0,$1) . ﬁ
Tehat n,m € N, n < m esetén
d
ansm) < 4" B
lim ¢" =0,
n—oo
ezért (x,,) Cauchy-sorozat.
Mivel (X, d) teljes, létezik x € X tgy, hogy
r = lim xz,.
n—oo
Masrészrol ¢ Lipshitz-fliggvény, igy folytonos. Ezért
p(r) = p(lim z,) = lim p(z,) = lm @z, = z.
O

1.2. Inverz fiiggvény

1.2. TETEL. [Inverzfiiggvény-tétel]:  Legyen n € N, D € R™ nyilt, f : D — R™
folytonosan differencidlhatd, tovabbd xo € D gy, hogy f'(xo) € R™™ [~ L(R™ R")]
invertdlhato. Akkor léteznek U | V' nyilt részhalmazai R™-nek dgy, hogy vo € U C D,
vo = flzo) € V = f(U), flv injektiv [azaz f|ly : U — V bijekcid], g = (fly)™"
folytonosan differencidlhato és ¥y € V -

B1zONYITAS. Legyen A = f'(xq) és \ = Mivel f’ folytonos zy-ban, 3

2(|A-H|
olyan xy kozépponti U nyilt gomb D-ben, amelyre Va € U, || f'(x) — A]| < \. Legyen
most tetszéleges y € R™ esetén

py(r) =2+ A" (y— f(z)) (z€D)
Ekkor ¢ (2) = Epxn — A7 f'(2) = A7Y(A = f'(2)), ezért Vo € U :

- . 1
ey (@) < HATIA = f@)l < [1AT - A = 5
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Ebbdl azt kapjuk, hogy Vi, zs € U :

1
oy (1) — @y(22)|| < §Hi’f1 — To|.

Legyen most V = f(U) és v € V tetszleges. Legyen u € U tgy, hogy v = f(u),
valamint r > 0 gy, hogy G = K (u,r) jeloléssel G C U. Legyen y € K (v, \r). Ekkor
¢y definicidja alapjan

o) —ll = A7y = ()l = A7 = o)) < JA~Hlly — ol < 1A~ A = 2.

Ha z € G, akkor
1 r o_r
loy(2) = ull < llpy(@) = @y (Wl + oy (w) —ull < Slle —ul + 5 <5

ezért p,(x) € G.

Tehét ¢, : G — G kontrakei6 és G teljes (altér), ezért a Banach-féle fixpont-tétel
szerint ¢, |z-nek pontosan egy fixpontja van. Legyen x € G ez a fixpont, ekkor ¢,
definiciéja szerint y = f(x), ezért y € f(G) C f(U) = V. Ezzel belattuk, hogy
K(v,Ar) C V. Mivel v € V tetsz6leges volt, belattuk, hogy V' nyilt.

Tovabbé ¢, kontrakcié az U gdmbon, ezért x € U egyértelmi, tehat f|y : U — V
injektiv (és sziirjektiv).

Legyen g = (f|y)™'. Ekkor Vo € U : g(f(z)) = x. Legyen y € V és w € R" ugy
y+w e V. Ekkor dx, 7 € U:

y=flz) é y+w=[f(z)
Legyen h =T — x, ekkor h € R™ és y +w = f(z + h). Ekkor
py(z+h) —py(z) =[x +h)+ A7y = flz+ )] - [z + A7 (y - f(2))] =
=h+ AN f(x) = f(x+h)=h— A (w)
és p, kontrakcid % konstanssal, tehat
_ 1
I — A7 )l < S,
azaz )
12l = 1A7 ()l < (1] = |A7 )] < [[h = A7 @)l < 117,

1 - ‘
ezért, §||h|| < AT (w)]], fgy

. . 1
Ipll < 2 A7 )l < 2- A7 lwl = S llwll.

Kordbban beldttuk, hogy ha A invertdlhat6 és |B — A < m, akkor B is
invertdlhaté. Emiatt f/(x) invertdlhaté métrix, legyen T = (f'(z))~!. Mivel

gy+w)—gly)—T-w=a+h—x—T-w=h=T-w==T[f(x+h)— f(x) = f(x)-D],
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innen

1 1
—llgy+w) —g(y) =T wl| < == - (1T - 1 (x + ) — f(x) = f/(x)h]] =
[[]] Alln]
_ Tl G+ h) = flz) = f/(2)h]]
A 7]
A |r]] € 5 - |lw|| egyenldtlenség miatt w — 0 esetén h — 0, gy a fenti kifejezés

hatarértéke f differencialhatosaga miatt w — 0 esetén 0. Ezzel belattuk, hogy ¢
differencialhaté y-ban és

g W) =T=(f(=)" =1 lgw) "

Tovabba g differencidlhaté = ¢ folytonos, f’ folytonos és B — B~ is folytonos,
ezért ¢’ is folytonos. O

2. Implicit fiiggvény, feltételes szélsoérték

2.1. Implicit fuggvény

2.1. TETEL. [Az implicit fiiggvény tétel]: Legyen k,n € N. Tekintsiik az RF" =
R* x R"™ megfeleltetést, illetve a D C R¥™ nyilt halmaz elemeit (x,y) € D alakban,
ahol x € R*, y € R". Legyen f : D — R™ folytonosan differencidlhaté és tetszbleges
(x,y) € D esetén

(@, y) = (Dof(x,y) Dyf(z,y)),

ahol
Difi(z,y) ... Difi(z,y)
D, () = leg.(.iﬂ, y) ... Dka,(% Y) € R
Difulr.y) - Difulry)
Difi(z,y) - Diwnfi(z,y)
Dy () = Dk+1f2(x,y) Dk+nf2($,y) —
Dictfale9) - Disafule,y)

Legyen (a,b) € R* x R™ 4igy, hogy f(a,b) = 0 és det[D, f(a,b)] # 0. Ekkor Ir > 0
és pontosan egy g : K(a,r) — R™ folytonosan differencidlhato fiigguény gy, hogy
g(a) ="b ésVx € K(a,r):

fz,9(x)) =0,
tovabbd

g (z) = =[Dyf(z,g(x))] ™" - Duf(z, g(x)).
[Ezt a g figguényt implicit figgvénynek nevezzik.]



BizoNYITAS. Legyen F(z,y) = (x, f(z,y)) ((z,y) € D).
Ekkor F : D — R"** folytonosan differencidlhaté és

D.f(x,y) Dyf(x,y)

Specidlisan det[F'(a,b)] = det[D,f(a,b)] # 0, ezért az inverz-fliggvény tétel szerint
JU C D nyilt halmaz, amelyre (a,b) € U, F|y invertdlhaté, V = F(U) C Rk
nyilt, (a,0) = (a, f(a,b)) = F(a,b) € V, valamint G = (F|y)~': V — U folytonosan
differencialhat6. Tovdbbd (z,y) € U esetén

(#,y) = G(F(z,y)) = Gz, f(z,y))
miatt ¥V (z,2) € V : Jh(z,z) € R™:

mez(Em %")Agwmmmmwmmmy

G(z,2) = (z,h(z, 2))

és igy h: V — R" is folytonosan differencialhato.
Legyen r > 0 tgy, hogy K(a,r) x {(0,0,...,0)} CV és

g(z) = h(z,0) (z € K(a,r)).

Ekkor ¢ folytonosan differencialhaté és € K (a,7) esetén (z,0) € V, igy
G(z,0) = (z, h(x,0)), ezért
(x,0) = F(x, h(x,0)) = (z, f(z, h(z,0))),
igy 0= f(z,h(z,0)) = f(z,9(x)) és
(a,b) = G(a,0) = (a,h(a,0)) = (a, g(a)) miatt g(a) =b.
Ha g1 és go is implicit figgvény a K (a,r) halmazon, akkor
[z, g1(z)) = 0= f(z,92(x)) (x € K(a,r)),

Fz, 1(x)) = (2,0) = F(z,92(x)) (2 € K(a,7))

és F|y injektiv, ezért gi(x) = go(z).
Tovébba feltehetd (az inverz-fiiggvény tétel dllitasa miatt), hogy (z,y) € U esetén

det[Dyf(x, y)] = det(F’(x, y)) 7é 07

igy a 0 = f(z,g(x)) egyenletet derivélva = szerint:

B30 = 1 (og(o)) (57 ) = Daf(a,9(0) + Dyf . 9(0) - o),

igy ¢'(x) = —[Dyf(z, g(x))] 7" Do f(z, g()).



2.2. Feltételes szélsoérték

2.2. Definicié. Legyen D C RF*™ nyilt. Azt mondjuk, hogy az f : D — R
fliggvénynek a xy € D pontban a h(x) = 0 feltételre vonatkoz6 feltételes lokalis
szélséértéke van, ha h : D — R" 1dgy, hogy h(xg) = 0 és 30 > 0 gy, hogy
K(z9,0) C D és az
E ={z € K(x0,96) : h(z) =0}

halmazon az f|p fiiggvénynek szélséértéke van zo-ban. Ez azt jelenti, hogy Va €
K(xg,0) : h(z) = 0 esetén f(x) > f(xo) [vagy minden ilyen x-re f(x) < f(zo)].
Madsképp: f-nek lokélis szélséértéke van a h=*(0) metrikus altér z, pontjaban.

2.3. TETEL. [A feltételes lokalis szélséérték Lagrange-féle sziikséges feltétele]:
Legyen D C R¥™ nyilt, f : D — R és h = (hy,...,h,) : D — R™ folytonosan diffe-
rencidlhatd. Ha az f fiigguénynek a zo € D pontban a h(z) = 0 feltételre vonatkozdan
feltételes lokdlis szélséértéke van, akkor

o a h/(z) € R+ mdtrivnak minden n-ed rendi aldetermindnsa 0, wvagy

e A= (A, \a..., \y) € R™ digy, hogy az
F(2) = f(z) + A"h(2) = f(2) + > _Aihi(2) (2 € D)
j=1

fiigguényre Vj € {1,2,...,k+n} : D;F(z) = 0.

BizoNYITAS. Feltehetjiik, hogy z = (z,y) € R* x R" és az eléz6 tétel jeldléseivel
det[Dyh(zo, yo] # 0 (ahol zog = (zo, yo)). Ugyancsak az implicit fiiggvény tétel szerint
Ir > 0és g : K(xg,7) — R™ folytonosan differencidlhaté gy, hogy yo = g(z0),
tovabbd Vz € K(xg,r) :

(z,9(x)) € D és h(z,g(z)) =0.

Legyen G(z) = f(x,9(z)) (x € K(zo,7)). Ekkor G-nek [nem feltételes!] (lokalis)
széls6értéke van xo-ban, igy Vj € {1,2,...,k}:

0 = D;G(x0) = D; f(x0,9(x0)) + Y Diyif (0, 9(w0)) - Digilao),

=1
azZaz
ERle eRlxn ERnXk
1xk / 5 & NS & N
R 5 0= G'(20) = Daf (20, 9(x0)) + Dy f (20, 9(x0)) - ' (20) (1)

Masrészrél h(z, g(x)) =0 =

R4 50 = Doh(r,9(x) + Dybla,g(w))- (@) (x € Klao.r).

ERnxk ERnXn ERnxk

Ezt az * = xy pontban tekintve, a AT = (\(,...,\,) € R™" sormétrixszal balrél
szorozva és (1)-hez hozzdadva



RV 50 =

= Dy f(w0, 9(w0)) + A" Doh(zo, g(wo)) + [Dy f (20, 9(0)) + A" Dyh(wo, g(x0))]g (20)- (2)
Mivel det[Dyh(zo, g(xo))] = det[Dyh(xo, yo)] # 0, IX € R™ tgy, hogy

A'Dyh(xo, g(x0)) = =Dy f (20, 9(0)), (3)
ezért (2) =
0= D, f(z0,90) + A" Dzh(w0, o) = Do F (20, o) (4)
A (3) és (4) osszefiiggésekbél kapjuk, hogy

\V/j < {]_, 2, ey ]{7 + TL} . DJF(20> = Djf(ZO) + /\TDjh(Zo) =0.



