Primitiv fiiggvények, integralasi szabalyok Integralasi médszerek
0000000000 000000000000000000

Hatarozatlan integral

Boros Zoltan

Debreceni Egyetem, TTK
Matematikai Intézet, Analizis Tanszék

Debrecen, 2020. marcius 28.

Felhasznalt irodalom
o



Primitiv fiiggvények, integralasi szabalyok Integralasi médszerek Felhasznalt irodalom
®0

Primitiv fuggvény, hatarozatlan integral

A tovéabbiakban legyen I C R intervallum.

Definicié

A F: | — R fuggvényt a f : | — R fiiggvény primitiv
fliggvényének nevezziik, ha F differencidlhaté és F' = f

(azaz Vx € | : F'(x) = f(x)).

A f primitiv fliggvényeinek Osszességét [halmazat] a f fiiggvény
hatdrozatlan integraljanak nevezzik és

/ F(x) dx

mddon jeloljik.
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Az integralszamitas alaptétele

Tétel

Legyen F : | — R egy primitiv fuggvénye a f : | — R fliggvénynek
(azaz F' = f). G : | — R akkor és csak akkor primitiv fliggvénye
f-nek, ha létezik C € R dgy, hogy Vx € | : G(x) = F(x)+ C.

Bizonyitds (szlikségesség):

Ha G differencidlhaté és G’ = f, valamint
H(x) = G(x) — F(x) (x € ), akkor ¥x € [ :
H'(x) = G'(x) — F'(x) = f(x) — f(x) =0,
ezért H konstans fiiggvény.

Kovetkezmény (illetve jeldlés)

A tétel feltételei mellett (azaz F’ = f esetén)

/f(x)dx— F(x)+ C.
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Alapintegralok 1

A nevezetes elemi fiiggvények derivéltjainak listajat (és helyenként
a derivalt linearitdsat) felhasznalva kapjuk a kovetkezdket:

) k1
/x dx:k+1+C (-1 # k € R),

/x_ldxz/ldlen|x+C,
X

/ede:eX+C, /dex:l’:erC (14 p>0),
sh(x ch(x) + C, /Ch(x) dx = sh(x) + C,

0
/cos )dx =sin(x)+ C, /sin(x) dx = C — cos(x),
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Alapintegralok 2

1 1
/Cosz(X)dX:tg(X)-i-C, /Sin2()dX:C—Ctg(X),

1 .
/X2+1dX—arctg )+ C, /\/jdX—arcsm(x)—i—C,
dx = arsh(x) + C = In(x+ X2+1>—|-C,

dx = arch(x) + C = In <x+\/x2—1>+C.

[ v
[
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Linearitas

A kovetkezd integraldsi szabdlyokat rendre a differencialhaté
fliggvények Osszegének, konstans-szorosanak, szorzatanak illetve
kompozicidjanak derivdlasira vonatkozd megfelel6é szabalyokbdl
kapjuk.

Tétel

Haazf:/ — Rés g: | — R fliggvényeknek van primitiv
fuggvényik, valamint A € R, akkor

/)\f(x)dx = )\/f(x)dx és
/ (F(x) + g(x)) dx = / F(x) dx + / g(x) dx.
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Példa

X3 4+3x2 4 x+2

dx =
x2+1 x
(x +3)(x*+1) - 1dx:
x2—|—1

\\\

<x+3 1) dx =
xdx—|—3/1dx—/X2+1

+ 3x — arctg(x) + C.

I\J\XM
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Parcialis integralas

Tétel
Ha f,g : | — R differencidlhatd, akkor

/ F(x)g'(x) dx = F(x)g(x) — / F(x)g(x) dx.

Példa:
/xcos(x) dx = xsin(x)—/l-sin(x) dx

= xsin(x) —/sin(x) dx
= xsin(x) 4 cos(x) + C.

Felhasznalt irodalom
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Helyettesitéses integralas 1

Tétel

Ha J is egy intervallum, g : | — J differencidlhaté és F, f : J — R
gy, hogy F primitiv fliggvénye f-nek (azaz F' = f), akkor

[ flet)gtx) e = Flet) + .

Példak:

in’(x 1 x))8
/ zosg((x)) o = / (1209 oy & = (tg(s)) c,

x? 1 3x2 1 3
/)(6—1—]_dx = 3/()(3)2_'_1dX—3arctg(X)—|—C
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Helyettesitéses integralas 2

A helyettesitéses integralds tételébdl g alkalmas megvalasztasdval
kapjuk, hogy ha F' = f akkor példaul

/f(ax—l—b)dx = —-F(ax+b)+C,

/ﬂ%y“wx:

/#@ﬂ&w — F(e)+C,

CF(x¥)+ C (k+#0),

x|l= o

[f@rra = R
/f(sinx)cosxdx = F(sinx)+ C,

/if(lnx)dx = F(nx)+C.
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Helyettesitéses integralas 3

A helyettesitéses integralds tételébdl f alkalmas megvélasztasaval
kapjuk, hogy példaul

Jlebr gt d = ()4 € (a2 -1,
8 1 — nlelx
[ & = migtal+c.
/ag(x) g'(x)dx = ﬁ-ag(x)—i-c.

Specidlisan

/ctg(x) dx = / cos(x) dx = / sin'(x) dx = In|sin(x)| + C.

sin(x) sin x
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Polinomok, hatvanyfiiggvények linearis kombinacioi
1. Példa:

/Xw?—&+e)w-: 6/x%u—8/xhu+8/x%k

x3 X2 1

X
= 6.5 —8 5 +8T +C

= 23 -4’ +8x+C.

2. Példa:

e ()

3/2 1/2
— 1/2 124 X X7
/x dx—i—/x dx 3/2+1/2+C

2 2
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Parciadlis integralassal integralhaték 1

Jeloljon P(x) tetszdleges polinomot!
1. tipus: a polinom fokszdma derivalassal csokkenthet6

o [P(x)a*dx (1+#a>0);
o [ P(x)sin(ax + b)dx, [ P(x)cos(ax + b)dx
(a € R\ {0}, b eR).
2. tipus: az inverz-fiiggvény derivaldssal algebrai kifejezéssé
alakithaté

o [P(x)In(x)dx, [ P(x)arctg(x)dx;
o [arcsin(x )dx, [ arsh(x) dx.

3. tipus: a keresett integralra linearis egyenletet kapunk
° faXsin(kx—l—b)dx (17éa>0, k € R\ {0}, b € R),
o [sin"(x)dx, [cos"(x)dx (ne N).
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Parciadlis integralassal integralhatdk 2

Példak:
/(6X2 + 12x — 7)e* dx
= (6x>+12x —T7)e* — /(12x + 12)e* dx

= (6x%+12x —T7)e* — ((12x +12)e* — / 12ede>

= (6x* 4 12x — 7)e* — (12x + 12)e* + 12X + C
(6x% —7)e* + C,
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Parcialis integralassal integralhatdk 3

/(6X2 —4)In(x) dx
= (2x* —4x)In(x) — /(2x3 - 4x)% dx
= (2x3 —4x)In(x) — /(2X2 —4) dx

= (2x* —4x)In(x) — %x?’ +4x+ C,
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/arcsin(x) dx = /1 : arcsin(x) dx

xarcsm / m
x arcsin(x) + ;/(—2@(1 — x?)7Y2dx

) 1 (1 o X2)1/2
x arcsin(x) + 312

xarcsin(x) + V1 —x2+ C

+C

Felhasznalt irodalom
o

Parcialis integralassal integralhatok 4
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Parcialis integralassal integralhatok 5

/eX sin(x) dx = €*sin(x) — / e* cos(x) dx
= €& sin(x) — (ex cos(x) — /ex(— sin(x)) dx)
= €"sin(x) — ¥ cos(x) — /ex sin(x)dx
e
2

= /eX sin(x) dx = — (sin(x) — cos(x)) + C;
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Parcialis integralassal integralhatdk 6

:/ sin” dx—/sin”_l(x)sin(x) dx

= n""1(x) (- cos(x)) —/(n— 1)sin"~2(x) cos(x) (— cos(x)) dx

= —cos(x)sin"}(x) + (n — 1)/sin"2(x)(1 — sin?(x)) dx

= —cos(x)sin" 1 (x) + (n—1)(Ss_2 — S»)
— S, = (n—1)S,_2 — cos(x)sin"}(x).



Primitiv fliggvények, integralasi szabalyok Integralasi médszerek Felhasznalt irodalom
©00000

Algebrai eszkozok 1
Fogalmak és eljarasok

@ Racionalis tort: két polinom hanyadosa.

@ Maradékos osztds: Ha P(x) és Q(x) polinomok (utdbbi
legalabb elséfokd), akkor egyértelmiien Iéteznek olyan
H(x) és R(x) polinomok, amelyekre
R(x) fokszdma kisebb Q(x) fokszdmdnal és

P(x) = H(x)Q(x) + R(x),

azaz

P() _ HIQU) £ R0y R(Y)

Q(x) Q(x) Q(x)

@ Irreducibilis polinom: olyan polinom, ami nem all el6
alacsonyabb fokszamu polinomok szorzataként; minden
irreducibilis valds egylitthatds polinom els6- vagy masodfokd;
egy masodfok(l polinom akkor irreducibilis, ha a
diszkriminansa negativ.
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Algebrai eszkozok 2

P
(Q((X)))k alaku racionalis tort, ahol k
X

pozitiv egész, Q(x) irreducibilis polinom és P(x) olyan
polinom, aminek a fokszama kisebb Q(x) fokszdmanal.

Az elébbiek szerint a valds egylitthatds polinomok hanyadosai
koziil a(z)

@ Parcidlis tért: Olyan

Bx + C
(px+q)k’ (ax®+ bx +c)m
alakuak parcialis tortek, ha kK, m e N,
A, B,C,a,b,c,p,q€eRugy hogy p#0és b? < 4ac.

e Tétel: Ha a P(x) polinom fokszdma kisebb a Q(x) polinom
fokszdmanal, akkor a P(x)/Q(x) raciondlis tort eld3ll olyan
parcidlis tortek osszegeként, amelyeknek a nevezdje osztdja

Q(x)-nek.
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1. Példa racionalis tort integralasara

XO 42X +4x3 +2x2 4 4x — 2

x4 + x2
(x +2)(x* +x?) +3x3 +4x -2 +2+3X3+4X—2
= = X —_—
x4 + x2 x2(x2+1)
Ax + B cC D
= x+2+ 2,
xc+1 X X

ahol

33 +4x -2 = (Ax+ B)x* + C(x®* + 1) + Dx(x* + 1)
= (A+D)*+(B+C)x*+Dx+C

miatt A+ D=3,B4+C=0,D=4,C=-2,
igy A=—-1é B=2.
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1. Példa (folytatas)

A2 dx

2—x 2 4
- /(”2* 11 x2+x> dX
1 1 2x
1
—2/X_2dX—|-4/dX
X

2 71

1
= X?+2x+2arctg(x) 5 In(x? +1)—2T+4|n|X\+C

/x5+2x4+4x3+2x2+4x—2
2

1 2
= 20+ 2arctg(x) = 3In( 1)+ +4lnlx| + C.
X
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2. Példa racionalis tort integralasara

6x

f7X2+X_2dX.

Mivel x? + x —2 =0 gyokei x; =1 és xp = —2,
x? 4+ x—2=(x—1)(x+2). Tehat

6x A B

%+x—2*x—1+x+f

Meghatarozandd

amibdl
6x =A(x+2)+B(x—1)=(A+ B)x+ (2A— B)

adédik, tehat A+ B=6és2A—-B=0,
ezért A=2é B=4. lgy

6x 2 4
X k= d
/x2+x—2 X /(X—1+X+2> X

1 1
= 2/ dx+4/ dx =2In|x —1]+4In|x+ 2|+ C.
x—1 X+ 2
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3. Példa racionalis tort integralasara

6x C[3(@2x—4)+12
/ T 3T /x2—4x+13 dx

2x — 12
= - d - d
3/X2_4x+13 X+/(x—2)2+9 X

12 1
= 3lIn|x? —4X—|—13H—/2dx
P () +1
, 1 1
= 3iIn(x*—4x+13)+4 E 2) fdx
3

xX—2
3

= 3In(x2—4x+13)+4arctg< >+C
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Racionalizalé helyettesités 1

Ha R egy egy- vagy tobbvéltozéds racionlis tort, akkor R({/x),
R(a*), R(sinx, cosx) stb. integrélja alkalmas helyettesitéssel
racionalis tort integraldsara vezethetd vissza.

Az elsé két esetben a helyettesités magatdl értet6do:
_ & _ Lk _ k=1
y=+v/x = x=y° = dx=ky* dy

illetve
X

y=a = x=log,y = dx=

dy
yina



Primitiv fiiggvények, integralasi szabalyok Integralasi médszerek Felhasznalt irodalom
0000000000 00000000000000e000 o

1. példa racionalizal6 helyettesitésre

/Vlﬂ /3y i

_ /(3y 3)(y+1) +3dy
y+1

3
= 3y -3+ ——|d
/<y y+1> 4

3
— Ey2—3y+3In|y—i—1|—|—C

= gﬁ—3\3/>?+3ln\€/>?+1|+c
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2. példa racionalizalé helyettesitésre

—~ _—d
/e“rl /y+1y 4

= /—dy Inly +1|+C
= In(e*+1)+C
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Racionalizalé helyettesités 2

[ R(sinx, cos x) dx kiszdmitidsdhoz a helyettesités
t = tg(x/2), ekkor

-t 2t
cosX =5, SinX =g
és x = 2arctg(t) miatt
1 2
dx =2 = dt
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3. példa racionalizalé helyettesitésre

1 1 2
sinxdx:/ 2t '1+t2dt
i

1

- (3] c
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