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Fuggvények hatarértéke metrikus terekben

Definicid [fiiggvény-hatarérték]
Legyen (X, d) és (Y, o) metrikus tér, E C X. Azt mondjuk, hogy
az xp € E/ pontban az f: E — Y fliggvény hatdrértéke yo € Y, ha
barmely € > 0 szdmhoz létezik § > 0 ugy, hogy x € E,
0 < d(x,xp) < 0 esetén o (f(x), ) < e.
Jelolése:

lim f(x)=yo

X—rX0

vagy: f(x) = yo, ha x — xp.

Emlékeztetd: E’ jeloli az E halmaz torlédasi pontjainak halmazat.
Tehat xo € E’ azt jelenti, hogy xo € X és barmely r > 0 esetén van
olyan x € E, amire 0 < d(x,xp) < r teljesiil.
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Fuggvények folytonossaga metrikus terekben

Definici6 [folytonossag]

Legyen (X, d) és (Y, o) metrikus tér, E C X. Azt mondjuk, hogy
az f: E — Y fliggvény folytonos az xg € E pontban ha barmely
e > 0 szamhoz létezik 0 > 0 ugy, hogy x € E, d(x,xp) < ¢ esetén
o(f(x),f(x0)) <e.

Az f fuggvényt folytonosnak nevezziik, ha f az E halmaz minden
pontjdban folytonos.

Tétel

Legyen (X, d) és (Y, 0) metrikus tér, EC X. Az f: E = Y
flggvény akkor és csak akkor folytonos az xg € E N E’ pontban, ha
f-nek létezik a hatarértéke xp-ban és limy_,,, f(x) = f(xo).
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Sorozatok hatarértéke, konvergenciaja

Definicié [sorozat hatarértéke]

Legyen (X, d) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az (x,): N — X
sorozat hatdrértéke u € X, ha barmely € > 0 szdmhoz |étezik

N € N gy, hogy barmely n € N, n > N esetén d(x,, u) <e.
Jelolése: lim,_so0 Xn = U.

Az (x,) sorozatot konvergensnek nevezziik, ha van olyan v € X,
amire lim, o0 Xp = V.

Megjegyzés: A sorozat-hatarérték, ha létezik, akkor egyértelmi.
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Atviteli elv

Tétel [1. atviteli elv]
Az els6 definicio jelolései és feltételei mellett

lim f(x)=y0 <= V(xp):N—=E\{x}:

X—rX0
lim x, =x0 esetén lim f(x,) = w0.
n—o0 n—o0
A bizonyitas hasonlé a folytonossdgra vonatkozé atviteli elv
bizonyitasahoz.

Tétel [2. atviteli elv]
Az els6 definicid jelolései és feltételei mellett

Jlim f(x) <= V(xn):N—=E\{x}:

X—rX0

lim x, =xp esetén (f(x,)) konvergens.
n—o0o
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Valds szamhalmazok torlédasi pontjai

Definicid. Legyen E C R és xg € R. Azt mondjuk, hogy
@ xg belsé pontja E-nek, ha létezik r > 0 gy, hogy

|xo —r, xo + r[C E;

@ xp-ban E balrdl torlédik, ha minden r > 0 esetén
Jxo — r, xo[NE #0;

@ xg-ban E jobbrdl torlddik, ha minden r > 0 esetén
Ix0, X0 + r[NE #0;

@ Xxp torlédasi pontja E-nek, ha xg-ban E balrdl vagy jobbrdl
torlédik.



Hatarérték metrikus terekben Valés fiiggvények hatarértékei Felhasznalt irodalom

Jelolések

E C R esetén legyen

E° = {x & R|x belsé pontja E-nek },

E' = {x€&R|x torlédasi pontja E-nek },

E' = {x&R|xben E balrdl torlédik },

E. = {x&€R|x-ben E jobbrdl torlédik },
valamint

E.=E NE, .

Megjegyzés: E° C E, E°CCEL é E'=E UE! .
1. Példa: E = [2,4[U{5} esetén

E° =]2,4]= E., E' =]2,4], E, =[2,4[, é E =[2,4].

2. Példa: Q°=0, Q. =R (mert ' =0Q_ =Q/ =R).
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Valés fiiggvények hatarértéke (1-a)

Definicié [fiiggvény-hatarérték]
Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xg € E’ pontban az
f: E — R fuggvény hatarértéke yop € R, ha barmely € > 0
szdmhoz létezik § > 0 lgy, hogy x € E, 0 < |x — xg| < 0 esetén
£(x) — ol < .
Jelolése:

lim f(x)=yo

X—rX0

vagy: f(x) = yo, ha x — xp.
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Valés fiiggvények hatarértéke (1-b)

Definici6 [(+) végtelen hatarérték]

Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xo € E’ pontban az
f: E — R figgvény hatarértéke +o0, ha barmely K € R szdmhoz
létezik & > 0 dgy, hogy x € E, 0 < |x — xo| < § esetén f(x) > K.
Jelolése:

lim f(x) =400

X—rX0

vagy: f(x) — 400, ha x — xg .
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Valés fiiggvények hatarértéke (1-c)

Definici6 [(-) végtelen hatarérték]
Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xo € E’ pontban az
f: E — R fuggvény hatdrértéke —oo, ha barmely K € R szdmhoz
létezik & > 0 dgy, hogy x € E, 0 < |x — xg| < § esetén f(x) < K.
Jelolése:

lim f(x) = —oc0

X—rX0

vagy: f(x) = —oo, ha x — xg.
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Valés fiiggvények hatarértéke (2-a)

Definicié [baloldali hatarérték]

Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xg € E’ pontban az

f: E — R fuggvény baloldali hatdrértéke yp € R, ha barmely
€ > 0 szadmhoz létezik § > 0 ugy, hogy x € E, xg — J < x < Xp
esetén |f(x) — yo| < €.

Jelolése:

lim f(x)=yo

X—X0—

vagy: f(x) = yo, ha x = xo—.
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Valés fiiggvények hatarértéke (2-b)

Definicié [(+) végtelen mint baloldali hatarérték]

Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xo € E’ pontban az

f: E — R fiiggvény baloldali hatdrértéke +oco, ha barmely K € R
szamhoz létezik § > 0 lgy, hogy x € E, xg — J < x < xp esetén
f(x)>K.

Jelolése:

lim f(x)=+4o0

X—X0—

vagy: f(x) — 400, ha x — xo—.
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Valés fiiggvények hatarértéke (2-c)

Definicié [(-) végtelen mint baloldali hatarérték]

Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xo € E’ pontban az

f: E — R fiiggvény baloldali hatdrértéke —co, ha barmely K € R
szamhoz létezik § > 0 lgy, hogy x € E, xg — J < x < xp esetén
f(x)<K.

Jelolése:

Xlr;;_ f(x)=—o0

vagy: f(x) = —oo, ha x — xo—.
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Valés fiiggvények hatarértéke (3-a)

Definicié [jobboldali hatarérték]

Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xp € E/, pontban az

f: E — R fuggvény jobboldali hatarértéke yg € R, ha barmely
€ > 0 szdmhoz létezik § > 0 gy, hogy x € E, xp < x < xp + 0
esetén |f(x) — yo| < €.

Jelolése:

lim f(x)=yo

X—X0+

vagy: f(x) = yo, ha x — xo+.
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Valés fiiggvények hatarértéke (3-b)

Definicié [(+) végtelen mint jobboldali hatarérték]

Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xp € E/, pontban az

f: E — R fuggvény jobboldali hatarértéke +o0o, ha barmely

K € R szamhoz létezik § > 0 gy, hogy x € E, xp < x < xp + 0
esetén f(x) > K.

Jelolése:

lim f(x)=+4o0

X—Xo0+

vagy: f(x) — 400, ha x — xo+ .



Hatarérték metrikus terekben Valés fiiggvények hatarértékei Felhasznalt irodalom
o

Valés fiiggvények hatarértéke (3-c)

Definicié [(-) végtelen mint jobboldali hatarérték]

Legyen E C R. Azt mondjuk, hogy az xp € E/, pontban az

f: E — R fuggvény jobboldali hatarértéke —oo, ha barmely

K € R szamhoz létezik § > 0 gy, hogy x € E, xp < x < xp + 0
esetén f(x) < K.

Jelolése:

lim f(x)=—
i, 760=~ec

vagy: f(x) = —oo, ha x — xo+.
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Valés fiiggvények hatarértéke (4-a)

Definicié [fiiggvény-hatarérték a (+) végtelenben]
Legyen E C R gy, hogy E feliilrél nem korlatos. Azt mondjuk,
hogy a (+00)-ben az f: E — R fiiggvény hatarértéke yp € R, ha
barmely € > 0 szamhoz létezik L € R tgy, hogy x € E, x > L
esetén |f(x) — yo| < €.
Jelolése:

lim f(x) =y

X——+00

vagy: f(x) = yo, ha x = +00.
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Valés fiiggvények hatarértéke (4-b)

Definicié [(+) végtelen hatarérték a (+) végtelenben]
Legyen E C R gy, hogy E feliilrél nem korlatos. Azt mondjuk,
hogy a (+00)-ben az f: E — R fiiggvény hatarértéke +oo, ha
barmely K € R szamhoz létezik L € R tgy, hogy x € E, x > L
esetén f(x) > K.

Jelolése:
lim f(x)=+o0

X——+00

vagy: f(x) — +o00, ha x = 400.
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Valés fiiggvények hatarértéke (4-c)

Definicié [(-) végtelen hatarérték a (+) végtelenben]
Legyen E C R gy, hogy E feliilrél nem korlatos. Azt mondjuk,
hogy a (+00)-ben az f: E — R fiiggvény hatarértéke —oo, ha
barmely K € R szamhoz létezik L € R tgy, hogy x € E, x > L
esetén f(x) < K.

Jelolése:

vagy: f(x) - —oo, ha x = 400.
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Valés fiiggvények hatarértéke (5-a)

Definicié [fiiggvény-hatarérték a (-) végtelenben]
Legyen E C R dgy, hogy E alulrél nem korldtos. Azt mondjuk,
hogy a (—oo)-ben az f: E — R fiiggvény hatarértéke yp € R, ha
barmely £ > 0 szamhoz létezik L € R gy, hogy x € E, x < L
esetén |f(x) — yo| < €.
Jelolése:

lim f(x) =y

X—>—00

vagy: f(x) = yo, ha x - —0.
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Valés fiiggvények hatarértéke (5-b)

Definicié [(+) végtelen hatarérték a (-) végtelenben]
Legyen E C R dgy, hogy E alulrél nem korldtos. Azt mondjuk,
hogy a (—o0)-ben az f: E — R fiiggvény hatarértéke +oco, ha
barmely K € R szamhoz létezik L € R tgy, hogy x € E, x < L
esetén f(x) > K.

Jelolése:
lim f(x)=+o0

X—>—00

vagy: f(x) = +o00, ha x - —o00.
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Valés fiiggvények hatarértéke (5-c)

Definicié [(-) végtelen hatarérték a (-) végtelenben]
Legyen E C R dgy, hogy E alulrél nem korldtos. Azt mondjuk,
hogy a (—o0)-ben az f: E — R fiiggvény hatarértéke —oo, ha
barmely K € R szamhoz létezik L € R tgy, hogy x € E, x < L
esetén f(x) < K.

Jelolése:

vagy: f(x) - —oo, ha x = —o00.
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