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1. Vektorvaltozos figgvények differencialhatésaga
és iranymenti derivaltjai

| A tovébbiakban D C R" nyilt. |

1.1. Differencialhatésag fogalma

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy f : D — R™ differencialhaté az xo € D pontban,

%R’!n Xn

——N—
ha létezik A € L(R",R™) gy, hogy

i @) = f(w0) = Ale = 20) n

T—>T0 ||$—I0||Rn

~0. (1)

Ekkor az f'(xg) = A linedris leképezést (avagy matrixot) az f fliggvény xo pontbeli
differencialhdnyadosédnak (derivaltjanak) nevezziik.

1.2. TETEL. [Linedris approximalhatésag|: Ha f : D — R™ ésxg € D, akkor
az alabbi feltételek ekvivalensek:

(a) [ differencidlhatd zo-ban;
(b) 3A € L(R™,R™) és Ir : D — R™ gy, hogy

. (@)
lim T 06 f@) = o) = Al — ) +rle) (o€ D)
(¢) A € L(R",R™) ésw : D — R™ gy, hogy

lim w(z) =w(zg) =0és  f(x)— f(xg) = Az —x0) + ||z —20||w(z) (2 € D).

T—T0

Tovdbbd (a) = (b)-ben és (c)-ben A = f'(xo).



BizoNYITAS. A definicié (és a kovetkezd megjegyzés) alapjan nyilvanvals. [

1.3. Megjegyzés. Ha f = (f1,fo,---sfm) : D = R™ x5 € D és az A € R™"
matrix j-edik sorvektora A; (j =1,2,...,m), akkor

o W@ = f@) —A@—alen _ | Lp
r—x0 ”J? — IL‘()HRn

lim ———— [f(z) — f(zo) — Az —z)) = 0 €R” =

Vied{l,2,...,m}: lim
{ ISR -

[fi(@) = fi(zo) = Aj(x —z0)] = 0 €R
Tehat f differencidlhaté zo-ban <= Vj € {1,2,...,m} : f; differencidlhaté xy-ban
és
fi(o)
f3(@o)
Fllag)=| :
fn(o)

1.4. TETEL. Ha f D — R™ differencialhato az xo € D pontban, akkor f folytonos
To-ban.

BizoNYITAS. Mivel f linedrisan approximdlhato, a (c)-beli A és w valasztésaval
1 (@) = fzo)ll = [A(z — 20) + [+ — zo[|w(2)]| <

< [[A(z = 2o) || + llz — zollw(@) ]| < [ Allllz — ol| + [l — 2ol - [|w ()]l
ezért lim || f(z) — f(zo)] =0.
T—T0

1.2. Irany menti és parcialis derivalt
1.5. Definicié. Legyen f: D - R™, o€ DésecR* (|le]| =1). A
o1
D f(zo) = lim — (f(zo + te) — f(xo))
t—0 ¢
hatarértéket, ha létezik, az f fliggvény xo-beli e irdny menti derivaltjanak nevezziik.

1.6. Megjegyzés. Ha I C R intervallum gy, hogy 0 € [° ésVt € [ :xqg+te € D,
valamint

o(t) = f(xo + te) (teI), akkor D.f(zo)=¢'(0).



1.7. TETEL. Ha f D — R™ differencidlhato az xo € D pontban, akkor minden
e € R" esetén létezik D.f(xo) és

D.f(x0) = f'(x0) - €.

B1ZONYITAS. A linedris approximdlhatdsdg (c) alakja szerint

1 1
L (7w + t6) — f(xo)) = 7 [Alte) + ] - (o + 1¢)] =
t
Ae) + u lle|| - w(xg + te),
t ————
sgn(t)e{—1,1} —w(@0)=0
tehat D, f(zg) = A-e= f'(zo) - €. O

1.8. Definicié. Ha f = (f1, fo, ..., fm) : D =5 R™ zp € Dése; = (0,...,0,1,0,...,0) €
R™, ahol az 1, az i-edik poziciéban van, akkor a

D; fi(xo) = D, fj(w0)

valés szamot, ha létezik az f fliggvény j-edik koordinata-fiiggvénye xq pontbeli i-edik
(véltozé szerinti) parcidlis derivéltjanak nevezzik (i =1,2,...,n; j=1,2,...,m).

1.9. Megjegyzés. Ha I C R nyilt intervallum 1dgy, hogy z¢;, € [ és Vt € I :
(Io’l, <oy X0i—1, t, Z0,i41y - - - ,l’(]’n) eD y valamint

o(t) = fi(zoa, .-, Toi—1,t, Toit1s .-, Ton) (€I,

akkor D; f;(x0) = ¢'(20,)-

A(z) 1.9. megjegyzés szerint a parcialis derivéaltak egyvaltozds, valds értékii
fiiggvények derivaltjaként szamolhatok. A(z) 1.8. definicié és a(z) 1.7. tétel aldbbi
kovetkezménye azt mutatja, hogy az elobbiek szerint az egyvaltozés kalkulus eszkozei-
vel szamithaté parcialis derivaltak megadjék a vektorvaltozos, vektorértéki fiiggvény
adott pontbeli derivaltjanak matrix reprezentaciojat a természetes bazisokra nézve.
Ez egyébként igazolja a derivalt egyértelmiiségét is.

1.10. TETEL. Ha f = (f1, fay- oy fm) + D — R™ differencidlhato az xo € D pont-
ban, akkor Vj € {1,2,...,m} : Vi € {1,2,...,n}: létezik D;f;j(xo) € R és

Difi(xo) Dofi(wo) ... Dufi(xo)
f,<m0) _ D1f2<l'0> Dgfg(xo) ce ang(xo) c Rmxn
D1fm<330) D2fm(x0) cee anm(x0>



1.3. A differencialhatésag elegendo feltétele
1.11. TETEL. Legyen zo € R*, § > 0. Ha [ : K(x¢,0) — R gy, hogy Vx €

K(xo,0): Vi€ {1,2,...,n} : 3D, f(x), akkor Vh € R", ||h|| < 0 esetén 3cy, cay ..., cy €
K(xg,9) :
f(zo+h) = f(zo) = Z D; f(ci)hi (2)
i=1
(ahol h = (hy, ha, ... h)).
BizoNYITAS. Legyeni € {1,2,...,n} és
Ki={(xo1+hi, ..., 2051+ hi1,t, Toit1, -, Ton) 1 L €L},

ahol I; = [zo,, zo; + hi], ha h; > 0, illetve I; = [x¢; + h; , o], ha h; < 0, valamint
0i(t) = f(zwo1+h1, ..., zoi—1+hici, t, Zoip1, ... s Ton) (€ L)

A Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint 3t; € I = p;i(xo; + hi) — wi(xo,:) = ©i(ti)h;
és

Oi(ti) = Dif (o1 +h1, ..y Tojo1 + hiz1s tiy Togs1s - s Ton) = Dif(c;)

(.

-~
Cq

(1=1,2,...,n), tehét

f(mo+h) = f(xo) = Z (f($0,1 +hi, oo Toio + hict, Tog + iy Togtr, -, Top)
i=1
— flroa+hi, oo, Toim1 + hic1, Togs Toitrs - - s xO,n))

n

= > (pilr0i + hi) — pil0,)) = ZDif(Ci)hi-

i=1

O

1.12. TETEL. Legyen D C R™ nyilt. Tegyik fel, hogy az f : D — R™ fiigguény
minden koordindta fugguényének minden parcidlis derivdltja létezik az xy € D pont
eqy kornyezetében.

(a) Ha a parcidlis derivadltak korldtosak xo egy kdrnyezetében, akkor f folytonos
To-ban.

(b) Ha a parcidlis derivdltak folytonosak xo-ban, akkor f differencidlhato xy-ban.



BizoNyiTAs. Mindkét 4llitdst elengedd m = 1 esetre igazolni, mert

hi
f2 folytonos . folytonos

/= : < differencidlhaté ) To—ban <= Vj €{L,....m}: < differencidlhaté )
Jfn

To — ban.

Legyen r > 0 ugy, hogy K(z¢,r7) C D és f: D — R minden parcidlis derivéltja
létezik K (xo,7) pontjaiban.

(a) Tegytk fel, hogy Vi € {1,...,n} : Vo € K(x,7) : |D;f(z)] < M € R. Ekkor
h € R" ||h|| < 7 esetén az el6z6 tétel szerint Je; € K(xg,7) (i =1,...,n) gy,
hogy

|f (o + ) — f(zo |—\Zchzh|<Z\chl || < MR,

(b) Ugyancsak az el6z6 tétel és bizonyitast felhaszndlva h € R" ||h|| < r esetén
de; € K(zo,7) 2 ||ci — Tolloo < JAlle (=1,...,n) és

flxo+h)— ZchZh —ZDfxoh+Z Dif(e;) — Dif (o)) hs =
= A-h+w(zg+h)-|hl,
ahol A = (le(xo) Dgf .270) .. an(l‘o)) € R (L(Rn,R)) és

o iy (Dif(ei) — Dif (20)) hi,  ha h # 0 [€ R,
w(xﬁh):{” ” 0, hah=0.

Mivel D; f folytonos zo-ban, Ve > 0: 36 €]0,7] : x € R™, ||z — x¢||oc < 0 esetén
D, f(z) 1éteik és |D;f(x) — D;f(xo)| < g, ezért ||h]|s < O esetén

lw(zo + h)| < | |h]|1 < ne, tehét hm w(:co +h)=0.

IIhI

1.13. Megjegyzés. f’ a D minden pontjaban létezik és f’: D — R™ " folytonos
= Vje{l,....om}:Vie{l,...,n}:3D;f;(x) és D,;f; : D — R" folytonos.

A tovabbiakban ezen ekvivalens tulajdonsagokra gy fogunk hivatkozni, hogy
| f: D — R™ folytonosan differencidlhato.




2. Differencialasi szabalyok

2.1. TETEL. [Osszetett fliggvény differencidlhatésagal:  Legyen k,n,m € N, D C
RF nyilt, E C R™ nyilt, g : D — E differencidlhaté az xo € D pontban, f : E — R™
differencidlhaté az yo = g(xo) pontban és

F(z) = (fog)(x) = flg(x)) (ze€D).
Ekkor F differencidlhato az xq pontban €s
F'(z0) = f'(9(20)) - g'(20). (3)
BizoNYITAS. A feltevés szerint A = f'(yy) € R™" B = ¢'(z5) € R™* [tehat
A - B létezik és A - B € R™*¥] tovdbb4 léteznek
wr: E—=R"  w,: D — R" ugy, hogy

lim wy(y) = wr(yo) =0, lm wy(z) = wy(ze) =0, tovdbba
T—T0

Vy € E: f(y) — f(yo) = Ay — yo) + |ly — voll wy(y) és
Vo€ D gla) - glwo) = Blw — w0) + & — aollwy e).
Ezért

—
F(x) = F(xo) = fg(x)) = f(g(z0)) = Alg(x) — g(z0)) + [lg(x) — g(z0)llws(g(x))
= A[B(x = o) + [l — zollwy(2)] + | B(x = wo) + || — wol|wy () [Jws(g(x))
=A-B(x — ) + ||z — zo||w(z) (x € D),
ahol w : D — R™ gy, hogy w(zg) =0 és Vo € D\ {zo} :

1

m - B(x — z9) + wy(x)

w(x) =A-wy(x)+ ) ~wi(g(x)),

és lim, ., wy(x) =0, ezért 36 > 0 : ||z — x| < 0 esetén

illetve g folytonos xo-ban, mert differencidlhaté zo-ban és wy folytonos yy = g(zo)-ban,
igy wy o g folytonos zg-ban, ezért

valamint lim A - wy(z) = A-w,(z9) = A-0=0,

T—T0

1
—F—B
[l = o]

1
< o 1Bl [l — ol = [|B]
[l = o]

(x — )

1

m - B(x — z0) + wy()

< 1Bl + llwg ()| < [I1B] + 1,

lim wy(g(x)) = ws(g(zo)) =0, tehat lim w(z) =0 (e R™).

T—T0 Tr—xQ



2.2. Kovetkezmény. (lanc-szabaly)
Az el6z6 tétel feltétele és jelolései mellett
D-F-(xm, T2, ... Tog) =
Z Dy f; (g1(zo1, -+, Tok)s 92(To1, - s Tok), - - - Gn(To1s- -, Tok)) - Digi(zor, - -, Tok)
(z: L...,k; 7=1,...,m).

Specidlis eset: £k = m = 1 esetén

= Zle(gl(io),gz(on), oy Gn(0)) - g1(xo)-

=1

2.3. TETEL. Ha D C R" nyilt és az f,g : D — R™ X : D — R fugguények
differencidlhatoak az xog € D pontban, akkor f+g,(f,g), Af, illetve \N(x) #0 (z € D)
esetén %f is differencidlhato xg-ban, tovdbbad

(f+9)(x0) = [f'(x0)+ ' (20);

(M) (@) = flwo) - N(zo) + AMwo) - f'(z0);

1 1 ) ) ,
(5) @) = e W) ) = flan) - XGoo)]
(f,9)(x0) = [g(zo)]" f (o) + [f (x0)] g (x0), azaz

(ijgj) (o) = Z 9;(0) (o) + f3(wo)gj(x0)] -

j=1

BiZONYITAS. A szabdlyok igazolhatok kozvetleniil a definicié (illetve a linedris
approximélhatdsag) alapjan, vagy visszavezethetOk az el6z6 tételre. Ez, utébbi médszer
céljabél legyen ® : R?™ = R™ x R™ — R™ tigy, hogy

O(z,y) =z +y ((z,y) e R™ xR™),
o : R™ — R™ gy, hogy
o, \) = x ((z,\) € R™" xR),
¥ R™ x (R {0}) — R™ tgy, hogy
W(e,X) =y (@) €R™ x (R {0}))
illetve © : R?™ = R™ x R™ — R gy, hogy
Qz,y) =(2,y) ((x,y) € R™ xR™).

7



Ekkor

10 ... 010 . 0
o1 ...001...0
Q' (z,y) = : f : —
0 0 1 00 1
(49 (@) = (20 (7. 9)] (o) = ¥ Gauhgtea) - ( 170) ) = i) + /)
A0 0 I
0 A 0 T9
Pl ) =1 . 5 =

0 0 A T

(Af) (o) = (po(f;N) (w0) = ¢ (f(20), AMo)) - ( {:E%%
= MNa0) * Emxm f'(0) + f(20) - N(20) ;

A0 ... 0 —I
1 0O X ... 0 —XT9
L T
0 0 ... A —xp,
1\ e b (o) ) _
(54) @) = ot = (s A ( 0] =
1
- MNwo) - Emsem f1(20) — f(20) - N(20)] 3
oy ) B /(20) = f(an) - X o)
V(y) = (' .2") =
(0 (an) = ¥ (Flaobugtan)) (7)) = oteol o) + ) o)

3. Kozépérték-tétel és kovetkezménye

3.1. TETEL. (Lagrange): Ha D C R™ nyilt halmaz és x,y € D gy, hogy x # v,
valamint D tartalmazza az x és y pontokat dsszekoté I(x,y) szakaszt, tovdbbd az
f: D — R differencidlhato, akkor Ju € I(z,y) \ {z,y} :

f) = flz) = f(u)(y — ).
el(z,y)

———
B1zoNYITAS. Legyen ¢(t) = f[(1 —t)z +ty] (¢t € [0,1]). Ekkor ¢ : [0,1] - R
differencidlhato és

P'(t) = flA-t)z+ty- (y—=z) (te[0,1].

8



Az egyvéltozdés Lagrange-féle kozépérték-tételbol kovetkezik, hogy 3¢ €]0, 1] gy,
hogy

F)=f(x) = o(1)=p(0) = ¢'(§)(1-0) = ¢'(§) = [[(1=&z+&y] (y—x) = f'(u)(y—2),

aholu = (1-8x+ &y € I(z,y) \ {z,y}. O

3.2. Kovetkezmény. Ha D C R" nyilt és f : D — R™ folytonosan differencidlhato,
akkor minden K C D kompakt, konvexr halmazhoz 3Lk € R gy, hogy Va,y € K :

1/ () = f@)]| < Lille =yl

[..f lokdlisan Lipschitz.”]

BIzOoNYITAS.  Legyen j € {1,...,m}. Mivel K kompakt és f; : D — R">"
folytonos, ezért f; korldtos a K halmazon, azaz létezik M; € R 1gy, hogy Vu € K :
[£j(u)|| < Mj, tehat Va,y € K :

115(w) = fi@) = 1)y — )| < 1 fj(up)lllly =zl < Mjlly — =],

tehat
1f(y) = f(@)lloc <max{M,..., Mp}|y—z|.

illetve

1f(y) = f(@)| < vm-max{M,..., My} |ly — || = Lxlly — =||.

Lk




