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1. Magasabb rendű lineáris (skalár-)

differenciálegyenletek

Tekintsük a(z)

x(n)(t) +
n∑
i=1

ai(t)x
(n−i)(t) = b(t) (1)

differenciálegyenletet, ahol n ∈ N, I ⊂ K nýılt intervallum és ai , b :
I → R folytonos (i = 1, . . . , n). Ehhez τ ∈ I és ξi ∈ K (i = 1, . . . , n)
esetén az

x(i−1)(τ) = ξi (i = 1, 2, . . . , n) (2)

kezdeti feltétel rendelhető.
Az (1) differenciálegyenlet homogén megfelelője [,,társa”]:

x(n)(t) +
n∑
i=1

ai(t)x
(n−i)(t) = 0 (3)

1.1. Megjegyzés. Az átviteli elv szerint az (1)–(2) Cauchy-feladatnak
a(z) 

x′i(t)− xi+1(t) = 0 (i = 1, . . . , n− 1)

x′n(t) +
n∑
i=1

ai(t)xn−i+1(t) = b(t)
(4)

xi(τ) = ξi (i = 1, . . . , n) (5)
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elsőrendű lineáris differenciálegyenletre vonatkozó kezdetiérték problé-
ma felel meg; ez röviden{

x′(t) + A(t)x(t) = b(t)
x(τ) = ξ

alakú, ahol

x(t) =


x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

 ,

A(t) =


0 −1 0 . . . 0
0 0 −1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . −1

an(t) an−1(t) an−2(t) . . . a1(t)

 , b(t) =


0
0
...
0
b(t)

 .

1.2. TÉTEL. Az (1)–(2) Cauchy-feladatnak pontosan egy x : I → K
megoldása van.

Bizonýıtás. Az átviteli elv, az előző megjegyzés és a lineáris dif-
ferenciálegyenlet-rendszerre vonatkozó megfelelő tétel következménye.

1.3. Álĺıtás. Ha

U = {u ∈ Cn(I) : u megoldása (1)-nek } és

V = {v ∈ Cn(I) : v megoldása (3)-nak },
továbbá u0 ∈ U , akkor

U = u0 + V
és V egy n dimenziós altere Cn(I)-nek (K felett).

Bizonýıtás. Hasonló a lineáris differenciálegyenlet-rendszer elmé-
letében feĺırt analóg álĺıtások igazolásához.

1.4. Defińıció. A V altér egy bázisát (azaz (3) n db lineárisan függet-
len megoldását) a (3) differenciálegyenlet egy alaprendszerének nevezzük.
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1.5. Defińıció. Ha ϕi ∈ Cn(I) (i = 1, 2, . . . , n), legyen

w(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(t) ϕ2(t) . . . ϕn(t)
ϕ′1(t) ϕ′2(t) . . . ϕ′n(t)

...
...

...

ϕ
(n−1)
1 (t) ϕ

(n−1)
2 (t) . . . ϕ

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (t ∈ I).

Ezt a (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) függvényrendszer Wronski-determinánsának ne-
vezzük.

1.6. Álĺıtás. Ha ϕi ∈ Cn(I) (i = 1, 2, . . . , n), akkor a következő fel-
tételek ekvivalensek.

(a) (ϕi)
n
i=1 egy alaprendszere (3)-nak;

(b) ϕi megoldása (3)-nak (i = 1, . . . , n) és
∀t ∈ I : w(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)(t) 6= 0 ,

(c) ϕi megoldása (3)-nak (i = 1, . . . , n) és
∃t0 ∈ I : w(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)(t0) 6= 0 .

Bizonýıtás. Az átvitelei elv alapján a lineáris differenciálegyenlet-
rendszer alapmátrixára vonatkozó analóg álĺıtásból következik.

1.7. TÉTEL. [Liouville-tétel]: Ha ϕi : I → K megoldása (3)-nak
(i = 1, 2, . . . , n), akkor ∀ t ∈ I :

w(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)(t) = w(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)(τ) · exp

[
−
∫ t

τ

a1(s) ds

]
.

Bizonýıtás. Az Abel–Liouville-tételből kapjuk az átviteli elv (és
az 1.1. megjegyzés) alapján.

1.8. Megjegyzés. Például n = 2 esetén, ha ismert (3)-nak egy nem
nulla megoldása, pl.: ϕ, akkor a Liouville-tételből elsőrendű egyenletet
kapunk egy ϕ-től lineárisan független ψ megoldásra:∣∣∣∣ ϕ(t) ψ(t)

ϕ′(t) ψ′(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ϕ(τ) ψ(τ)
ϕ′(τ) ψ′(τ)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

· exp

[
−
∫ t

τ

a1(s) ds

]

ϕ(t)︸︷︷︸
ismert

·ψ′(t)− ϕ′(t)︸︷︷︸
ismert

·ψ(t) = exp

[
−
∫ t

τ

a1(s) ds

]
︸ ︷︷ ︸

ismert

.
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Az állandó(k) variálása:
Legyen (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) a (3) differenciálegyenlet egy alaprendszere,

keresendő ck ∈ C1(I) (k = 1, 2, . . . , n) úgy, hogy

ϕ(t) =
n∑
k=1

ck(t)ϕk(t) (t ∈ I)

megoldása legyen (1)-nek.

Válasszuk a ck függvényeket úgy, hogy ∀ t ∈ I :

n∑
k=1

c′k(t)ϕ
(j)
k (t) = 0 (j = 0, 1, . . . , n− 2) és

n∑
k=1

c′k(t)ϕ
(n−1)
k (t) = b(t)

teljesüljön. Ez elérthető, mert lineáris (inhomogén) egyenletrendszer
[c′1(t), c

′
2(t), . . . , c

′
n(t)]-re, melynek determinánsa w(ϕ1, . . . , ϕn)(t) 6= 0 .

Ekkor

ϕ =
n∑
k=1

ckϕk =⇒ ϕ′ =
n∑
k=1

c′kϕk︸ ︷︷ ︸
0

+
n∑
k=1

ckϕ
′
k =⇒

ϕ′′ =
n∑
k=1

c′kϕ
′
k︸ ︷︷ ︸

0

+
n∑
k=1

ckϕ
′′
k =⇒ . . .

ϕ(n−1) =
n∑
k=1

c′kϕ
(n−2
k︸ ︷︷ ︸

0

+
n∑
k=1

ckϕ
(n−1)
k =⇒ ϕ(n) =

n∑
k=1

c′kϕ
(n−1)
k︸ ︷︷ ︸

b

+
n∑
k=1

ckϕ
(n)
k

ı́gy

ϕ(n) +
n∑
j=1

ajϕ
(n−j) = b+

n∑
k=1

ck

[
ϕ
(n)
k +

n∑
j=1

ajϕ
(n−j)
k

]
︸ ︷︷ ︸

0

.
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2. Magasabbrendű állandó együtthatós (homogén)

lineáris skalár differenciálegyenlet

A megoldandó differenciálegyenlet

x(n)(t) +
n∑
j=1

aj · x(n−j)(t) = 0 , (6)

ahol aj ∈ K (j = 1, . . . , n).

2.1. Defińıció. A

P (λ) = λn +
n∑
j=1

ajλ
n−j (λ ∈ C)

polinomot a (6) differenciálegyenlet karakterisztikus polinomjának ne-
vezzük.

2.2. Megjegyzés. x(t) = eλt (t ∈ R) megoldása (6)-nak
⇐⇒ P (λ) = 0.

2.3. Lemma. Ha r ∈ N; λ1, λ2, . . . , λr ∈ C (λi 6= λj, ha i 6= j) és
Qj legfeljebb mj-edfokú polinom [ahol mj ∈ N∪{0}] (j = 1, . . . , r) úgy,
hogy

r∑
j=1

Qj(t)e
λjt = 0 (t ∈ R), (7)

akkor
Qj(t) = 0 (t ∈ R) (j = 1, 2, . . . , r).

Bizonýıtás. Indirekt tegyük fel, hogy ∃j0 ∈ {1, 2, . . . , r} : ∃t0 ∈
R : Qj0(t0) 6= 0. Legyen s az ,,ilyen” j0 indexek számának minimális
értéke.

Ha s = 1, akkor (7) =⇒

Qj0(t)e
λj0t = 0 (t ∈ R)

·e−λj0t
=⇒ Qj0(t) = 0 (t ∈ R),

ami ellentmondás.
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A továbbiakban az s > 1 esetet tekintjük. Az egyszerűség kedvéért
feltehetjük, hogy a (7)-beli előálĺıtásban csak r = s db nem 0 polinom
szerepel. Ekkor (7)-ből e−λst -vel szorozva

s−1∑
j=1

Qj(t)e
(λj−λs)t +Qs(t) = 0 (t ∈ R). (8)

Ezt k > degQs esetén k-szor deriválva

s−1∑
j=1

k∑
l=0

(
k

l

)
·Q(k−l)

j (t) · (λj − λs)l︸ ︷︷ ︸
Qjk(t) polinom ((s−1) db), /·eλst =⇒

·e(λj−λs)t = 0 (t ∈ R). (9)

s−1∑
j=1

Qjk(t)e
λjt = 0.

Mivel Qjk(t) főtagja megegyezik Qj(t) főtagjának (λj−λs)k-szorosával,
ezek nem azonosan nulla polinomok, ellentétben s minimális voltával.

A megoldandó differenciálegyenlet

x(n)(t) +
n∑
j=1

aj · x(n−j)(t) = 0 , (10)

ahol aj ∈ K (j = 1, . . . , n); x(0) = x .

2.4. TÉTEL. Ha az (10) lineáris differenciálegyenlet karakterisztikus
polinomjának gyöktényezős alakja

P (λ) =
r∏
l=1

(λ− λl)ml (ahol λl ∈ C [l = 1, . . . , r]; λk 6= λl, ha k 6= l),

akkor a

ϕl,k(t) = tkeλlt (t ∈ R) (l = 1, . . . , r; k = 0, 1, . . . ,ml − 1) (11)

függvények a (10) differenciálegyenlet egy alaprendszerét alkotják (eset-
leg csak K = C választással).

Bizonýıtás.
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(i) ϕlk megoldás: F : R× C→ C esetén legyen

Lt [F (t, λ)] = Dn
1F (t, λ) +

n∑
j=1

ajD
n−j
1 F (t, λ) (t ∈ R, λ ∈ C).

Ekkor

Lt
[
tkeλt

]
= Lt

[(
d

dλ

)k
eλt

]
Young

=

(
d

dλ

)k [
Lt
(
eλt
)]

=

=

(
d

dλ

)k [
P (λ)eλt

]
=

k∑
m=0

(
k

m

)
P (k−m)(λ) · tmeλt.

Mivel k ∈ {0, 1, . . . ,ml−1} esetén ∀s ∈ {0, 1, . . . , k} : P (s)(λl) = 0,
ebből

Lt
[
tkeλlt

]
= 0, ha k ∈ {0, 1, . . . ,ml − 1}.

(ii) (ϕlk) lineárisan független: Ha clk ∈ C
(l = 1, . . . , r; k = 0, 1, . . . ,ml − 1) úgy, hogy ∀t ∈ R :

0 =
r∑
l=1

ml−1∑
k=0

clkϕlk(t) =
r∑
l=1

ml−1∑
k=0

clkt
keλlt︸ ︷︷ ︸

Ql(t)

=
r∑
l=1

Ql(t)e
λlt,

akkor a lemma szerint ∀ l ∈ {1, . . . , r} : ∀ t ∈ R :

0 = Ql(t) =

ml−1∑
k=0

clkt
k =⇒

∀ l ∈ {1, . . . , r} : ∀ k ∈ {0, . . . ,ml − 1} : clk = 0.

2.5. Megjegyzés. Ha aj ∈ R (j = 1, . . . , n) és valamely l indexre

λl = µl + i · νl, ahol µl ∈ R, νl ∈ R \ {0} [́ıgy λl ∈ C \ R],

akkor ∃l∗ ∈ {1, . . . , r} \ {l} : λl∗ = µl − i · νl
[azaz νl∗ = −νl, tehát λl∗ = λl],
továbbá ml∗ = ml és 0 ≤ k ≤ ml − 1 esetén a

ϕlk(t) = tk · eλlt = tk · eµlt [cos(νlt) + i · sin(νlt)] ,

ϕl∗k(t) = tk · eλlt = tk · eµlt [cos(νlt)− i · sin(νlt)]
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függvénypár helyett tekinthető a C felett ugyanezt a két dimenziós
alteret generáló, de valós értékű

ψlk(t) = tkeµlt cos(νlt), ψl∗k(t) = tkeµlt sin(νlt)

függvénypár.
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