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1. Magasabb rendi linearis (skalar-)
differencialegyenletek

Tekintsiik a(z)

differencidlegyenletet, ahol n € N , I C K nyilt intervallum és a;,b :
I — R folytonos (i =1,...,n). Ehhez Tt € [ és § e K (1 =1,...,n)
esetén az

V=6  (i=1,2,...,n) (2)

kezdeti feltétel rendelhetd.
Az (1) differencidlegyenlet homogén megfeleldje [,,térsa”]:

+ ) ai(t)z" () =0 (3)
i=1
1.1. Megjegyzés. Az atviteli elv szerint az (1)—(2) Cauchy-feladatnak
a(z)
x;(t) —le( )=0 (i=1,....,n—1)
(4)
+ Zaz Lp— H—l b( )



elsorendii linearis differencidlegyenletre vonatkozo kezdetiérték problé-
ma felel meg; ez roviden

{ '(t) + ?(t)i(t) = b(?)

alak1, ahol

I (t)
o= | 0
(1)
0 -1 0 . 0 0
0 0 -1 . 0 0
At) = : , b(t) =
0 0 0 ... -1 0
an(t) an_1(t) an—o(t) ... ai(t) b(t)

1.2. TETEL. Az (1)-(2) Cauchy-feladatnak pontosan eqy x : I — K
megolddsa van.

Bi1zZONYITAS. Az atviteli elv, az el6z8 megjegyzés és a linedris dif-
ferencialegyenlet-rendszerre vonatkozo megfelelo tétel kovetkezménye.

1.3. Allitas. Ha
U={ueC"I):u megoldisa (1)-nek}  és

V ={veC"(I): v megoldisa (3)-nak},

tovdbbd uy € U, akkor
U= Ug + V

és V egy n dimenzids altere C™(I)-nek (K felett).

Bi1zONYITAS. Hasonlé a linedris differencidlegyenlet-rendszer elmé-
letében felirt analég allitasok igazolasdhoz.

1.4. Definicié. A V altér egy bazisat (azaz (3) n db linedrisan fligget-
len megolddsat) a (3) differencidlegyenlet egy alaprendszerének nevezziik.



1.5. Definicié. Ha p; € C*"(I) (i=1,2,...,n), legyen

pr(t)  @a(t) o alt)
Al ) ()
W1, 2, pa)(t) = 5 3 5 (t eI
n—1 n—1 n—1
o V() @) el )
Ezt a (@1, 99, ..., p,) fliggvényrendszer Wronski-determindnsénak ne-

vezzik.
1.6. Allitas. Ha o; € C(I) (i = 1,2,...,n), akkor a kévetkezd fel-
tételek ekvivalensek.
(a) (pi)i, egy alaprendszere (3)-nak;
(b) p; megolddsa (3)-nak (i =1,...,n) és
Vtel: W(@la@%"'?gpn)(t) 7& 0)
(¢) i megolddsa (3)-nak (i =1,...,n) és
dto € I :w(p1,p2,...,00)(tg) #0.

Bi1zONYITAS. Az 4tvitelei elv alapjdn a linedris differencidlegyenlet-
rendszer alapmatrixara vonatkozo analog allitasbol kovetkezik.

1.7. TETEL. [Liouville-tétel]: Ha ¢; : I — K megolddsa (3)-nak
(1=1,2,...,n), akkorVt eI :

t
Wonga o)) = Wlon g o)) e [~ (o) as]
BizONYITAS. Az Abel-Liouville-tételbdl kapjuk az dtviteli elv (és

az 1.1. megjegyzés) alapjan.

1.8. Megjegyzés. Példaul n = 2 esetén, ha ismert (3)-nak egy nem
nulla megoldasa, pl.: ¢, akkor a Liouville-tételbdl elsérendii egyenletet
kapunk egy (-t0l linedrisan fiiggetlen 1) megoldasra:

o(t) (1) | _| ¢(r) wﬂ.wpkfy@m4
ismert ismert R

Pt vt || Pr) Y(r)
ﬁ(,t.)/ Q'(t) — g\pi(/tl () = exp [—/T ai(s) ds].
ismert




Az allandé(k) varialasa:
Legyen (¢1,p2, ..., pn) a (3) differencidlegyenlet egy alaprendszere,
keresendd ¢ € CY(I) (k=1,2,...,n) dgy, hogy

p(t) = ch(t)SOk(t) (tel)

k=1
megolddsa legyen (1)-nek.
Valasszuk a ¢, figgvényeket ugy, hogy Vt € I :

3

G M) =0 (=01,....n-2) & > e () =b(t)

o~
—_

teljestiljon. Ez elérthetd, mert linearis (inhomogén) egyenletrendszer
[ (1), c4(L), ..., (t)]-re, melynek determindnsa w(pq,...,,)(t) # 0.

Ekkor
n n n
VVZE:%Wk:$¢“:§:%¢h+§:%¢%:$
k=1 k=1 k=1
0
P = it ) vl =
k=1 k=1
0
n n
_ -1
PV = chsok 1Y) apl Y = o = et +Zc vy
k=1 k=1
0 b
igy
n
j=1 k= |
?7



2. Magasabbrendii dllandé egyiitthatés (homogén)
linearis skalar differencialegyenlet

A megoldandé differencidlegyenlet
2+ a2 () =0, (6)
j=1

ahola; €e K (j=1,...,n).

2.1. Definicio. A

PA)=XN"+>"aX"/  (AeC)
j=1

polinomot a (6) differencidlegyenlet karakterisztikus polinomjanak ne-
vezzik.

2.2. Megjegyzés. x(t) = e (t € R) megoldésa (6)-nak

< P(\) =0.

2.3. Lemma. Har € N; A, Ao,..., N, € C (N # Aj, hai # j) és
Q; legfeljebb m;-edfoki polinom [ahol m; € NU{0}] (j =1,...,r) dgy,
hogy

Y Qi =0 (teR), (7)
akkor
Qjt)=0 (teR)(j=12...,r).

BizoNYITAS. Indirekt tegyiik fel, hogy 3jo € {1,2,...,r} : Tty €
R : Qj,(to) # 0. Legyen s az ,,ilyen” j, indexek szdmanak minimalis
értéke.

Ha s =1, akkor (7) =

Qa0 =0 (teR) " Q,(t)=0 (teR),

ami ellentmondas.



A tovabbiakban az s > 1 esetet tekintjiik. Az egyszerliség kedvéért
feltehetjiik, hogy a (7)-beli eléallitdsban csak r» = s db nem 0 polinom
szerepel. Ekkor (7)-bél e~ -vel szorozva

—_

S—

Q)N ML Q) =0 (t€R). (8)

1

J

Ezt k > deg Q)5 esetén k-szor derivalva

s—1 k
§:(> 1) - (A = A e M =0 (teR).  (9)

=11

g

Qjk(t) potinom ((571) a), [-erst —=—

s—1
> Qiklt)ed =0
j=1

Mivel Q1 (t) fotagja megegyezik Q;(t) fétagjdnak (\; — As)*-szorosdval,
ezek nem azonosan nulla polinomok, ellentétben s minimalis voltaval.
A megoldandé differencidlegyenlet

)+ aj- 2 (t) =0, (10)
j=1

ahola; €K (j=1,...,n); 20 =z.
2.4. TETEL. Ha az (10) linedris differencidlegyenlet karakterisztikus
polinomjanak gyoktényezdos alakja

r

PO =[O =X)"™ (aholNeC[l=1,....7]; M # N, hak #1),
=1

akkor a
orp(t) =theM (teR)(I=1,...,r; k=0,1,...,m —1) (11

fiigguények a (10) differencidlegyenlet eqy alaprendszerét alkotjdk (eset-
leg csak K = C wvdlasztdssal).

Bi1zZONYITAS.



(1) ¢ megoldés: F': R x C — C esetén legyen

L [F(t,N)] = DF(t,\) + Y a;Di'F(t,\) (t€R, A€C).
j=1

Ekkor

Ly [t"e] g[&%)iﬂ]“@&%){g@zﬂ
= () e =3 (F) e e

Mivel k € {0,1,...,my—1} esetén Vs € {0,1,...,k} : PO (\) =0,
ebbdl
Li[t"eM] =0, ha ke{0,1,...,m— 1}

(ii)) () linedrisan fiiggetlen: Ha ¢, € C
(l=1,...,r; k=0,1,...,m; — 1) gy, hogy Vt € R :

ro o omp— T omp—

0=>" Z cspie(t) = Z cpt"eNt = Z Qu(t)e,

=1 k=0 =1 k=0
Qi(2)

akkor a lemma szerint VIe{l,...,r} :VteR :

m;—1

0= Ql(t) = Z Clktk —

k=0
VlG{l,...,T’}ZVkG{0,...,7711—1}ICZkZO.
2.5. Megjegyzés. Haa; € R (j =1,...,n) és valamely [ indexre
M= +i-v, aholy €R, vy e R\{0} [igy sy € C\R],

akkor 3" € {1,....r}\{l}: o =y —i -y

lazaz v+ = —y, tehdt A\ = A,

tovabba mp = my; és 0 < k < my; — 1 esetén a
oi(t) = tFeM =1k el [cos(yt) + i - sin(ut)]
opr(t) = tF.eMt =1k et [cos(yt) — i - sin(yt)]
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fiiggvénypar helyett tekintheté a C felett ugyanezt a két dimenzids
alteret generald, de valods értéki

Ui(t) = tFert cos(yt), Ypi(t) = thert sin(yt)

fiiggvénypar.



