Bevezetés a kozonséges
differencialegyenletek elméletébe
13. eldadés (2019. december 10.)

Variacioszamitas

Boros Zoltan

1. Variacidoszamitas

1.1. Példa. Adott o, 5 € R, a < 3, A, B € [0, +00[. Meghatdrozandé
olyan x : [a, 8] — [0, 400 folytonosan differencidlhaté fliggvény, amely-
re v(a) = A, x(8) = B és (ezen feltételek mellett) az = (grafikonjanak)
megforgatasaval keletkezo forgastest felszine minimalis.

A felszin

A’r + B*n 4 2n /Bx(t)\/l + (2/(t))? dt,

tehat minimalizalando

B
f(x) = / x(t)\/ 1+ (2'(t))?dt.

1.2. Definicié. [Gateaux:] Legyen X vektortér R felett, D C X, f :
D — R, x € D. Az mondjuk, hogy a € X megengedett irany z-ben f
szdméra, ha Ir >0: x4+ Xa € D (A €] —r,r[) és 3
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Ekkor a 0, f(x) szdmot az f fiiggvény a irdnymenti derivaltjanak ne-
vezzilk az x pontban.

A(f,D,x) = {a € X | a megnegedett irany xz-ben f szadméra}.



1.3. Megjegyzés. a € A(f, D, X), wo(\) = f(x + Xa) (N €] —r,7])
esetén

u(0) = 0uf ().
Ezért, ha f-nek helyi széls6értéke van x-ben, akkor d,f(x) =0 [Va €
A(f, D, x)].

1.4. Lemma. [Du Bois Reymond Lemma:] Hav € C(|c, 5]) 1gy, hogy
Vae€ Ay = {a € C{[a, ]) : a(a) = a(B) =0} :

akkor v konstans.

Bi1zONYITAS. Legyen

B t
Bi@/ v(t) dt, a(t):/[v(s)—c]ds (t € [, B]).

Ekkor a € A; és

/a ot dt = / (o(t)— )l (6) dt = / o (t) de—c / Tt di =

0 —cfa(B) —a(a)] =0 = v(t) =c (€ |a,b]).

C =

1.5. Kovetkezmény. Ha u,v € C(|a, §]) gy, hogy Va € Ay :

B
/ u(t)alt) + v(t)d'(8)] dt = 0,
akkor v € CY([a, B]) és v' = u.

Bi1zONYITAS. Legyen

Ekkor Va € Al :

B B
0= / U (t)a(t) + v(t)a' (1)) dt = [U(D)a(t))} + / [o(t) — U()] a'(t) dt =



p .
/ [v(t) — U(t)] a'(t) dt pu o immgnd e, U konstans =

v(t) = U(t)+c = v differencidlhat6 és v'(t) = U'(t) = u(t) (t € [, B]).

1.6. TETEL. [Euler-Lagrange-tétel:]: Legyen A, B,a, 8 € R, a < 3,
F:la, ] x Rx R = R folytonos gy, hogy DoF és DsF is (létezik és)
folytonos;

D = {ﬁfCﬂﬂ@#ﬂ)ﬂda):f4éS%MﬂZZB}
fla) = / Ft 2(t),2'(t) dt (x € D).

Ha f-nek helyi szélsoértéke van az x € D pontban, akkor
t— D3F(t,x(t),2'(t)) differencidlhato és

%D3F(t,x(t),x’(t)):DQF(t,:c(t),a?'(t)) (tele, ), (1)

ami az Fuler—Lagrange-differencidlegyenlet.

BIZONYITAS. Vx € D: Ay C A(f,D,x), tovdbbd Va € A; :
8
oa(N) = F(z + \a) = / F(t 2(t) + Aa(t), 2/ (t) + Ad' (D)) dt, fay
8
@l (\) :/ [DoF(t, 2(t) + Aa(t), 2’ (t) + \d'(t)) - a(t)+
+D3F(t, z(t) + Xa(t), 2’ (t) + Ad'(t)) - d'(t)] dt = 0= 9,f(z) = ©,(0) =

B _.
:/ [DyF(t,x(t), 2/ (t)) - a(t) + DsF(t, z(t), 2'(t))d (t)] dt = (1) .

1.7. Példa. F(t,z,y) = zy/1+y> =
DyF(t,x,y) =/ 1+ y? D3F(t,z,y) = \/% 1.6. tétel —

x(t)x'(t)
L+ (a'(t))?

a4
d

] = V14 (@)

3



(@) + 22" ()] - T+ (O] - x(t) - /(1) - AL
=1+ (@)

(:L“’(t))
((2'(1))* + x(t)2" (1)) ( (1)?) —2 () (@' (£))>2"(t) = (1 + ('(1)%) =
1+ (2(1)? = ()xuy;%ux):—mmt+m

a, b ugy valasztandd, hogy x(a) = A, x(8) = B legyen...
1.8. TETEL. Legyen A, BER", o, B€ R, a < f3,
F:lo, Bl x R" x R" - R
folytonos gy, hogy D1 ;jF (j =1,...,2n) is (létezik és) folytonos;
D = {z€C'(a,f],R") : x(a) = A és 2(8) = B},
fla) = /ﬁF@w@)J@»ﬁ (z € D).
Ha f-nek helyi szélsoértéke van az x € D pontban, akkor
t > Dy F(t,2(t), 2'(t))

differencidalhato és

Dy (1, 2(0), (1) = DigF(t,2(0),2'(6) (¢ € o8] (G =1,....m),

amit Euler—Lagrange-differencidlegyenleteknek hivunk.



