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1. Variációszámı́tás

1.1. Példa. Adott α, β ∈ R, α < β, A,B ∈ [0,+∞[. Meghatározandó
olyan x : [α, β]→ [0,+∞[ folytonosan differenciálható függvény, amely-
re x(α) = A, x(β) = B és (ezen feltételek mellett) az x (grafikonjának)
megforgatásával keletkező forgástest felsźıne minimális.

A felsźın

A2π +B2π + 2π

∫ β

α

x(t)
√

1 + (x′(t))2 dt,

tehát minimalizálandó

f(x) =

∫ β

α

x(t)
√

1 + (x′(t))2 dt.

1.2. Defińıció. [Gâteaux:] Legyen X vektortér R felett, D ⊂ X, f :
D → R, x ∈ D. Az mondjuk, hogy a ∈ X megengedett irány x-ben f
számára, ha ∃r > 0 : x+ λa ∈ D (λ ∈]− r, r[) és ∃

∂af(x) := lim
λ→0

f(x+ λa)− f(x)

λ
∈ R.

Ekkor a ∂af(x) számot az f függvény a iránymenti deriváltjának ne-
vezzük az x pontban.

A(f,D, x) = {a ∈ X | a megnegedett irány x-ben f számára}.
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1.3. Megjegyzés. a ∈ A(f,D,X), ϕa(λ) = f(x + λa) (λ ∈] − r, r[)
esetén

ϕ′a(0) = ∂af(x).

Ezért, ha f -nek helyi szélsőértéke van x-ben, akkor ∂af(x) = 0 [∀a ∈
A(f,D, x)].

1.4. Lemma. [Du Bois Reymond Lemma:] Ha v ∈ C([α, β]) úgy, hogy
∀ a ∈ A1 = {a ∈ C1([α, β]) : a(α) = a(β) = 0} :∫ β

α

v(t)a′(t) dt = 0,

akkor v konstans.

Bizonýıtás. Legyen

c =
1

β − α

∫ β

α

v(t) dt, a(t) =

∫ t

α

[v(s)− c] ds (t ∈ [α, β]).

Ekkor a ∈ A1 és∫ β

α

[v(t)−c]2 dt =

∫ β

α

(v(t)−c)a′(t) dt =

∫ β

α

v(t)a′(t) dt−c
∫ β

α

a′(t) dt =

0− c[a(β)− a(α)] = 0 =⇒ v(t) = c (t ∈ [α, β]).

1.5. Következmény. Ha u, v ∈ C([α, β]) úgy, hogy ∀a ∈ A1 :∫ β

α

[u(t)a(t) + v(t)a′(t)] dt = 0,

akkor v ∈ C1([α, β]) és v′ = u.

Bizonýıtás. Legyen

U(t) =

∫ t

α

u(s) ds (t ∈ [α, β]).

Ekkor ∀a ∈ A1 :

0 =

∫ β

α

[U ′(t)a(t) + v(t)a′(t)] dt = [U(t)a(t)]βα︸ ︷︷ ︸
0

+

∫ β

α

[v(t)− U(t)] a′(t) dt =
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=

∫ β

α

[v(t)− U(t)] a′(t) dt
Du Bois Reymond lemma

=⇒ v − U konstans =⇒

v(t) = U(t)+c =⇒ v differenciálható és v′(t) = U ′(t) = u(t) (t ∈ [α, β]).

1.6. TÉTEL. [Euler–Lagrange-tétel:]: Legyen A,B, α, β ∈ R, α < β ,
F : [α, β]×R×R→ R folytonos úgy, hogy D2F és D3F is (létezik és)
folytonos;

D = {x ∈ C1([α, β]) : x(α) = A és x(β) = B},

f(x) =

∫ β

α

F (t, x(t), x′(t)) dt (x ∈ D).

Ha f -nek helyi szélsőértéke van az x ∈ D pontban, akkor
t 7→ D3F (t, x(t), x′(t)) differenciálható és

d

dt
D3F (t, x(t), x′(t)) = D2F (t, x(t), x′(t)) (t ∈ [α, β), (1)

ami az Euler–Lagrange-differenciálegyenlet.

Bizonýıtás. ∀x ∈ D : A1 ⊂ A(f,D, x), továbbá ∀ a ∈ A1 :

ϕa(λ) = f(x+ λa) =

∫ β

α

F (t, x(t) + λa(t), x′(t) + λa′(t)) dt, ı́gy

ϕ′a(λ) =

∫ β

α

[D2F (t, x(t) + λa(t), x′(t) + λa′(t)) · a(t)+

+D3F (t, x(t) + λa(t), x′(t) + λa′(t)) · a′(t)] dt =⇒ 0 = ∂af(x) = ϕ′a(0) =

=

∫ β

α

[D2F (t, x(t), x′(t)) · a(t) +D3F (t, x(t), x′(t))a′(t)] dt
köv.

=⇒ (1) .

1.7. Példa. F (t, x, y) = x
√

1 + y2 =⇒
D2F (t, x, y) =

√
1 + y2, D3F (t, x, y) = xy√

1+y2
. 1.6. tétel =⇒

d

dt

[
x(t)x′(t)√
1 + (x′(t))2

]
=
√

1 + (x′(t))2
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[
(x′(t))2 + x(t)x′′(t)

]
·
√

1 + (x′(t))2 − x(t) · x′(t) · x′(t)·x′′(t)√
1+(x′(t))2

1 + (x′(t))2
=
√

1 + (x′(t))2(
(x′(t))2 + x(t)x′′(t)

) (
1 + (x′(t))2

)
−x(t)(x′(t))2·x′′(t) =

(
1 + (x′(t))2

)2
=⇒

1 + (x′(t))2 = x(t)x′′(t)
lsd. gyak.

=⇒ x(t) =
1

a
ch(at+ b)

a, b úgy választandó, hogy x(α) = A, x(β) = B legyen...

1.8. TÉTEL. Legyen A,B ∈ Rn , α, β ∈ R , α < β ,

F : [α, β]× Rn × Rn → R

folytonos úgy, hogy D1+jF (j = 1, . . . , 2n) is (létezik és) folytonos;

D = {x ∈ C1([α, β] , Rn) : x(α) = A és x(β) = B },

f(x) =

∫ β

α

F (t, x(t), x′(t)) dt (x ∈ D).

Ha f -nek helyi szélsőértéke van az x ∈ D pontban, akkor

t 7→ D1+n+jF (t, x(t), x′(t))

differenciálható és

d

dt
D1+n+jF (t, x(t), x′(t)) = D1+jF (t, x(t), x′(t)) (t ∈ [α, β] (j = 1, . . . , n),

amit Euler–Lagrange-differenciálegyenleteknek h́ıvunk.
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