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Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Boros Zoltan

1. Linearis differencialegyenlet-rendszerek

1.1. Lemma. [GRONWALL-LEMMA]: Legyen a« € R, >0, a > 0,
@ : [0,a]— R folytonos és tegyiik fel, hogy:

o(t) <a+t B / o(s)ds  (te0,a]). 1)

Akkor
o(t) < aet (t € 10,al). (2)

BI1ZONYITAS. Vezessiik be az
=5 [ els)ds & g=c" (el
0
fliggvényeket. Ekkor (1) = ¢(t) < o+ f(t). Tovabba
(f-9) @) =f'@)-9@)+ f(t)-g(t) =
=B-o(t)-gt) =B f(t) - g(t)=B-g)[pt) — )] <a-B-g(l)

miatt



ezért

l-g(t) _ o
== ="
@(t)éoﬁf(t)éﬁzozeﬁt.

1.2. Megjegyzés. Hasonlo allitas igaz a < 0 esetén is.

1.3. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum, n € N, A: [ — K"*"
és b: I — K" folytonos fliggvény, 7 € I, £ € K", és tekintsiik a(z)

() + A(t)x(t) = b(t) (3)
z(r) = § (4)

Cauchy-feladatot. Az (3) differencidlegyenletet elsérendii (inhomogén)
linearis differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik. Az (3) homogén tarsa

[pdrjal:
o(t)+ At)x(t) =0  [itt 0 € K"]. (5)

1.4. TETEL. Az (3)-(4) Cauchy-feladatnak pontosan eqy x : I — K"
(teljes) megolddsa van.

B1zONYITAS. Az (3) differencidlegyenlet
2'(t) = f(t,2(t))
alakra hozhato, ahol
flt,z) = —A(t)x + b(t) (tel, xeK"),
ezért f az x komponensei szerint folytonosan differencidlhato, ugyanis
Dof(t,x) = —A(1);

tehét (3) normaél-egyenlet.
Tehat (3)—(4)-nek Jx : I; — K" teljes megoldédsa, ahol I; nyilt
intervallum, 7 € Iy C I és x az I x K"- ben ,hatartol hatarig halad”.

Belatjuk, hogy I1 = I. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy I, ; I,
tehét inf([;) € I, vagy sup(/ly) € I. Tekintsiik az utébbit, tehat legyen
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t1 =sup(l1) € I. Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy 7 = 0 [ezt
elérhetnénk, ha bevezetnénk az I = I—7 = {t—7 | t € I'} intervallumot
ésaz A(t) = A(t+7), b(t) =b(t+7) (t € I) (egyiitthatd) fliggvényeket
...]. Ekkor

M = sup{||A(t)|| : t € [0, 1]}, K =sup{||b(t)] :t € [0,t1]}
jelolésekkel Vt € [0, t4]:

lz()]l = H§+/0 [b(s) = A(s)z(s)] ds|| <

< &l + [ lo(s)llds + | [[A(s)] - lz(s)]| ds <
0 0

t t
9M+K¢+M/W$WRQH+Kﬁ+MAWWW®
0
igy a Gronwall-lemméat alkalmazva a

p(t) = llz@)

fiiggvényre és az
a=|¢+K-t, =M

konstansokra, kapjuk, hogy
lz@1 < (€] + K- t) ™ (te[0.t]),
tehat

2| o C [0,t1] x {z € K" | o] < (€] + K - 1) €M} € I x K",
kompakt

ami ellentmondas.
1.5. Jelolés.
U={u:I—K"| umegolddsa (3) — nek},
V ={v:I—K"| v megoldasa (5) — nak}.
1.6. Allitas. Ha uyg € U, akkor
U=uy+V.
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1.7. TETEL. V eqy n dimenzios vektortér K felett.

Bi1zONYITAS. Egyrészt konnyen ellenérizhetd, hogy V' vektortér.

Masrészt az elozo tétel szerint V€ € K" esetén pontosan egy x : [ —
K" megolddsa van a (5)—(4) Cauchy-feladatnak. FEz meghataroz egy
vektortér-izomorfizmust K" és V' kozott.

1.8. Definicié. Ha (p;)!" ; egy linedrisan fiiggetlen rendszer V-ben, ak-
kor azt mondjuk, hogy (y;)"_, egy alaprendszere, tovabba

Vi1
pi=| 7" (i=1,2,...,n)
Pin
jeloléssel
Y1 P21 .- Pnl
®=(p1...00) = 90:12 80:22 90?12

Pin Pon -+ Pnn

egy alapmatrixa a (5) differencidlegyenletnek.

1.9. Allitas. Ha v I — K™ akkor a kovetkezo feltételek ekvivalen-
sek:

(a) ¥ alapmdtriza (5)-nak;
(b) W'(t) + A(t)(t) = 0 és Yt € T : detb(t) # 0;
(¢) W'(t) + A{t)p(t) = 0 és 3tg € I : detb(ty) # 0.
1.10. Kévetkezmény. Ha 0 eqy alapmdtriza (5)-nak, akkor
Aty =—=v'(t) - @] (teld).

1.11. TETEL. [Abel Liouville-tétel]: Ha ® : I — R™" folytonosan
differencidalhato és Vt € I :

O'(t)+ A(t) - d(t) =0 =
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det [®(t)] = det [®(7)] - exp [—/ spur(A(s)) ds] :
ahol .
Spur(aij)nxn = Z Qi -

UTMUTATAS A BIZONYITASHOZ. Legyen

2(t) = det [R(1)] (L € 1) és @ = (i)

nxn '

Ekkor
z = Z V(k)'%kl'---'@nkna

keo(n)

ahol o(n) az n elem permutécidinak a halmaza és v(k) € {—1,1}, ezért

n
7= Z V(k) ’ Z Plhky * e gpifl,ki—ﬁpgki "Pitlkigy e Pk, =
keo(n) i=1
n n
i=1 kea(n) J=1
n o n
= (—aij) > v(k)Puk, - - Qi by s ik it s -+ - * Prk, =
=1 j=1 keo(n)
/ Y11 - Pin \
n n Yi-1,1 .- Pi—-1n n n
= (—Cbij) det Pi1 R Pin = Z(—aijéij det(q))) =
=1 =1 Pit11 -+ Pitln =1 j=1
n
= Z(_a“) det(®) = (—spurd) - z,
1=1
azaz



ezért t
2(t) = z(r)e” JrPwABds (4 e )y,

Az allandé(k) varidlasa:
Ha ¢ : [ — K™ egy alapmétrixa (5)-nak, akkor (3) megoldésait
kereshetjiik

z(t) = P(t)c(t) (tel)
alakban, ahol ¢ : I — K" folytonosan differencialhaté. Ekkor

Q' (t)c(t) + @(t) (t) + A(t)D(t)c(t) = b(t),

O(t)'(t) + [@'(t) + il(t)cb(t)]/c(t) = b(t),
tehat

d(t)=[e@)] " b(t) (el

2. Matrixok egész fiiggvényei

2.1. Definicié. [ : K — K egész fiiggvény, ha Ja, € K (k € Ny =
N U {0}) dgy, hogy a 3" azx* hatvanysor konvergencia-sugara +oo és

(0.¢]

f(z) = Z apz® (x € K). (6)

k=0

2.2. Jelolés.
EK)={f:K—=K | f egész fiiggvény}.

2.3. Definicié. Ha f € £(K) gy, hogy (6) teljesiil és A € K™ akkor
legyen

oo

FA) =) apAr.

k=0

2.4. TETEL. A € K" esetén az f — f(A)  [E(K) = K] leképezés
algebra-homomorfizmus [azaz mivelet-tarto].
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[(f-9)(A) = f(A)g(A) igazolasa a Mertens-tétellel torténik, a tobbi
egyszeril... .|

2.5. Példa. Célunk, hogy meg tudjuk oldani a kovetkezo egyenletrend-
szert:

2y (t) — bry(t) — 2x9(t) = ¢,

Vegyiik észre, hogy

= (o) o= (3) 4=(3 %)

jelolésekkel a feladatban szereplé inhomogén linedris differencidlegyenlet-
rendszer

2 (t) + Ax(t) = b(t),
vagyis az (3) inhomogén vektor-differencialegyenletre példa. Annyi-
ban specialisabb, hogy ebben a példaban A(t) = A (t € R), ezért a
neki megfelel6 (5) homogén linearis vektor-differencidlegyenlet ebben
az esetben allando egyiitthatos.

Motivacié: Ha egydimenziés egyenlet lenne, akkor

y'(t) + ay(t) = 0 = y(t) = coe .

2.6. Allitas. [derivdldsi szabdly]: Ha f € E(K), A € K™ és o(t) =
f(tA) (t € R), akkor
S(t) = f(tA)- A (teR)

2.7. Megjegyzés. ©'(t) = A-f'(tA); altaldban: h(A)g(A) = g(A)h(A).
De példéul
exp(A + B) = exp(A) - exp(B)

nem mindig igaz, csak pl. ha AB = BA.

BIZONYITAS. [a 2.6. &llitas allitdsé]: Legyen t € R tetszileges és
r>|t].




Rt 1« k Kl 1 1 o k 4k k
_£1Lr%8_t2ak [(sA)" — (tA)"] —1512’%8_252%-(3 —t7) - A%
k=0 k=1
Tagonként véve a hatarértéket
ok _ ¢k
lim ay, - AP = Bt AR = k- (1AL A,
s—t s—t

adodik. Ha |s —t| < r —[t|, akkor [s| = [(s —t) +t| < |s—t| + |t| <,

18y
sk _ ¢k sk _ ¢k

Al JlA)T =

< lag| -

ay

s—t s—1

k—1 k—1
> S| AR < Jay (Z ) A =
7=0 7=0

= lalk - (r- AN - 1AL

= |ag|

illetve
@y, - kt* 1 AM|| < Jag] - K [E571]JAF <

< laglk - (r - AN - (1A]
és ez a kozos felso becslés egy konvergens sor k-adik tagja, tehat az

00 k_tk k
Zkzla’k's t 0 has#ta

S—

F(s) =
S agk(tA)L A ha s =t

fiiggvényt definidl6 osszeg a Weierstrass-tétel szerint egyenletesen kon-
vergens, az el6zoekben pedig belattuk, hogy minden tagja folytonos az
s =t pontban (is), igy F' is folytonos az s = t pontban, tehat

A (t) =lim F(s) = F(t) = f'(tA) - A.

2.8. Kovetkezmény.
Y(t)y=e  (teR)
alapmdtriza az
(1) + Az(t) =0 [itt is 0 € K"]. (7)
allando egyiitthatos homogén linedris vektor-differencidlegyenletnek.
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2.9. TETEL. [Kiszamitasi tétell: Ha A € K™ és

(—1)"(det(A — AE) = ﬁ()\ A (AeQ),

J=1

akkor 3 Aj, €e K" (j =1,....,mk=0,1,...,m; — 1) gy, hogy
Vie&K):

ij

Z f Jk (8)

7j=1 k=0

UTMUTATAS A BIZONYITASHOZ. A numerikus analizisb6l ismert,
hogy tetszoleges y; € K (j =1,...,r; 1 =0,1,...,m; —1) esetén
létezik olyan legfeljebb (n — 1)-edfoki H (Hermite-interpolacids) poli-
nom, amelyre

HOO) =gy G = Loor L= 0,1,y — 1),

Ezt alkalmazva lathaté, hogy 1étezik legfeljebb (n — 1)-edfoka H;; po-
linom, amelyre

Dy _ s jg=1,...,r
iy (Aj) = 0ijn <l:QL“wnw—1>
(t=1,....,m; k=0,1,...,m; — 1).

(1, hai=j
Itt: 0 _{ 0 ha maskor.

Masrészrol
p(A) = (=1)"det(A - AF) = p(A) =0

a Cayley—Hamilton-tétel miatt. Legyen

room;—

}:E:f Hix(\) (A €K).

=1 k=0

Ha A € K és m € N ugy, hogy

N=0  (1=01,...,m—1)



(tehat A legalabb m-szeres gycke p-nek), akkor A = \; valamely j €
{1,2,...,r} esetén és m < m;. Ekkor minden / € {0,1,...,m —1}
esetén

FOO) = FO() = Z Z £ \)
1=1 k=0
- sz Moo = fO) = FO () = 0.
1=1 k=0

Tehat p minden gyocke F-nek is legalabb ugyanolyan multiplicitassal
gyoke, ezért F'/p szigularitdsai megsziintethet6ek, tehét

Jgeé(K): F=pg = F(A) =p(A)g(4) =0.
— a tétel A;, = Hji(A)-val.

2.10. Példa. A fentiek ismeretében mar meg tudjuk oldani a fejezet
elején megadott feladatot:

zy(t) = bz (t) — 2x9(t) = ¢,
zo(t) + 8x1(t) + 322(t) = 0.

Az alabbi jeloléseket hasznaljuk:

:U(t)z<28>,b(t)=<é>,14:(_85 _32>

Ezen jelolésekkel a feladatban szereplo inhomogén linearis differencial-
egyenlet-rendszer

o' (t) + Az(t) = b(t) .

Els6 1épésként kiszamitjuk az A matrix sajatértékeit.
55— =2

8 3—A

= M2 +1=(A+1)>

Ekkor a kovetkezo adatok ismertek: n =2, r=1, A\ = -1, my = 2,
ahol n a matrix dimenzidja, r a gyoktényezok szama, A\ az A matrix
sajatértéke, mq a A\; sajatérték multiplicitésa Az

det(A — \E) = ‘ — (=5 -N(B =)\ =8 (~2)

ij

B

j=1 k=0
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képletbe behelyettesitve a kovetkezo adodik:

f(A) = f(=1)- A+ f'(—-1) - A

fi(\) = 1 valasztdssal
fl(A) - E:<é(1)):11410+01411:>(é (1)>:A10-
fao(A) = A+1 (f3(A\) =1) esetén

5 —2 10 4 -2
f2(A):A+E:(8 3>+<01):<8 4>,

illetve

fQ(A) = fg(—l) . AlO + fé(—l) . All =0- Al() +1- All- =
—4 =2
m= ()
) B 10 , -4 =2
Tehat f(A) = f(—l)-(o 1>+f(—1)-< s 4 )
Ez a feliras alkalmas az A matrix hatvanyainak konnyebb kiszamitasahoz

s () oo ()
(1) =4 (1) =2 (-

1S:

8-n-(—1)"1 (—1)"+4-n-(=1)"1

Most meghatarozzuk az alapmatrixot.

o) =

f) = e i) =—t-e"

f(=1) =€, f(-1)=—t-¢,

o) = g=e (g 1) (57
el+4-t-et 2-t-€



Y (t) lesz az eredeti egyenlet alapmatrixa. Ebbdl az
yi1(t) =5-31(t) —=2-3(t) = 0
Yo(t) +8 - y1(t) +3 - 3u(t) = 0

homogén linearis differencial egyenlet-rendszer egy alaprendszere:
el +4-t-¢e 2-t-¢

p1(t) = , 2= ,
—8-t-¢ et —4.t.¢

altalanos megoldasa pedig

y(t) = c1-i(t) +c2- @a(t)
c1 - (ef + 4tel) + ¢ - 2tel [c1 + (4ey + 2¢9)t] €f
—cy - 8te! + ¢o - (e — 4tel) [co — (4cg + 8cp)t] €

Kovetkez6 1épés az allanddk varidlasa az x'(t) + Ax(t) = b(t) egyenlet-
ben. Ha 9(t) a homogén egyenlet egy alapmatrixa és z(t) = ¥ (t) - c(t),
akkor

W) - elt) + 9(1) - (8 + A (D) olt) = b(t),
[W'(t) + A-p(t)] - e(t) +¥(t) - (1) = b(?).
Mivel ¢'(t) + A - ¢(t) = 0, ezért
c(t) = (Y1) 7" - b(t) = (77 b(t) = " - b(t) = (1) - b(t).

A példankban b(t) = ( é ) igy

t

0

et — Ate~t —te™ ! te™t — 4t2et
c(t) = ) =

Ste? et 4+ 4te? ( 8t2e~t

Ezt komponensenként integraljuk.

/t-e_tdt — —t-e‘t—/—e_tdt: —t-e_t+/e_tdt

= —t-e'—e"+Ki=—(t+1)-e "+ K.

/tQ-e—tdt = —t2~e_t—/2t-(—e_t)dtz—t2-6_t+2-/t-6_tdt
= Pt 2.6t =—(P+2t+2) e + K.
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Ezekbol kapjuk, hogy

—(t+1) e+ K +4- (2 +2t+2) et — 4K,

c(t) =
—8- (2 +2t+2)-e '+ 8Ky

A2 +Tt4+T7)- e '+
—8- (P42t +2)- e+

Végiil azt kapjuk, hogy a 2.10. példabeli inhomogén linearis diffe-
rencidlegyenlet-rendszer megoldasa

( z1(t) ) = 2(t) = () - (1)

(t)
(1+4¢) - € 2t - € A2+ Tt+7)-e '+ ¢
—8t-et (1 —4t)- € —8- (242t +2) et + ¢

(1+4t)e' (48> + Tt + T)e ™t + (1 + 4t)et - c; + 2tet - (—8)(t? + 2t + 2)e™" + 2telcy
—8te! (4% + Tt + T)e ™t — 8teley + (1 — 4t)e! (—=8)(t* + 2t +2)e™ ' + (1 — 4t)elcy

St+ T+ (1+4t)-e -y +2t- e ey

—8t— 16 —8t-e' -y + (1 —4t) - €' - ¢
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