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Létezés és egyértelmiiség

Boros Zoltan

1. Cauchy-feladat els6rendii explicit vektor-diffe-
rencialegyenletre
1.1. A Picard—Lindelof-tétel

Ebben a témakdrben legyen p € N; K € {R,C}, D C R x K? tar-
tomany, (7,£) € D [ahol T € R, £ € K?], f: D — KP? folytonos.

1.1. Allitas. Legyen I C R intervallum gy, hogy Tt € I és x : I — KP
ugy, hogy * C D [azaz ¥Vt € I : (t,x(t)) € DJ. Ekkor a kévetkezd
allitasok ekvivalensek:

(a) z megolddsa az
'(t) = f(t, (1)) (1)
2(1) = ¢ (2)
Cauchy- feladatnak,

(b) = folytonos és Vvt € I :
o) =€+ [ flsalo)ds )

B1ZONYITAS.

[(a) = (b)]: (a) miatt x folytonosan differencidlhaté [ = folytonos] ésVt € I :
e N NN
z(t) —E=a(t) —a(r) = 2(s)ds= | f(s,z(s))ds = (3).
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[(b) = (a)]: (3) = z(1) = &, tovabba az integrandus folytonossiga miatt
(folytonosan) differencidlhat6 és Vi € I : 2/(t) = f(t, x(1)).

1.2. Lemma. Legyen 0 < r < 400, p € N, I C R intervallum,
€Kl | | tetszdleges norma a KP téren,

X ={¢:I—=>K"| ¢ folytonos ésVt € I : ||p(t) =&|| < r},

valamint ¢ , 1 € X esetén legyen

d(p, ) = sup{ [[o(t) = @)|| : LT}
FEkkor (X, d) teljes metrikus tér.

BIZONYITAS. Az konnyen ellendrizhetd, hogy (X, d) metrikus tér.
Legyen (z,) : N — X Cauchy-sorozat. Ekkor Vt € I : (x,(t))
Cauchy-sorozat KP-ben és K” teljes, tehat Jdx(t) € KP :
z(t) = lim x,(t).

n—oo

Ekkor [|z(t) = &|| < r (t € I), tovdbba, mivel (x,) Cauchy-sorozat,
tetszolegesen adott € > 0 szamhoz létezik N(e) € N tgy, hogy Vn, m >
N(e) :

d(xy , Tm) <

Tehat Vn,m > N(e) :Vt € I :

DO ™

€
|z (t) = 2w ()l < 35
Ebb6l m — oo hataratmenettel Vt € [ :

[zn(t) = z(®)]| <

Y

Do ™

azaz -
d(x,, z) < 5 <€

Tovabba igy x,, — x egyenletesen, ezért x folytonos, vagyis z € X .

1.3. Megjegyzés. A tovabbiakban (a szamitasok egyszertisitése céljabdl)
a K? téren a (valés) maximum-normat tekintjik, azaz x;, y; € R,

zi=x;+iy; (J=1,2,...,p), v = (v1, T2, ...2p) és 2= (21, 22, ... %)
esetén legyen ||z|| = max{ |z1|, |xo|, ... |2p|} és
121l = max{ [z1], |wl, ||, [v2], -l [yl }-
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1.4. TETEL. [Picard—Lindelof-tétel]:  Legyen o > 0 és B > 0 gy,
hogy

T={(t2z)eRxK| [t—7|<a, |z—¢|<B}cCD,
valamint M = sup{||f(t, )| : (t,z) € T }. Tegyiik fel, hogy

Legyen tovdbbd
1
M L+17
Ekkor az (1)-(2) Cauchy-feladatnak pontosan egy x : [T—h, T+h] — KP
megolddsa van.

h = min{ «,

BizONYITAS. Legyen I = [t —h, 7+ h] és

X ={p:1I—>KP|pfolytonos és Vt € I : ||p(t) —&|| < S}, valamint

Alp)(t) =€+ / fs,0(s)ds  (tel) (peX)

Ekkor X teljes metrikus tér a

d(p,¥) =sup{fle(t) =@l :tel} (o9 € X)

tavolsaggal, tovabba ¢ € X ést € I esetén

HAwXﬂ—£H=H/ ﬂ&¢@D®HSﬂﬂﬁ—ﬂfﬂWhSB,

és A(p) folytonos, igy A(p) € X . Ha pedig p,9 € X, akkor Vt € I :

WM@UN—AWMQHZH/Qﬂ&wwﬂds—/ﬂﬂ&¢@D¢ﬂ=

max{7,t}

Z\N/‘UT&¢%@)—f®y¢®D]dﬂléu/ 1/ (s,50())=f (s, 4(s))]| ds <

min{r,t}

max{7,t} L
< /  Elete) vl ds < Lli—rld(e,v) < Lhd(e,) < o),
min{r,t N
<d(p,¥)




fg;y
d(A( ) A(w)) < —d( @/J) As nyilvan ——— < 1
®), i 1 v, €s nyl ,

tehat A : X — X kontrakcié. Ezért a Banach-féle fixpont-tétel szerint
pontosan egy x € X létezik, amelyre A(x) = x, azaz (3) teljesiil.

Még azt kell belatnunk, hogy ha z : I — K? folytonos megoldasa a
(3)-nak, akkor z € X . Indirekt médon tegyiik fel, hogy © ¢ X . Ekkor
dt, € 1:

() =&l > 5.
Nyilvan t; # 7 (mert z(7) = £ ). Ha pl. ¢; > 7, akkor legyen

to=inf{t € [r, 7+ h] : [lx(t) =& > 5}
Ekkor Vt € [, to] : ||x(t) = &|| < B és

to
B =llatto) € = || | Fls.als)) dsl) < Mt —7) < M < 5.
ami ellentmondas, tehat x € X .

1.5. Kovetkezmény. Ha D f folytonos, akkor f a mdsodik vdltozojdban
lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi, azaz teljesiti a 1.4. tétel feltételeit.
Ekkor minden (1,€) € D esetén (1)-(2)-nek T eqy kornyezetében pon-
tosan eqy megolddsa van.

1.2. Az egzisztencia-tétel és kovetkezményei

Emlékeztet6: Ebben a témakorben legyen p € N, D C R x KP tar-
tomany, (7,£) € D [ahol T € R, £ € KP], f: D — K? folytonos.

P = St () (W
o) = € €
1.6. Megjegyzés.
(4(1) = it 2a(t), aa(). ..y (0) (nlt) = &
W | O a0 20, n0) o ) e = &
| (1) = fylt ma(t), aa(), .y (2) L5l = &
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1.7. TETEL. [Cauchy—Peano-tétel*]:  Legyen o« > 0 és 8 > 0 gy,
hogy

T={(tz)eRxK| [t—7|<a, |z—¢|<B}cCD,

M = sup{||f(t,x)|| : (t,x) € T} és h = min{ a, %} FEkkor Jx :
[T —h, 7+ h] = K? megolddsa az (4)-(5) Cauchy-feladatnak.

1.8. TETEL. Ha u : [ — K? eqy nem kiterjesztheto megolddsa az
(4)-(5) Cauchy-feladatnak, akkor I nyilt intervallum.

B1zONYITAS. A megoldds definicidja szerinte I intervallum és 7 €
I. Be kell latnunk, hogy inf(7) & I és sup(I) ¢ I. Indirekt tegyiik fel,
hogy (példaul) w =sup(l) € I (= w € R). Tekintsiik az

'(t) = f(t,2(t))
{ zr(w) = u(w) (6)

Cauchy-feladatot. A Cauchy—Peano-tétel szerint dr > 0 és
v:[w—r,wtr] = KP Ggy, hogy v megoldédsa a (6) Cauchy-feladatnak.
Legyen

[ u(t), hatel,
w(t)—{ v(t), hat €lw, w+r].
Ekkor
Py oo wt) —ww) L u) —uw)
wo(w) = lim === = lim == = (W) =

= [, uw)) = flw, ww)) = fw, v(w)) =

) = i YO0 w0 —ue)
t—w+ t—w t—w+ t—w

w differencidlhat6 és megoldasa (4)-nek (és w(7) = u(7) = & miatt
(5)-nek is), ami u-nak valddi kiterjesztése.



1.9. TETEL. [A nem Kkiterjesztheté megoldas ,,hatart6l hatarig ha-
lad”]:  Ha u : I — KP egy nem kiterjeszthetd megolddsa az (4)-(5)
Cauchy-feladatnak és Q C D kompakt, akkor

Htl,tQEI1t1<T<t2é8(tj,u(tj))€D\Q (j:1,2).

Bi1zoNYITAS. Tegyiik fel — indirekt médon — példaul azt, hogy
Vi € I, t > 7 esetén (t,u(t)) € Q. Legyen w = sup(/). Ekkor
+00 > w & I az el6z6 tétel és ) korlatos volta miatt.

Felhasznélva a (3)

u(t) =¢ +/ f(s, u(s))ds

egyenloséget, tetszoleges 7 < t1 < ty < w esetén

ta
[ulte) —u(t) [ =1 | f(s,u(s))ds| < K|tz — 1], ahol

3]
K =sup{[[f(t,z) ]| - (t,2) € Q} < o0.

Ezért, ha

lim ¢, = w,
n—o0

ahol (t,) : N — I, akkor (¢,) Cauchy-sorozat = (u(t,)) Cauchy-
sorozat [és KP teljes], tehat (u(t,)) konvergens. Eszerint létezik

w = tgan_ u(t).

Tovabbé (w,w) € @, mert @) zart. Legyen most

a(t) = { u(t), hatel,

w, hat=w.

Ekkor u folytonos, valdodi kiterjesztése u-nak, tovabba

o [ st aas = i [e+ [ so,ueis] <

= tg:gl_ u(t) =w = u(w) =

@ megoldasa (4)—(5)-nek, ami ellentmondas.
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1.3. Normal egyenlet teljes megoldasa

Emlékeztet6: Ebben a témakorben legyen p € N, D C R x KP? tar-
tomany, (7,£) € D [ahol T € R, £ € KP], f: D — K? folytonos.

2'(t) = f(t,z(t)) (7)
w(r) = & (8)
1.10. Definicié. Az (7) differencidlegyenletet normél egyenletnek ne-

vezzik, ha f folytonosan differencialhaté [elég azt feltenni, hogy Do f
folytonos].

1.11. Megjegyzés. A tobbvaltozos analizis targy elméletében igazol-
tuk, hogy ha f folytonosan differencidlhaté, akkor lokalisan Lipschitz
tulajdonsagu. Tehat a normal egyenletekre minden kezdeti feltétel mel-
lett alkalmazhato a Picard—Lindelof-tétel.

1.12. TETEL. Ha (7) normdl egyenlet, akkor az (7)-(8) Cauchy-fel-
adatnak van teljes megolddsa.

1.13. Megjegyzés. Elegendo feltenni, hogy f a mésodik véltozéjaban
lokalisan Lipschitz [f € Lip, 1, ]-

Bi1zoNYyITAs. Kordbbi tétel szerint elegendd beldtnunk, hogy (7)-
(8)-nak minden intervallumon legfeljebb egy megolddsa van. Legyen [
intervallum, 7 € I és tegyiik fel, hogy u; : I — K? megoldasa (7)—(8)-
nak (j =1,2). Ekkor

ur (1) = & = ua(7).
Ha létezik t; € I, t; > 7 0gy, hogy w1 (t1) # us(t1), legyen
to=1inf{t € IN[1,+oo[: ui(t) # ua(t)}.

Ekkor 7 <ty < t; miatt ¢ty € 1.

Mivel u; — ugy folytonos és ty > 7 esetén Vt € [ 1, [ ui(t) — ua(t) =0,
igy

m (u(t) = ua(t)) =0,

ui(to) — uz(to) = lim



azaz ui(ty) = us(ty). Ezt ty = 7 esetén is belattuk.
Masrészrél (%) Vo > 0 : Jt* €]ty to + 0[N = uy(t*) # ua(t”).
Viszont u; és ug megoldasai a(z)

oo { 70 =1

z(to) =

Cauchy-feladatnak. A Picard-Lindelof-tétel szerint 3h > 0 gy, hogy
a (xx) Cauchy-feladatnak pontosan egy

u:[to—h,t0+h]—>Kp

megoldasa van. Legyen hy > 0 ugy, hogy hg < h és [tg, to+ho]) C I. A
Picard—Lindel6f-tétel bizonyitasa a [to, to+ho| intervallumra is felirhato,
tehat ezen is érvényes az unicitas, 1gy

Uy ‘[to,to+h0]: U2 ‘[t07t0+h0]
ellentétben (x)-gal.

1.14. Megjegyzés. Mivel a teljes megoldéds nem kiterjeszthetd, érvényesek
ra az el6z6 tételek (is).



