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Elemi uton megoldhaté differencidlegyenletek

Boros Zoltan

1. Szétvalaszthato valtozoju differencialegyenlet

1.1. Megjegyzés. Az alabbiakban az elemi uton megoldhaté diffe-
rencidlegyenletek néhany alaptipuséara fogalmazzuk meg az allitasokat.
A megoldéasi modszereket és az alaptipusokra visszavezetheto tovabbi
differencialegyenlet-osztalyokat a gyakorlaton targyaljuk.

1.2. TETEL. [szeparabilis differencidlegyenlet]: Legyen I; C R nyilt
intervallum (j = 1,2), f: 11 - R ésg: Iy — R\ {0} folytonos
fuggvények, valamint xq € I, yo € Is és I C I részintervallum gy,
hogy xo € I. Egyy : I — Iy folytonosan differencidalhato figguvény
akkor és csak akkor megolddsa a(z)

(5Z-1) "(z) = f(@)g(y(z)) (zel)
(SZ) { (SZ - 2) 3(330) =Y o

kezdeti érték problémdnak, ha Vx € I :

/g:f(t)dt:/y:/(x)rlu)du.

yBlIZONYITAS. Legyen F(z) = [ f(t)dt (z € I) és G(y) =
Ha y : I — I, megoldasa (SZ)-nek, akkor

Cy(z0)) — Fzo) “E2 Glyo) — Flawg) =0—-0=0 és
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G(y(z)) — F(x)] = G'(?i(fﬂ)) Y (x) — Flx) =
= ey V@ - f@ = wen
— G(y(z)) — F(z) =0 azaz G(y(z)) = F(x) (xe€l).

Megforditva, ha G(y(x)) = F(x) (x € I), akkor egyrészt

G(y(z)) y'(z) = F(x)

azaz

L -
(o) = fla) = (52 - ),
masrészt
G(y(zo)) = F(xo) = 0 = G(wo),
tovabba

Gl)=—=#0  (veh)

miatt G’ jeltartd, igy G szigortian monoton, tehat y(zg) = yo -
1.3. Megjegyzés.
y() =G (F(z))  (vel).
1.4. Koévetkezmény. Ha f(xg) # 0, akkor o a G™' o F' értelmezési
tartomanydnak belsé pontja, igy (SZ)-nek 3 megolddsa.
2. Linearis differencialegyenlet

2.1. TETEL. [(elsérendfi) linedris skalar differencidlegyenletre vonat-
kozé kezdetiérték-problémal:  Legyen I C R nyilt intervallum, T €
I, £€€R, valamint f, g: 1 — R folytonos fiigguények. Ekkor a(z)

Y () + f)y(t) = g(t) (1)
y(r) =¢ (2)
kezdetiérték-problémanak az egyetlen y : I — R megoldasa

o(t) = e £ e [ gtue ] 3)
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BizoNYITAS. (i) Az unicitdst dltaldnosabb esetre fogjuk bi-
zonyitani.

(ii) Belatjuk, hogy a (3) formuldval adott fiiggvény megoldasa az
(1)-(2) Cauchy-feladatnak. Legyen

:U(t):e_f:f(s)ds és k‘(t):§+/twdu (tel).

z(u)
Ekkor x(t) # 0 és
y(t) = x(t)k(t) (t € I), tovabba  a'(t) = z(t)[— f(t)],

2'(t) + f(t)x(t) =0 (4)
(ez az inhomogén linaris (1) differencidlegyenlet homogén tdrsa/pdrija).
Masrészrol (0

repy 9

k(t) = o0 (t €T,
igy
y'(8) + f(Oyt) = 2/ (k) + 2(O)F (t) + f(E)z(t)k(t)
0
= al(0)+ 0+ PO La(t) - 5 +0 = gl

azaz (1) teljesiil. Tovabba
p(r)=e"=1 é y(r)=a(r)k(r)=1-¢=¢,
vagyis (2) is fenndll.

2.2. Megjegyzés. 1.) Ha y; és y» megoldasa (1)-nek és x = y; — ys,
akkor = megolddsa (4)-nek.

2.) Ha yog megoldésa (1)-nek és x megoldédsa (4)-nek, akkor y = yo+ =
megoldasa (1)-nek.



3. Egzakt differencialegyenlet

3.1. Definicié. Legyen D C R? tartomény (6sszefiiggd, nyilt halmaz),
P,Q : D — R folytonos fliggvények. A(z)

Pla,y(x)) + Qz, y(x)) - y'(z) = 0 ()

differencialegyenletet egzaktnak nevezziik, ha 4 F : D — R differencial-
hato fiiggvény tugy, hogy

DlF = P ¢és
DoF = Q.

3.2. Megjegyzés. (5) tovabbi alakjai:

P(x,y)+Q(z,y) -y = 0, vagy
P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

3.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy az eléz8 definicid jeléléseivel (5) egzakt
differencidlegyenlet és legyen I C R intervallum, valamint y : I — R
differencidlhatd gy, hogy y C D [azazVx € I : (z,y(z)) € DJ.

y megolddsa (5)-nek < 3JceR:Vael: Fz,yx)) =ec.
BI1ZONYITAS.
(=) Legyen h(z) = F(z,y(z)) (z € I). Mivel h konstans, Yz € I -
0 = NW'(z)=DiF(v,y(x)) + DoF (z,y(x)) - y'(x) =
= P(r,y(x)) + Q(z,y(x)) - y'(2) .

(=) Hasonléan, legyen h(x) = F(x,y(z)) (r € I). Ekkor h : [ — R
differencialhaté és (5) = Vo e I :

0 = P(z,y(z)) + Qz,y(x)) - ' (z) =
= DiF(x,y(x)) + DoF(z,y(x)) -/ (x) = W'(x),

tehat h konstans.



3.4. Megjegyzések. 1.) Ha P és @ differencidlhaté, valamint (5) eg-
zakt, akkor
DyP = DiQ. (6)

2.) Ha P és Q folytonosan differencidlhaté a D C R? konvex nyilt
halmazon [vagy legaldabbis J(x¢,70) € D : D csillagtartomany
(20, Yo)-ra nézvel, valamint (6) teljesiil, akkor (5) egzakt. Tovabb4,
ha F(zg,yo) = 0, akkor

Flz,y) = / (P.Q)  ((z.y) € D),

Gz,y

ahol g, , olyan szakaszonként sima gorbe [azaz pdlya|, amelynek
kezdépontja (zg,yo), végpontja (z,y).

Specialisan, ha D nyilt tégla (pl.: D = R?), akkor

@ y
Fla,y) = / Plt,yo)dt+ | Qx,s)ds.

Yo



