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1. Bevezeto megjegyzések a differencialegyenletekrol

Differencidlegyenletnek azokat az egyenleteket nevezziik, amelyekben
az ismeretlen egy fliggvény és az egyenletben szerepel az ismeretlen
fuggvény derivaltja is. Két tipusa van, egyik a kozonséges differencial-
egyenlet, a masik pedig a parcidlis differencidlegyenlet.

Kozonséges differencidlegyenletrél akkor beszéliink, ha a fliggvény
egyvaltozds. Azokat a differencidlegyenleteket, melyekben az ismeret-
len fliggvény tobbvaltozos, parcidlis differencialegyenletnek nevezziik,
példdul: Diu(x,y) — I%HDgu(x, y) =Y.

A differencidlegyenletek rendjén a differencidlegyenletben szereplé leg-
magasabb rendi derivalt rendjét értjiik.

A differencidlegyenletet explicitnek hivjuk, ha a fliggvénykapcsolatbdl
egyértelmiien kifejezheto a legmagasabb rendii derivalt. Pl.: elsorend1i,

¥ Explicit, skalar és masodrendii:

explicit, skalar: y/(z) = ze¥®) — 7.

y'(z) =y'(x) — zy(z).
Azt mondjuk, hogy a differencidlegyenlet implicit, ha nem expli-
cit, vagyis nem tudjuk kifejezni a legmagasabb rendli derivaltat. Pl.:

y'(2)y(x) = cos(z + y'(z)) .
Jelolések:

e Ha D C RF nyiflt (vagy ha D C R intervallum), K € {R,C} és
m € N, legyen

C"(D,KP)={f: D — K”| f m-szer folytonosan differencidlhatd}
[spec. C"(D) =C™(D,R)].



e Ha (X, d) és (Y, o) metrikus terek, legyen

C(X,Y)={f:X —Y]|f folytonos}, spec. C(X) = C(X,R).

1.1. Megjegyzés. Ugyanazt a differencidlegyenletet tobbféleképpen is
fel szokés irni, példaul

() = te"W-e' més valtozdkkal
y(x
fx,y

y'(z

~

— 26! — ¢ vagy roviden ' = ze’ — €%, ami az
xe! — e’ fliggvény segitségével
= f(z,y(z)) alakban irhaté fel.

N’ N N N



2. Kozonséges differencialegyenletek

2.1. Alapfogalmak

1. 2. : +1.
2.1. Definicié. Legyen D C RXK X K X ... X K x K -

tartomany (Osszefiiggd nyilt halmaz) és F' € C(D,K?), mely fiigg az
utolsd valtozojatol. Jelolje

F(t,z(t),z't),....2™t) =0 [F(t,z,o,...,a™)=0 (1)

azt a problémat, hogy keresend6 az 0Osszes olyan I C R intervallum
és x : I — KP n-szer folytonosan differencialhaté fliggvény (azaz x €
C"(I,KKP)), amire (1) értelmes és teljesiil minden ¢t € I esetén. Ekkor az
(1) problémét kézonséges, n-edrendii (p dimenzids) vektor-differencial-
egyenletnek nevezziik. Ha specidlisan ¢ = p és 3

chRxKxKx...xK

tartoméany valamint f € C(Dq,KP) gy, hogy D = Dy x K? és

F(t,x1, 29, ..., ¢p,xy1) = f(t,x1,29,. .., 2n)—Tp1
((t,xl,ﬂjg, R 7$naxn+1) S D)7

akkor az (1) differencidlegyenlet az

) 2 = f )2 ()., 2" ()

alakra hozhaté, amit explicit differencidlegyenletnek, a nem ilyen alaku
differencidlegyenleteket implicit differencialegyenletnek nevezziik.

Legyen 7 € R, & € KP(i = 0,1,...,n — 1) gy, hogy ha (1) explicit,
akkor (7, &1, &, ...,&1) € D1, és képezziik a(z)

Dy =¢  (1=0,1,...,n—1) (2)

egyenleteket. Jelolje (1)-(2) azt a problémat, hogy keresendd az (1)
differencidlegyenlet Gsszes olyan z : I — KP megoldasa, amelyre (2) is
értelmes (azaz 7 € I) és teljesiil. Ekkor az (1)—(2) problémét egy, az
(1) differencidlegyenletre vonatkoz6 kezdetiérték—probléménak (k.é.p.)
vagy Cauchy—feladatnak nevezziik.



2.2. Nem kiterjeszthet6 megoldasok

2.2. Definicié. Az (1) differencidlegyenlet vagy az (1)-(2) Cauchy-
feladat [k.6.p] egy x megoldasit nem kiterjeszthetének nevezziik, ha
x egyetlen valodi kiterjesztése sem megoldas.

2.3. TETEL. Ha zy egy megolddsa az (1)-(2) Cauchy-feladatnak, ak-
kor létezik & nem kiterjeszthetd megolddsa (1)-(2)-nek, amelyre xy C &

UTMUTATAS A BIZONY{TASHOZ. Legyen
V = {v| v megoldésa (1)-(2)-nek és zy C v }.

Ekkor (V, C) nem iires (mert zy € V) részben rendezett halmaz. Elen-
gedo belatnunk, hogy V' teljesiti a Zorn-lemma feltételeit, mert akkor
3% maximalis eleme V-nek. Legyen W C V rendezett részhalmaz (nem
tires) és w = |JW . Azt allitjuk, hogy w € V.

Ehhez be kell latnunk, hogy w fiiggvény, ennek [, értelmezési tar-
tomanya intervallum, 7 € I,, w n-szer folytonosan differencialhato,
Vvt € I, : (t,w(t),...w™(t)) € D és (1) valamint (2) teljesiil a w
fiiggvényre.

(i) w fliggvény: Tegyiik fel, hogy t € R, z1,2o € KP tdgy, hogy
(t,x1) € w és (t,x9) € w. Ekkor Juj,ug € W : (t,z1) € uy és
(t,29) € uy. Mivel W rendezett, u; C us vagy us C uy. Az els6
esetben (t, 1) € us, (t,12) € ug és uy fliggvény, igy r1 = x9. A
masik eset hasonlo.

(ii) I, intervallum és 7 € [,: I, = U I,,, ahol I, az u megoldas értel-
mezési tartomanya, igy I, interfaflvlum és T € l,. Ha
ti,te € Iy = Jug,up e Wit; € 1,, (i=1,2).
Ekkor pl.: t; < 7 < t9 esetén
[t1,7) C I, C Ly és [T, C I, C I,

— 1€, és[t1, to] =[t1, T|U|T, ts] C I, => I, intervallum.

Masodik eset, ha 7 < t; < t9, ekkor 7 € [,, = 7 € [, és
[tl, tz] C [7’, tg] C qu C I, stb.
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(iii) w megoldés: Legyen ty € I, és tegyiik fel, hogy 3t € I, : 7 <
to < t1. Ekkor Ju; € W @ty € I, gy ty € I; ¢és u1 n-szer
folytonosan differencidlhaté to-ban, (o, u(to), - - - ugn)(to)) €D és
(1) teljesiil az u; fiiggvényre a to pontban. Tovdbbd wlr, = u1,
ezért w is n-szer folytonosan differencidlhaté a ¢y pontban és (1)
w-re is teljesiil tp-ban.

Hasonléan a (¢ helyett a 7 pontot irva) kapjuk, hogy (2) 6roklédik
W elemeirdl w-re.

Ha ty (vagy 7) végpontja I,-nek, akkor a derivaltak egyoldali de-
rivaltak lesznek.

2.4. Kovetkezmény. Az (1) differencidlegyenlet bdrmely megolddsa
kiterjesztheto eqy nemkiterjesztheto megolddssd.

2.5. Definicié. Az (1)-(2) Cauchy-feladat egy & megoldasat teljesnek
nevezzik, ha az (1)-(2) barmely = megoldasira x C & .

2.6. TETEL. Ha az (1)-(2) Cauchy-feladatnak van megolddsa, akkor
a kovetkezo dllitdsok ekvivalensek:

(i) Az (1)-(2) Cauchy-feladatnak van teljes megolddsa;

(ii) Az (1)-(2) Cauchy-feladatnak minden intervallumon legfeljebb egy
megolddsa van.

BizONYITAS. (i) = (ii) nyilvanvald.

(i) = (i): Legyen U = {u|u megoldasa (1)—(2)-nek} és
up = JU . Azt kell belatnunk, hogy uy € U .

ug figguény: Legyen (t,z1), (¢, 22) € g .
Ekkor Ju; € U : u(t) = 2 (i = 1,2). Legyen I = I, N1, (ahol I, az
u; értelmezési tartomanya, j = 1,2). Akkor t,7 € I és I intervallum,
tovabba u;|; € U (5 =1,2), igy (ii) miatt

ur|;r = usly, ezért z; = z5.

uy 1, értelmezési tartomanya intervallum
T € I,
up-ra (1) és (2) teljesiil

ugyanugy, mint
az el6zo tételnél.



2.3. Atviteli elv
2.7. TETEL. [Atviteli elv]: Legyen

DCRXKXKX...XK &

osszefliggo nyilt halmaz és f . D — KP folytonos, valamint
TeR, & ek (i=0,1,...,n—1) dgy, hogy

(T7§07€17--'7£n_1)€D.

Tekintsik az

M) = f(t,z(t),2'(t),..., 2" D()) (3)
tD(ry=¢  (i=0,1,....,n—1) (4)

kezdetiérték-problémat.

(a) Ha u: I — KP megolddsa a (3)-(4) Cauchy-feladatnak és

w; =uY (i=1,...,n), akkor (u,us, ..., u,) megolddsa az
@ {0 = 2@ (=)
xl(t) = f(t,z1(t), x2(t),. .., x,(t));
(2*) IZ(T) :fi—l <Z= 1,2,,’/1)
Cauchy-feladatnak.

(b) Megforditva, ha (uy,us,...,u,) megolddsa az (1*) — (2*) Cauchy-
feladatnak, akkor u; megolddsa a (3)—(4) Cauchy-feladatnak.

Bi1zONYITAS. Egyszerii behelyettesités.



